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PROLOGO 


Este nuevo texto y nuestras anteriores publicaciones de Cálculo Diferencial y 
Cálculo Integral cubren casi todo el contenido de Cálculo requerido en los 


programas de las facultades de Ciencias e Ingeniería. 


Como en nuestros textos anteriores, se ha buscado equilibrar la teoría, la práctica 
y las aplicaciones. Cada tema es acompañado de numerosos ejemplos. Cada sección 
es reforzada con una selección de problemas resueltos. Aquí, los problemas típicos y 
de relevancia, son desarrollados con todo detalle. La gran mayoría de teoremas son 
presentados con su respetiva demostración. Cuando la demostración es compleja, 
ésta se presenta como un problema resuelto. Además, a lo largo de toda la obra, son 
resaltados ciertos aspectos históricos. Cada capítulo lo iniciamos con una corta 
biografía de un matemático notable que jugó papel relevante en el desarrollo de las 
ideas del capítulo correspondiente. 

La preparación de esta obra ha requerido mucha dedicación. En esta tarea he 
recibido ayuda invalorable de varios colegas de los Departamentos de Matemáticas 
de los Decanato de Ciencias y Tecnología y de Ingeniería Civil de la UCLA, de la 
Sección de Matemática, de la UNEXPO  Vice-Rectorado Barquisimeto, del 
Departamento de Matemáticas de la UPEL-IPB. En especial debo mencionar al Prof. 
Mario Rodríguez, quien ha dictado durante dos semestres el curso de Matemáticas 
IV de la licenciatura de Matemáticas, utilizando casi exclusivamente las notas 
previas de la presente obra. A los profesores Héctor Godoy y  Wiílmer Ortiz, 
quienes también han usado estas notas previas en su curso de Matemáticas IV de 
Ingeniería Civil. A los profesores Hánzel Lares y Marco García de la Facultad de 
Ingeniería de la ULA. A los estudiantes de Matemáticas IV de la licenciatura de 
Matemáticas que llevaron el curso conmigo o con el Prof. M. Rodríguez. Ellos 
revisaron las respuestas de los diferentes problemas propuestos. 

Mi gratitud y reconocimiento a todos ellos. 


Jorge Sáenz Camacho 


Barquisimeto, 8 de abril del 2013 
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SIR WILLIAM 
ROWAN HAMILTON 


(1805-1865) 


WILLAM ROWAN HAMILTON nació en Dublin, Irlanda. Desde muy temprano 
dio muestras de genialidad. А la edad de 5 años ya dominaba latín, griego y 
hebreo, gracias a las lecciones recibidas de su tío, el reverendo James Hamilton. А 
los 15 años empezó a leer a Newton y a Laplace. Cuando contaba con 17 años 
descubrió un error en la obra cumbre de Laplace, Mecánica Celeste. Con este hecho 
gana especial reconocimiento. En 1823 ingresó al Trinity Collage, de donde se 


graduó con óptimos honores. 
En 1833, Hamilton logra definir un producto en R?, el conjunto de pares 


ordenados de números reales. Con este producto y la suma usual de pares, R? 


adquiere la estructura de campo. Este campo no es otro que el campo de números 
complejos. Después de este éxito, él se obsesionó en la búsqueda, sin éxito, de 


De" 3 . А А 
resultados similares para R”, el conjunto de tríadas ordenadas de números reales. 


El 16 de octubre de 1843, mientras Hamilton caminaba con dirección a la 


Academia Real Irlandesa, en su mente surgió la idea de un producto en R^, el 


conjunto de cuádruples ordenados de números reales. Mediante este producto, №, 


adquiere la estructura de álgebra conmutativa: El Algebra de los Quaterniones. Tal 
fue su emoción que no resistió el impulso de grabar en el muro de un puente (el 
puente Broome) las fórmulas básicas de los quaterniones: 


i?-j'-k'-ijk--1 
El tiempo borró esta grabación. Sin embargo, en el айо 1958, la Academia Real 


Irlandesa colocó una placa en este lugar para conmemorar este hecho, 


Hamilton pasó el resto de su vida trabajando en los quaterniones. El tenía en 
mente que esta nueva estructura algebraica revolucionaría el estudio de la fisica. 
Fue infortunado en sus relaciones familiares. Tuvo problemas alcohólicos. 
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SECCION 1.1 


SISTEMA TRIDIMENSIONAL DE COORDENADAS 
RECTANGULARES 


Introducimos un sistema tridimensional de coordenadas para el espacio. Para esto, 
tomamos tres rectas numéricas a la misma escala, perpendiculares y que se 
interceptan en su origen. Estas rectas tomarán el nombre de eje X, eje Y y eje Z. Aún 
más, la dirección positiva del eje Z es escogida de acuerdo a la regla de la mano 
derecha. Esto es, como ilustra la figura, si se doblan los dedos de la mano derecha 
logrando una rotación en sentido antihorario en el plano XY, el dedo pulgar debe 
apuntar en la dirección positiva del eje Z. 


AZ 


Plano YZ 


Los tres ejes determinan tres planos, llamados planos coordenados. Estos son: El 
plano XY, que contiene a los ejes X e Y. El plano YZ, que contiene a los ejes Y y Z. 
El plano XZ, que contiene a los ejes Y y Z. 


Los planos coordenados dividen al espacio en ocho partes, llamados octantes. 
Llamaremos primer octante, al octante determinado por los tres semiejes positivos. 


Sea В = Ех Вх R el conjunto de las ternas ordenadas (х, у, z) de números 


reales. Esto es, I? = {(х, y,z)/x,y,z ER |. 


El sistema construido nos permitirá construir una correspondencia biunívoca entre 
los puntos del espacio y las ternas ordenadas de números ordenadas. En efecto, si P 
es un punto del espacio, a Р le asignamos la terna ordenada (x, y, 2), donde x, y, z 
son las coordenadas de las proyecciones de P sobre los ejes X, Y y Z, 
respectivamente. Recíprocamente, a una terna ordenada (x, y, z) le hacemos 
corresponder el punto P que se obtiene moviéndose x unidades sobre el eje X a 
partir de 0; luego, y unidades en dirección paralela al eje Y y, 
por ültimo, z unidades en dirección paralela al eje Z. Z 
En estos movimientos se debe considerar el signo de la 
coordenada. 

Segün la correspondencia biunívoca anterior, si al 
punto P le corresponde la terna (x, y, z), diremos que 
(x, y, z) son las coordenadas rectangulares del punto P y 
escribiremos P = (x, y, z) o también Р(х, y, z). X 


P = (x, y, z) 
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Al origen le corresponde la terna (0, 0, 0). Esto es, 0 =(0, 0, 0). 


La correspondencia biunívoca lograda anteriormente recibe el nombre de sistema 
tridimensional de coordenadas rectangulares. 
Z 


EJEMPLO 1. | Graficar el punto P = (2, —3, 4) 


Solución raso A Y 


Para ayudar más a nuestra perspectiva, con los números 
de la terna, construimos un paralelepípedo (una caja) con 
un vértice en el origen. El punto P es el punto extremo de 
la diagonal principal que se inicia en 0. 


DISTANCIA EN EL ESPACIO 
Aplicando el teorema de Pitágoras dos veces se consigue la siguiente fórmula. 


La distancia entre los puntos P; = (xi, у, 21) y P2= (0, yo, Z2) es 


d(P,, P.) = Co) 1) (иеа)? 


A la distancia d(P,, P») también se lo denota por | BP, | 


EJEMPLO 2. | Hallar la distancia entre los puntos P = (-2, -3,1) y Q = (3, 4, –3) 


Solución 


«P, О) = 4 (3-6-2) )2+(4-(-3))2+(-3-1)2 = 4 52 +72 +4? = J90 = 3410 


PUNTO MEDIO 
El punto medio del segmento de recta comprendido entre los puntos Р, = 
(х1, у, 21) y P2= (0, y», 22) es 


M= XFX yty 21+2) 
MED "D 


Este resultado lo demostramos en el problema resuelto 2. 


EJEMPLO 3. | Hallar el punto medio del segmento de recta comprendido entre los 
puntos Р = (2,-3,-1) y О = (6, -5, 3). 


м- |2. з; T) (z4 E 2) =c, 4,1) 
2 2 2 ORE RE, 


Solución 
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SUPERFICIES EN I? 


Sea f(x, y, 2) = 0 una ecuación en las variables x, y, z. La gráfica de esta ecuación 


es el conjunto de puntos (x, y, z) en R? cuyas coordenadas satisfacen la ecuación. A 
esta gráfica la llamaremos superficie en IR^. Esto es, el conjunto 


5 = {(х, у, z)e Е?/ fix, У, 2) =0) 


B 3 
es una superficie en IR". 


EJEMPLO 4. | Describir cada una de las superficies: 


a. 2=5 b. x --3 с. y--2 
Solución 


a. La gráfica dez = 5 es el conjunto to. y,z)e RY z= 5], que son los puntos del 


espacio cuya tercera coordenada es 5. Estos puntos conforman el plano paralelo al 
plano coordenado XY que está a 5 unidades arriba de él. Ver la Fig. 1. 


En general, si k es una constante, el gráfico de z = КЁ es un plano paralelo al 
plano XY. En particular, el gráfico z=0 es el mismo plano coordenado XY. 


b. Similar al caso anterior. La gráfica de х = —3 es el plano paralelo al plano 
coordenado YZ que esta a 3 unidades detrás del origen. Ver la Fig. 2. 


En general, si k es una constante, el gráfico de x = k es un plano paralelo al 
plano YZ. En particular, el gráfico de x = 0 es el mismo plano coordenado YZ. 


c. La gráfica de y = —2 es el plano paralelo al plano coordenado XZ que esta a 2 
unidades a la izquierda del origen. Ver la Fig. 3. 


En general, si k es una constante, el gráfico de y =k es un plano paralelo al 


plano XZ. En particular, el gráfico de у = 0 es el mismo plano coordenado XZ. 
Z 


X 
Fig.1: z=5 Fig. 2: х= -3 Fig.3: y=-2 


Más adelante estudiaremos el plano en forma más completa. 
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ECUACION DE LA ESFERA 
Una esfera es el conjunto de todos los puntos de R* que son equidistantes de un 


punto fijo. El punto fijo es el centro de la esfera y la medida de la distancia 
constante es el radio. 


Z 


La ecuación canónica de la esfera de radio r y 
centro en С = (h, k, I) es 
x-hy*(o-kE-G-Dn-r (1) 


En efecto, si P = (x, y, z) es un punto cualquiera 
de la esfera, entonces 


аР, C) -r < [«P, O0] =r 


< x-hy-(y-k-(-Iy-r X 
Si desarrollamos los cuadrados de la ecuación canónica de la esfera obtenemos una 
ecuación de segundo grado de la forma: 
xX +y + 2+ Hx+Ky+L2+M=0 (2) 


Recíprocamente, si tenemos una ecuación como la anterior, completando 
cuadrados obtenemos: 


(x — hy. + (y — 2 + (z - = R, donde 


һ= 1н k-lk 1-21 R= (и? + к? +12 -ам) 
2 2 2 4 
Si А > 0, entonces la ecuación (2) es la ecuación de la esfera de radio r = VR Y 
centro en С = (h, k, D). Si А = 0, la gráfica de (2) es el punto С = (h, k, D. Si А < 0, la 
gráfica de (2) es el conjunto vacío, ya que la suma de los cuadrados de tres reales 
nunca es negativa. En resumen tenemos: 


TEOREMA 1.1 |La gráfica de una ecuación de segundo grado de la forma 


xX +y + 2+Hx+Ky+L2+M=0 
es una esfera, un punto o el conjunto vacío. 


A esta ecuación se le llama ecuación general de la esfera. 


EJEMPLO 4. | Identificar el gráfico de 
3x? + 3y? +32? + бх – 182 - 45 = 0 


Solución 


Completamos cuadrados: 


3G +2х +1) + 3^ * 3(Z - 6z +9) =45+3 +27 < 
3(х+ 1)? -3y«3(2-3y -75 © 
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(x*1y4y-(z-3y-25 e 
(«+ 1 + y? + (2 3)> = 52 


Esta ecuación corresponde а Іа esfera de radio r = 5 y centro en С = (-1, 0, 3). 


EJEMPLO 5. | El segmento que tiene por extremos los puntos Р = (-6, 3, 6) y 
О = (4, -1, -2) es un diámetro de una esfera. Hallar la ecuación de 
esta esfera. 


Solución 


El centro de la esfera es el punto medio del diámetro. Luego, el centro 


C= eL oux =(-1, 1,2) 
2 2 2 


Por otro lado, el radio de la esfera es la mitad de un diámetro. Luego, este radio es 


"= аР, 0)= > (4+6) +(-1-3)2 +(22-6) = 34 5 


En consecuencia, la ecuación canónica de esta circunferencia es 


(х + 1 + (y – 1 + (z 2) = 45 


PROBLEMAS RESUELTOS 1.1 


PROBLEMA 1. | Los puntos А = (-1, -1, 1) y B = (1, 2, 3) son vértices opuestos 
de un paralelepípedo cuyas caras son paralelas a los planos 
coordenados. 


a. Dibujar el paralelepípedo. b. Hallar los 8 vértices 
c. Hallar la longitud de la diagonal. AB. 
Solución 
b. 4= (CL. -1, 1), (1, –1, 1), 
(,-1,,3, (1, -1,3) 
В = (1,2,3), (CL 2, 1), 
(1,2,1), (1, 2, 3). 


с. ҖА,В)= + (L1? +0 +1) «(8-12 = V17 x 
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PROBLEMA 2. | Probar que el punto medio M del segmento de recta comprendido 
entre los puntos Р; = (xy, yi, д1) y Р› = (х2, ya, Z2) es 


M= Х+Хх) yty 21+2 
pv UE Ue 
Solución Z 


Sea M= (x, y, z) a 


DA PR e ren ылыы Р›= (ху, у, z2) 
i 
LI 


Proyectamos el segmento P P, sobre i 
ARRE M= оз 3,2) 


cada uno de los tres ejes. 


Por ser M = (х, у, 2) el punto medio, tenemos: ©“ 


En el eje X, x es punto medio del o EET 
intervalo [x;, x2]. Luego, 


X—X|7X,—x—»2x-7xjtx—» 


XFX) x TS 
2 
En el eje Y, y es punto medio del intervalo [y;, y2]. Luego, 
+ 
у-у=уз-у—®?2у=у\+уз > у= = 


En el eje Z, z es punto medio del intervalo [21, z2]. Luego, 


Z +2) 
Z—Zz|j7z;-z-—»2z-zp tz,-—» z--——— 


PROBLEMAS PROPUESTOS 1.1 


En los problemas 1 y 2, los puntos A y B son vértices opuestos de un 
paralelepipedo rectangular con caras paralelas a los planos coordenados. 


a. Dibujar el paralelepípedo. b. Hallar los 8 vértices c. Hallar la longitud de la 
diagonal AB. 


1. А=(1,1,1),В=(2,4,3)  Rpta. b. A= (1,1,1), (2, 1, 1), Q, 1, 3), (1, 1,3) 
B= (2,4,3), (2,4, D, (1, 4, 1), (1,4, 3) 
c. (A, B) = V 14 
2„.А=(—1,—-1,2),В =(3,2,4) Rpta b. A=(-1,-1, 2), (3, —1, 2), (3, 51,4); 
(1, -1,4). В = (3,2, 4), (3, 2, 2), 
(—1, 2, 2), (=1,2,4). e d(4, B) - 29 


Cap.1 Vectores y Geometría Analítica del espacio 9 


3. a. Pruebe que el triángulo de vértices P = (1, 1, 1), О = (3, 3,2) y R=G,-3,5) 
es un triángulo rectángulo. 


b. Hallar el área del triángulo. Rpta. A=9 


4. a. Probar que el triángulo de vértices P = (3, 4, 1), О = (0, 6, 2) у R=(1,3,4) es 
un triángulo equilátero. 


b. Hallar M, el punto medio del segmento PO І Rpta. М = (3/2, 5, 3/2) 
c. Hallar la longitud del segmento MR. Rpta. 4 42/2 
d. Hallar el área del triángulo. Rpta. 74312 


5. Probar que los puntos Р = (1, 0, 3), О = (2, 1,4) y R= (4,3, 6) son colineales. 
Sugerencia: Probar que d(P, К) = d(P, O) + d(O, К) 


6. Hallar la distancia del punto P = (2, —3, 4) a cada uno de los siguientes planos y 


ejes. 

a. Plano XY b. Plano XZ c. Plano YZ 

d. Eje X e. Eje Y f. Eje Z 
Rpta a. 4 Mb. 3 e2 45 е 2/5 £.J 13 


7. Se traza una recta que pasa por el punto (3, 5, 2) y es perpendicular al plano YZ. 
Hallar los puntos de esta recta que están a una distancia de 7 unidades del punto 


(0, 5, 0). Ера. (34 5,5,2), (734 5 , 5,2) 


8. Se traza una recta que pasa por el punto (3, 5, 2) y es perpendicular al plano XY. 
Hallar los puntos de esta recta que están a una distancia de 7 unidades del punto 


(0, 5, 0). Rpta. (3, 5,2410 ), (3, 5, 24/10) 


En los problemas del 9 al 12, completando cuadrados, hallar el centro y el 
radio de la esfera cuya ecuación es dada. 


9. xX +y +z -6x+2y -2z*10-0 Rpta. (3,—1,1). r=1 
10. х'+у +2 - 6x- 8y +8z+25=0 Rpta. (3,4,-4). r=4 
11. 42 - Ay - AZ -—4y+8z -3=0 Rpta. (0, 1/2, 1). r- 42 
12. +у+т-7=0 Rpta. (0, 0, 12). r=1/2 


13. a. Hallar la ecuación de la esfera con centro еп (4, —2, 1) y radio J5 ; 

b. Describir la intersección de la esfera con el plano XY. 

c. Describir la intersección de la esfera con el plano XZ. 

d. Describir la intersección de la esfera con el plano YZ. 

Rpta. a. (x 4) + (y + 2 + (z- 1? = 5 

b. La circunferencia en el plano XY: (x — A. + (y - 2p = 4,2= 0 
c. La circunferencia en el plano XZ: (x – 4)? + (z- 1) = 1, у= 0 
d. La esfera no intersecta el plano YZ. 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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Hallar la ecuación de la esfera con centro en (2, —1, 2) y que pasa por el origen. 
Rpta. (x - 2. + (y - 1 +(-2=9 


Hallar la ecuación de la esfera con centro еп (—1, 3, —2) y que pasa por el punto 
(3, 6, -2). 


Rpta. (x - 1 + (y - 3? + (2+ 2) = 25 


Hallar la ecuación de la esfera con centro en (4, —2, 3) y es tangente: 
a. Al plano XY b. Al plano YZ 
Rpta. a. (x 4) + (y + 2 + (z- 39 29 b. (x - 4 + (y 2 + (z - 3 = 16 


Hallar las ecuaciones de las esferas tangentes que tienen el mismo radio y cuyos 
centros son (4, 22, 5) y (4, 0, 1). 


Rpta. a. (x - A + (y - 25 + (z- 5 221 b. (x t 4 + y? t (z- 1 = 21 


Hallar la ecuación de la esfera que es tangente a los tres planos coordenados, de 
radio 5 y cuyo centro está en el primer octante. 
Rpta. (x - 5 + (y - 5 + (к — 5 = 25 


Un punto P se mueve en tal forma que su distancia al punto (0, 1, —4) es el doble 
de su distancia al punto (0, 1, 2). Probar que P está en una esfera. Hallar la 
ecuación de esta esfera. Rpta. х? + (y - 1 + (z - 4p = 16 


En los problemas del 20 al 27 describir verbalmente la región descrita por la 
expresión algebraica dada. 


20. 
22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


y=4 21. 2=—3 

х>1 22. |х|<2 

у=х Rpta. El plano vertical que corta el plano ХҮ еп 
la rectax= y 

x+y =l Rpta. Cilindro vertical que interseca al plano XY 

enla circunferencia х? + у? = 1 

ху= 0 Rpta. Unión del plano YZ con el plano XZ. 

xyz=0 Rpta. Unión de los tres planos coordenados. 

4<x+y+z2<9, Rpta. Unión de la esfera x! + у + 2 = 4 con la 


región comprendida entre las esferas 
Pryr2=4 y +у+=9 
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SECCION 1.2 


VECTORES EN LOS ESPACIOS DE DOS Y TRES 
DIMENSIONES 


En la sección anterior hemos usado a los elementos de R? para representar puntos 
del espacio. En esta sección estudiaremos a IR? desde el punto de vista algebraico. 


Definiremos dos operaciones con las cuales, R? se convertirá en un “espacio 


vectorial”, gracias a lo cual cumplirá un rol fundamental en el estudio de la física y 
otras ciencias. 


En general, un vector es un elemento de un espacio vectorial. Desde este punto de 
ӯ 3 
vista, las ternas ordenadas (x, у, 2), que son los elementos de R”, son vectores. Por 


esta razón, haremos un pequeño cambio de notación. Ya sabemos que cuando 
escribimos А = (a, a», аз), queremos decir el punto А cuyas coordenadas son а, a2 
y аз. En cambio, si la terna es pensada como vector, escribiremos: a = (aj, a5, аз) y 
diremos el vector а con componentes а], à; y az. Observar que a los vectores los 
denotamos con letras minüsculas negreadas. 


DEFINICION. | Adición en R’. 


Sean а = (а, аз, азу y b= (bi, ba, by) dos elementos de IR^. La 
suma а + b es la terna: 


а+р = (а, a, аз) + (by bo, b) = (а + Ьу, ар + bo, аз + b3) 


EJEMPLO 1.| 1. (2,-5,0)+(4,2,-7)=(2+4,-5+2,0+(=7) = (6, -3,-7) 
2. (-1,3,8)+(0,0,0)=(-1+0,3+0,8+0)=(-1, 3, 8) 


La terna (0, 0, 0) se llama el vector cero o, simplemente, el cero de R? y lo 
denotaremos por 0. Esto es, 0 — (0, 0, 0). 
Se llama vector opuesto del vector a = (а), a2, аз) al vector —a = (а, —a», -аз) 


Ahora definimos la otra operación, multiplicación por escalares. Aquí usamos el 
término escalar como sinónimo de número real. Esta operación toma un escalar y un 
vector y produce otro vector. En términos precisos tenemos: 


DEFINICION. | Multiplicación por escalares 


Sea r un número real y sea el vector a = (aj, a», аз), entonces ra 
es el vector: 
ra = (ay, а, аз) = (ray, ra», ras) 
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EJEMPLO 2.] 1. 3(2,-1,0)=(3(2), 3(-1), 3(0)) = (6, -3, 0) 
2. 2-1, 3, 8) = (2C D, 23), -2(8)) = (2, -6, -16) 
3. 1(a,, аз, аз) = (1(а\), 1(a2), 1(a3) ) = (ai, а», азу 
4. O(a,, аз, азу =(0(a1), 0(a2), O(a3) ) = (0, 0, 0) 


Las propiedades esenciales de estas operaciones son dadas en el siguiente teorema. 


TEOREMA 1.| Sia, b y e son vectores de R? y r,s son escalares, entonces 


1. a+b=b+a (propiedad conmutativa) 

2. (a+b)+c=a+(b+c) (propiedad asociativa) 

3. a+0=a,Va eR (propiedad del elemento neutro) 
4. a+ (-a)= 0, Vae I? (propiedad del opuesto) 

5. 1а=а 

6. r(sa) = (rs)a 

7. rat b)7 ra+rb (propiedad distributiva) 

8. (r+ sja = га + sa (propiedad distributiva) 


Demostración 


Estas propiedades son el reflejo de las propiedades de los números reales y son 
muy fáciles de probar. Como muestra, probaremos solamente 4 y 7. Dejamos las 
otras como ejercicio al lector. 


4. a+ (-a) = (ai, а, аз) + (<a, а, аз) ) = (а, a2, аз) + (41, 47, 43) 


= (a; -a1, 43-42, аз-аз) = (0,0,0)=0 


7. r(a+b)= r((ai, а, аз) + (by, bo, b3) ) = ría, + bi, a2 + bo, az + b3) 


= (r(ai bj), (а + b2), rlaz+ b3)) = (ra; + rb,, raz + РЬ, raz + rb3) 


= (ray, ra», ғаз) + (tbi, rb», rbs) = ría, аз аз) + Y(bi, bo, b3) 


= ra+rb 


DEFINICION. | Sustracción de vectores. 


Si a y b son vectores, entonces a -— b = a + (—b) 


O sea, la diferencia de a menos b es suma de a con el opuesto de b. 
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EJEMPLO 3. | Sia=(2,-5,8) b=(6,-3, 4), entonces В = (-6, 3, -4) y 
a- b= a + (Ы) = (2, 5, 8) + (6, 3, -4) = (2- 6, -5+ 3, 8 4) 
= (A, =2, 4) 


DEFINICION. | Un espacio vectorial es un conjunto V provisto de dos 
operaciones, una “adición” y una “multiplicación por escalares” 
las cuales satisfacen las ocho propiedades dadas en el teorema 
anterior. 


El teorema 1 nos dice que IR^, provista de las dos operaciones antes definidas, es 


un espacio vectorial. A sus elementos los llamaremos vectores tridimensionales 


DEFINICION. | Si Р = (а, a», аз) es un punto de В? al vector a = (aj, a», аз) lo 


llamaremos vector de posición del punto P. 


Los resultados obtenidos para IR^ también se cumplen para №. En consecuencia, 
R°, con sus correspondientes operaciones, es también un espacio vectorial, A sus 


elementos los llamaremos vectores bidimensionales. Si Р = (a;, a,,) es un punto 


de R? al vector а= (а1, а) lo llamaremos vector de posición del punto P. 


REPRESENTACION GEOMETRICA DE VECTORES 
BIDIMENSIONALES 


Aquí trataremos de las ideas geométricas que están detrás de las ideas algebraicas 
de los vectores. Empezamos con los vectores bidimensionales. 


Sea a = (а), a,) un vector de IR). A este vector lo representaremos mediante flechas 


en el plano, construidas del modo siguiente: 


Y 
1. Tomamos Ро, un punto cualquiera del plano. 


2. Comenzando en Po, nos movemos paralelamente al 
eje X una distancia ау. El movimiento es hacia la 
derecha si a, .es positivo o hacia la izquierda si a; 
es negativo. Sea Q el punto final de este movimiento. 


3. A partir de Q nos movemos paralelamente al eje Y 
una distancia a». El movimiento es hacia arriba si a; 
es positivo o hacia abajo si a» es negativo. Sea Р, el 
punto final de este movimiento. 
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4. Trazamos la flecha con punto inicial P, y punto final P 1, la que denotamos por 


ABB . Esta flecha representa al vector a. 


Como el punto inicial Ро fue escogido arbitrariamente, esto significa que hay 
infinitas flechas que representan al vector a. Estas se caracterizan por ser paralelas, 
tener igual longitud y apuntar en el mismo sentido. 


REPRESENTACION ESTANDAR DE UN VECTOR 


De todas las infinitas. flechas que representan a un vector 


а = (aj, аә), sobresale la flecha ОР, con punto inicial el 
origen y con punto final el punto Р = (aj, a5), cuyas 
coordenadas son la componentes del vector a = (aj, а). A 
la flecha OP la llamaremos representación estándar o 
representación canónica del vector a. 


REPRESENTACION GEOMETRICA DE LA SUMA a+b 
Sabemos que si a=(a,, аз) y b=(b,, b2), entonces 
a+b= (a, + bı, az + Б) 


Geométricamente, para hallar la suma de dos vectores se usa la ley del triángulo. 
Según esta regla, si se tienen las flechas que representan a los vectores a y b, se 
construye otra flecha que representa al vector b que tenga como punto inicial el 
punto final de la flecha que representa al vector a. La flecha que une el punto inicial 
de la flecha de a con el punto final de la flecha de b representa a la suma a + b. 


Ley del triángulo Prueba de la ley del triángulo 


La figura anterior de la derecha nos muestra que el punto final de la flecha que 
une el origen con el punto final de la flecha del vector b, tiene por coordenadas 
(a; + bı, a5 + b2). Esta flecha representa al vector a + b = (a, + Ьу, a, + bj). 


51 aplicamos la ley del triángulo moviendo la flecha de a 
a continuación de la flecha de b, obtenemos el triángulo 
superior. La unión de los dos triángulos nos da un 
paralelogramo cuya diagonal representa al vector suma 
a + b. Este resultado es conocido con el nombre de ley del 
paralelogramo. 


Ley del paralelogramo 
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EJEMPLO 4.| Sea a=(5,4) y b=(-1,2). 


1. Hallar a ^ b y representarlo geométricamente. Y 


2. Hallar a — b y representarlo geométricamente. 
Solución 
1. a+b=(5,4)+(-1,2) = (4, 6) 
2. a-b=(5,4)- El, 2) =(5, 4) + (1, -2) = (6, 2) 


Construimos el paralelogramo determinado 


El, 2) 


por los vectores а = (5, 4) y b-(-1,2). 


La flecha sobre la diagonal que une el origen 0 = (0, 0) con el punto (4, 6) 
representa al vector suma a + b. 


La flecha sobre la otra diagonal que une el punto (1, 2) con el punto (5, 4) 
representa al vector diferencia a — b. Esta última afirmación podemos verificarla de 
dos maneras, geométricamente y analíticamente. Geométricamente: Si recorremos la 
flecha que representa a b y luego seguimos рог la diagonal marcada con а – b, 
hallamos la flecha que representa al vector a. Analíticamente: La flecha sobre la 
diagonal marcada con a — b, une el punto (—1, 2) con el punto (5, 4); luego, esta 
flecha representa al vector (5 (71), 4 — 2) = (6, 2) = a - b. 


REPRESENTACION GEOMETRICA DE LA MULTIPLICACION POR 
ESCALARES 
Sabemos que si а = (а, аз) y res un número real, entonces ra = (ray, ra») 


Geométricamente, la flecha que representa al producto ra es una flecha paralela a 
la flecha que representa al vector a, pero r veces mas largo. Si r es positivo, la flecha 
de ra tiene la misma dirección que la de a. En cambio, si r es negativo, la flecha de 
ra tiene dirección opuesta a la flecha de a. 


REPRESENTACION GEOMETRICA DE VECTORES 
TRIDIMENSIONALES 
La discusión que hemos elaborado en la parte anterior sobre los vectores 
bidimensionales se generaliza fácilmente a los vectores tridimensionales, por lo que 
sobre este punto no nos extenderemos. 
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Dado un vector a = (aj, a», аз) de Ri. A este vector 


lo representaremos mediante flechas en el espacio 
construidas del modo siguiente: 


1. Tomamos Ре, un punto cualquiera del espacio. 


2. Comenzando en Po, nos movemos paralelamente al 
eje X una distancia а. El movimiento es en la 
dirección positiva del eje X si a, es positivo о en 
dirección negativa del eje X si a; es negativo. Sea Qi 
el punto final de este movimiento. 


3. A partir de О, nos movemos paralelamente al eje Y una distancia аз. El 
movimiento es en la dirección positiva del eje Y si a, es positivo o en dirección 
negativa del eje Y si аз еѕ negativo. Sea Q, el punto final de este movimiento. 


4. A partir de O, nos movemos paralelamente al eje Z una distancia az. El 
movimiento es hacia arriba si ases positivo o hacia la abajo si az es negativo. 
Sea Р; el punto final de este movimiento. 


4. Trazamos la flecha con punto inicial Ро y punto final Р, la que denotamos por 


BB . Esta flecha representa al vector a. 


DEFINICION. | Vectores paralelos. 


1. Dos vectores a y b distintos de 0 son paralelos si existe un 
escalar r tal que a=rb 


2. Dos vectores a y b distintos de 0 tienen la misma dirección 
si existe un escalar r > 0 tal que a = rb 


3. Dos vectores a y b distintos de 0 tienen direcciones opuestas 
si existe un escalar r < 0 tal que = ra 


EJEMPLO 5. | Los vectores а =(-9, 3, 6) у Б =(3, –1, 2) son paralelos. 


En efecto: a = (9, 3, -6) =-3(3, -1, 2) =-3b 


Además, estos vectores tienen direcciones opuestas. 


LONGITUD O NORMA DE UN VECTOR 


DEFINICION. | Se llama norma o longitud de un vector a a la longitud de 
cualquiera de sus representaciones. 


Denotaremos con | а | a la norma de a. 


Si tomamos la representación estándar OP del vector a, 
entonces |a |= 4(0, P). 
Luego, 
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Si a es un vector bidimensional, a = (а, a,), entonces Р = (a, a2) y, aplicando 


el teorema de Pitágoras, 
|а |= уа? +? 


Si а es un vector tridimensional, а = (а, a», a3), entonces P = (aj, a», a3) y 
|a |= imc ya 2n a? + a? 


EJEMPLO 6.| Sea a=(3,0,-4) y b= (1, 22, 2), hallar: 
2. |a+b| 3. |a- b | 


Solución 


1. [3] = |, 0,-4)| = 432 +0 +64? = 425 =5 
2. [a+ b |=|(3,0,-4+ (1,-2,2) | = | (4, -2,-2)| = 4 4 C2? +02? = 2/6 


3. |a- ъ= |(3,0,-4) - (1,-2,2) |= |(2, 2,-6)| = ү 22 +22 +66? = 2411 


TEOREMA 1.2) |ra|=|+|lal 


Demostración 
Sea а = (а, a2, азу, entonces ra = (ray, ra), ғаз) y 


[ra |= (ra P. + (ка, «(ra = г? a? dud tag? -|r | a? tay +43 =| r| | а | 


DEFINICION. | Un vector v es un vector unitario si |v| = 1 


EJEMPLO 7.| El vector у = (3/5, 0, -4/5) es un vector unitario. 


En efecto, 


[у | = | (3/5, 0,-4/5) | = \/ (3/5 }+02+(—4/5)” =49/25+ 16/25 
= Į 25/25 = 1 =1 
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EJEMPLO 8. | Si a + 0, Probar que v = es un vector unitario que tiene la 


DE Д0 
la| 


misma dirección que el vector a. 


Solución 
a 1 1 ; : 
Como у= = a y ———— > 0, entonces у у a tienen la misma 
lal la] |а | 
dirección. 


d 
Por otro lado, de acuerdo al teorema 1.2, con r= , tenemos у= ra y 


dal _ 
vi = ¡ra r 
Iv = al = rials s lal= Faf 


EJEMPLO 9. | Hallar el vector unitario en la dirección del vector a = (2, 1,— 2). 


Solución 


Tenemos que |а |= y2 +P «2? = 49 =3. 


El vector unitario en la dirección de а = (2, 1,— 2) es 


v= 1 а= аш 10,1, 2) 


lal fal 5 3 


DEFINICION. | Se llama ángulo director de un vector bidimensional v + 0 al 
ángulo O formado por el semieje positivo X y la representación 
estándar de v, medido en sentido antihorario. 


Si 0 es medido en grados, se tiene que 0 < 0 < 360°. Aún más, si v = (aj, a») 
entonces 


tan” (a/a), si (а, a, ) está en el primer cuadrante 
90°, sia = 0 уа, > 0 
д = tan ! (a, Гар) + 180°, si (aj, a5) está en el segundo o tercer cuadrante 
270°, sia=0ya, «0 


tan”! (a, /a,) «3609, si (а, a,) está en el cuartro cuadrante 


Si 0 es medido en radianes, entonces 0 < 0< 27 y 
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tan ! (a, / ai), si (а, a5) está en el primer cuadrante 
Ж, 
—sa-0ya,»50 
2 
O= 4 лап! (а, /ај) + m, si(a, a5) está en el segundo o tercer cuadrante 
Зп. 
E siia =0ya<0 


tan” (a, /a,)+2x, si(a, аз) está en el cuarto cuadrante 


EJEMPLO 10. | Hallar el ángulo director de los siguientes vectores: 
í-CL45) 2D) 3.(0,—1) 4.(у/з3,—1) 


Solución 
ELA y 
1. (EL, 43) está en el segundo cuadrante. Luego, 
Ө= tan" (/3/-1) 180° m 
= an^ 3) + 180° = — 60° + 180° = 120° С> x 


2. (-2, —2) está en el tercer cuadrante. Luego, 
Ө —tan ! (-2/-2) + 180° D 
= tan (1) + 180? = 45° + 180° = 225° 


3. (0, —1) está en el semieje negativo Y. Luego, (2-2) 
Ө =270° 
4. (43 , —1) está еп el cuarto cuadrante. Luego, - E 
0-7 tan” (уз) + 360° х 
=—30° + 360? = 330? (43 ‚-1) 


TEOREMA 1.3| Si у es un vector no nulo de R? y @ 


es su ángulo director, entonces 
у= |у | (cos 6, sen 0) 
El vector u = (cos 6, sen 0) es 


unitario y tiene la misma 
dirección que v. 


Demostración 
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У a a . P А КУ 
Sabemos que и = — es un vector unitario que tiene la misma dirección que v. 
M 
* D У 
El gráfico nos dice que и = [>] = (cos 6, sen 0). Luego, 
У 


v 7| v | (соз@, sen 0) 


EJEMPLO 11.| Hallar el vector v que tiene longitud 6 y forma un ángulo de 30? 
con el semieje positivo X. 


Solución 


у= |у | (cos 30, sen 30 ) = 6(5/3/2,102) = (43.3) 


DEFINICION. | Si vesun vector que expresa una velocidad, entonces su longitud 
o norma | v | recibe el nombre de rapidez. 


EJEMPLO 12. | Un avión vuela a una altura fija con una velocidad de 400 Km/h. y 
con dirección de 30? al Oeste del Norte (algunos autores 
simbolizan esta dirección así: N30%0). Hallar el vector velocidad 
del avión. 


Solución. 


En el sistema de coordenadas rectangulares del plano 
es costumbre asignar: 


El Este a la dirección del semieje positivo del eje X. 
El Norte a la dirección del semieje positivo del eje Y. 


El Oeste a la dirección del semieje negativo del eje X. 


El Sur a la dirección del semieje negativo del eje Y. 
30° al Oeste del Norte significa 30° + 90° = 120° del semieje positivo del eje X. 


Si v es el vector velocidad, entonces la rapidez es 400 Km/h. Esto es || v | = 400 


Luego, 
v =| v | (cos 120°, sen 120° ) =400(-1/2, /'3/2)= (-200, 2004/3) 


LOS VECTORES UNITARIOS CANONICOS 


En R? tenemos dos vectores unitarios muy especiales, a los que llamaremos 


vectores unitarios canónicos. Estos son los siguientes: 
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і= (1,0), ј= (0, 1 


Estos vectores apuntan en las direccións positivas de los 
ejes X e Y, respectivamente. Una de las propiedades 
resaltantes de estos vectores es que ellos dos generan todo el 


Е 2 
espacio R. Esto es, todo vector de IR? se expresa como una 


combinación lineal de ellos dos. En efecto, si 


a = (а1, аз), entonces a= (a, 0) + (0, a2) = a1(1,0)+a2(0, 1) = аі +a)j 
Similarmente, еп R* tenemos tres vectores unitarios canónicos: 
і= (1,0,0), ј= 40, 1, 0), k=(0,0, 1) 


que apuntan en las direcciiones positivas de los ejes X, Y e 7, 


respectivamente. Estos tres generan todo R’. En efecto, 


Si а = (aj, a2, аз), entonces 
a= (a, 0, 0) F (0, a», 0) F (0, 0, a3) х 
= a, (1, 0, 0) + a» (0, 1, 0) + аз (0, 0, 1) = аі + ај + azk 


EJEMPLO 13.| (5, -3)=(5, 0) + (0, -3) = 5/1, 0) – 300, 1) = 51— 3j 


EJEMPLO 14. Si a=2i-7j+k y b--3i- 8j — 4k, expresar el vector 
3a — 5b como una combinación de i, j y k. 


Solución 


3a – 5b = 3(2i — 7j + k) – 5(-3i + 8j - 4k) = 6i - 21j 3k + 15i — 40j + 20k 
= (6 + 15) i + (-21- 40)j + (3 + 20)k = 21i — 61j + 23k 


PROBLEMAS RESUELTOS 1.2 


PROBLEMA 1. | Dos fuerzas F; у F, de 20 y 30 newtons respectivamente, se 


A ‚ Р л 
aplican en un mismo punto y forman un ángulo de 8 


a. Hallar la magnitud de la fuerza resultante. 


b. Hallar el ángulo 0 que forma la fuerza F, con la resultante. 
Solución 
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Colocamos un sistema de coordenadas con origen en el 
punto donde se aplican las fuerzas y que la representación 
de posición de F; se extienda sobre el semieje positivo X. 


а. Е, -20(1,0) = (20, 0) 
Е, = 30(cos 2/3, sen 2/3) = 30(12, 43/2) = (15,153) 


F, + Р, = (20,0) + (15,1543) = (35,1543 ) 


|а+5|= Y Esp «(543 = 41.900 = 104/19 = 43,589 


b. tan 0— Iu = 0.7423075 = 0> tan !(0.7423075) = 0.63856 radianes = 36^35' 


PROBLEMA 2. | Un viento sopla desde la dirección 30? al Oeste del Norte 
(N30%0) a 50 Km/h. Un avión esta volando con dirección 60° 
al Este del Norte (N60%E) a una velocidad de 200 Km/h. 
(velocidad en aire sin viento). La velocidad respecto a la tierra es 
suma de las dos velocidades anteriores. La longitud de esta 
resultante es llamada rapidez absoluta. Hallar la velocidad del 
avión respecto a la tierra y la rapidez absoluta. 


Solución 


Sea v el vector velocidad del viento, a el vector velocidad del avión (en aire sin 
viento) y w la velocidad del avión respecto a la tierra. 


w-v-ta 
Si el viento viene de la dirección 30? al Oeste del Norte, entonces la dirección de 
su vector velocidad es 30? al Este del Sur, o bien, 30? + 270? = 300? del semieje 
positivo del eje X. Luego, 
v = 50(cos 300°, sen 300°) =50( 1/2, — "EP ) 
= (25, -2543 } 
Por otro lado, 
a = 200(cos 30°, sen 30% = 200(4/ 3/2 , 1/2) 
= (1004/3 , 100) 
El vector velocidad del avión respecto a la tierra es: 
w=v+a=(25,-254/3 ) + (1004/3, 100) = (25 +100/3 , 100 -254/3 Y 


La rapidez absoluta es: 


|w|= | ( 25+1005/3 j +( 100-2543 | = 50417 = 200.155 Km/h 
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PROBLEMA 3.| Dos cables sostienen un peso de 50 libras, como indica la figura. 


Hallar las tensiones T, y T; que soportan los cables. 
Solución 


Colocamos un sistema de coordenadas con origen en 
el punto inicial de las tensiones. 


La tensión T, forma un ángulo de 150? con semieje 
positivo X. Luego, 


T, = |, |(соѕ 150°, sen 150°) 
= (| m | cos 1505, | т, | sen 150°) (1) 


La tensión T; forma un ángulo de 45? con 
semieje positivo X. Luego, 


Т, = | T; | (cos 45°, sen 45?) 
= (| m | cos 45°, | T, | sen 45°) Q) 


Si w es el vector correspondiente al peso, entonces 
w = 50(0, — 1) = (0, —50) (3) 


La suma de las tensiones debe equilibrar el peso y, por lo tanto, esta suma debe 
ser igual al peso, pero en dirección contraria. Esto es, 
Ti s T; ——W 
En consecuencia, tomando en cuenta (1), (2) y (3), tenemos 
(| m | cos 150? +|| T, | cos 45°, | T, | sen 150?» | T, | sen 45°) = (0, 50) 


Igualando las componentes de estos vectores: 


(4): 
Despejamos |Т, | en (4): 


T; |cos 150° +|| T, | cos 45° = 0, (5): |Т, | sen 150° + |Т, | sen 45°= 50 


2 cos150? 
\т. [=-|т, | 2559 
Reemplazando este valor de | Т, | en (5): 
| т [sen 150° [m | LEE sen 45° = 50 
cos 
De donde obtenemos: 
7 50 a 1 cos150_ ° 
| T | sen 150? — cos 150?tan 45? RS | T, | | п | cos 45° S 


Sustituyendo estos valores en (1) y (2) obtenemos, finalmente, 
Т, ( =(36.6)соѕ 150°, (36.6)sen 1504 = )31.7, 18.3) 


Т, ( =(44.83)соѕ 45°, (44.83)ѕеп 45°( = 31.7, 31.7) 
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PROBLEMA 4. | Un pájaro vuela desde su nido 4 Km. en la dirección 60° al 
Norte del Este (E60%N), donde se detiene en un árbol a 
descansar. Luego, reanuda un vuelo de 6 Km. en dirección 
Noroeste y se detiene en un poste. Colocar un sistema de 
coordenadas con eje X apuntando el Este y el eje Y apuntando 
el Norte. 


1. Hallar las coordenadas del punto А donde está localizado el 
árbol. 


2. Hallar las coordenadas del punto P donde está localizado el 
poste. 


3. Si el pájaro hubiera volado directamente desde su nido al 
poste, ¿Cuál sería la longitud de este vuelo y cuál su 
dirección? 


Solución. 
1. Sea a el vector determinado por el primer vuelo. 
а = 4(cos 60°, sen 60%) = 4(1/2, 43/2) = (2,243) 
Luego 4 = (2,243) 
2. Sea b el vector determinado por el segundo vuelo. 


El vector b forma un ángulo de 45° con el eje Y y un 
ángulo de 45° + 90° = 135° con el eje X. Luego, 


b = 6(cos 135°, sen 135% = 6( 4/272, 42/2) = (-34 2,342 ) 
Tenemos que 
а+Ь = (2,243) + (32,32) = (2-32 ‚2/3 +34 2 ) 


Luego, 
P-(2-342 ,243 +342 ) = (2.24264, 7.7067) 


3, Longitud del vuelo = |a +b | 


|a+b|| = | (2-342 + 2434342 y 
=4 52+12[/6 - /2)= 8.026 Km. 


Por otro lado, si 0 es el ángulo que forma el vector a + b 


con semieje positivo X, entonces 
E 9434345. 

0 —tan 
2-342 


| + 180? = {ап (—3.43645879) + 180° = 106.22° 
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PROBLEMA 5. | Las aguas de un río de 3 km. de ancho fluyen con rapidez de 8 
Km/h. Una lancha, que viaja con una rapidez de 17 Km/h en 
aguas tranquilas, quiere atravesar el río en línea recta y 
desembarcar en el punto de la otra orilla que está exactamente 
enfrente del punto de partida. 


1. Hallar la dirección (ángulo Ө). 
que debe seguir la lancha. 


2. Hallar el vector velocidad de la 
lancha. 


3. Hallar el tiempo que demorará 
la lancha en cruzar el río. 


Solución. 


1. El vector velocidad v de la lancha, el vector velocidad del río y el vector resultante 
w forman un triángulo rectángulo. Luego, 


8 
sen 0 = = > 0= (5) = 28.7? 


2. El vector velocidad que debe seguir la lancha es 


v = 17(cos 28.7%, sen 28.7%) =( 17 cos 28.7°, 17 sen 28.7?) = (15, 8) 


3. La rapidez con que avanza la lancha en dirección de w es 
|» | = 17 cos 28.7? = 15 Km/h 
Luego, el tiempo que demora la lancha en cruzar el río es 


3km 
15 km/h 


= 0.2 horas = 12 minutos 


PROBLEMA 6.| Está soplando un viento a 40 Km/h con dirección Este. Los 
motores de un avión lo impulsan a 398 Km/h. (velocidad en aire 
tranquilo) 

a. ¿En qué dirección debe el piloto enfilar el avión para que éste 
siga el curso de 30° al este del norte? 


b. Hallar la rapidez respecto a la tierra cuando el avión siga la 
ruta obtenida en la parte a. 


Solución 
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Sea a el vector velocidad del avión en aire tranquilo. Sea v la velocidad del viento. 


El triángulo de la derecha es el triángulo de la izquierda, en el cual hemos 
reemplazado los vectores por sus longitudes. 


a. aplicando la ley de los senos en el triángulo de la derecha: 


sen 8  sen60 
40 398 


Ө = 60° + 5° = 65° 


Luego, el piloto debe enfilar el avión con un ángulo director de 65° 


4 
> sen = тозеп 60 = 0.087038 => P= 5° > 


b. Nuevamente volvemos a observar el triángulo de la derecha. Dos de sus ángulos 
miden 60? y J= 5°, respectivamente. Luego, el tercer ángulo а mide 


a = 180° — (60 + 5) = 115° 


Ahora aplicamos la ley de los cosenos: 


|a v | 2 — (398)? + 402 — 2(398)(40) cos 115° = 173,460,1655 => 


| a v | 2416.5 Km/h 


EL ESPACIO VECTORIAL R" 


Si n es un número natural mayor que 0, denotamos R” al conjunto de n-uplas 
ordenadas de nümeros reales. Esto es, 
R” = {а = (а, аз, а) / 41, d»: Ap € R} 
Este espacio generaliza los espacios particulares que hemos tratado anteriormente. 


M А D. c 3 
Así, 51 п = 1, tenemos R' = R; sin=2, tenemos R?;sin = 3, tenemos R°. 


DEFINICION.| Igualdad de de n-uplas 


(ar, 42, а) = (b b, b) € ab, abs: а, = b, 


Como en el caso de R`, definimos dos operaciones de adición y multiplicación 


de un escalar por un vector, del modo siguiente: 
Sia- (ai, a2, ** °, a) y b=(b,,b>,---,b,) son dos elementos de R” ysi 


r es un escalar, entonces 
1. a+b= (a, + bi, ал+ b», SV d$, bn) 2. ra= (rai, FAZE 5, ran) 


Es muy fácil probar que estas operaciones cumplen las propiedades enunciadas en 
. n . . 
el teorema 1.1. En consecuencia, R , provisto de estas dos operaciones, es un 
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espacio vectorial y sus elementos, tienen el derecho de llamarse vectores. Cuando a 
una n—upla (ai, 42,775 а,) Іо pensemos como vector, Іо denotaremos así: 


a= (ai, 02,775 a). 


n ү ч "ES 
En R tenemos n vectores unitarios canónicos: 


€,7(,0,0, -- 4,0, e,=(0,1,0---,0), ..., е.= (0,0, · + +, 0, 1). 


n 3 Em i 

Todo vector а = (а, az, - - -, a,). de IR^ es combinación lineal de estos vectores: 
а= (аа, :- a) ^ dej + аре, + +: + anen 

El concepto de norma o longitud de un vector a = (ai, a», · - -, a,) se define de la 


forma esperada: 


2 


|а| = а? +а2+--.+а? 


Si r es un escalar, es fácil comprobar que 
[ra] = | ela] 


PROBLEMAS PROPUESTOS 1.2 


En los problemas del 1 al 4 hallar el vector a que tiene a PO como 


representación. Trazar PO y la representación canónica de a. 


1. P(3,-2), 0(6,-4) Rpta. а = (3, 2) 
2.Р(=5,-2), О(0,2) Ера. а = (5, 4) 
3.Р(1,1,1), 0(3,-4,1) Rpta. а = (2, —5, 0) 
4. P(-2, 1, 2), Q(-1, 3, 5) Rpta. a — (1,2,3) 


En los problemas del 5 al 8 hallar la norma del vector indicado si a = (—3, 2), 
b = (4, -3), e = (6, -1). 


5. | a—b| Rpta. 4 74 6. |а| Крга. 34 10 
7. [a+b-e| Rpta .5 8.|2b«3c| ^ Ара 757 


En los problemas del 9 al 12 hallar el vector unitario que tiene la misma 
dirección que el vector indicado. 


12 
9. (8,15) Арга (8/17, 15/17) 10. 51—12] Арга. zin j 


11. C1, 1, 2) Ера. (-A A 6M 6, -2/4 6) 
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4 1 8 
12. 41+) -8k Rpta. —i* —j-—k 
1 P 9 9! 9 


En los problemas 13 y 14, si а=1+2) y b=-4i+j, hallar el vector unitario 
que tiene la misma dirección que el vector indicado. 


1 5 1 
13. a+b  Rpta. -—i +——=} 14. a-b Кра. ——i + ——j 
Р 2 ! p у 26 4 26 1 
En los problemas 15, 16 y 17, expresar el vector dado en la forma 
r(cos Ө, sen 0), 
donde r esla magnitud del vector y 0 es el ángulo director. 


15. v=i+j Rpta. у = 4 2 (cos 45°, sen 45°) 
16. v=-2i-243 j Rpta. у = 4(cos 240°, sen 240°) 
17. v=-3j Rpta. у = 3(cos 270°, sen 270?) 


En los problemas del 18 al 21, hallar un vector w que tenga la dirección que el 
vector v dado y de la magnitud indicada. 


18. у= (3, 4), magnitud 7 Rpta. w = (23/5, 4/5) = (21/5, 28/5) 
: 15 5 
19. v=3i—j, magnitud 5 Rpta. w= —i -——j 
! E d ҮШ ш. 
20. у=(1,—4.—1), magnitud 2 Rpta. ж = (2/342 ,-8/34/2 , 22/342 Y 
21. у= 2i *3j 43 k, magnitud 3 Ара. w= ji + LEN. 
Е, 


22. Dos fuerzas Fi у ЕЁ», de 8 y 4 newtons respectivamente, 
actúan sobre un punto P de una maleta, como indica la 
figura. Colocar un sistema de coordenadas con el origen en 
el punto P y el eje X como se indica. 

a. Hallar la fuerza resultante F y su magnitud | F | 


b. Hallar la dirección de la resultante F determinando el 
ángulo 6. 
Кра. a. Е= (44 2-2, 44 2 243), |F | =9.83 b. 0=68%" 


23. Dos cables sostienen un peso de 200 libras, como indica 
la figura. Hallar las tensiones Т, y T; que soportan los 
cables. 


Rpta. T,= (-98.48, 82.66), T,= (98.48, 117.37) 


24. Una caja de 20 libras situada en el origen cuelga de dos cables fijados en los 
puntos (1, 1, 1) y El, —1, 1). La fuerza de la gravedad sigue la dirección del 
vector —k. Hallar los vectores que describen la tensión en cada cuerda. 

Sugerencia: Usar simetría. Rpta. 10(1, 1, 1), 10-1, —1, 1) 
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25. Las aguas de un río corren de norte a sur a una velocidad de 0,5 Km. /h. Un 
nadador, que en aguas tranquilas nada a 1.2 Km. /h, sale de la ribera oeste y 
nada para alcanzar la ribera este. 

a. Hallar la dirección en que debe nadar para llegar al punto de la otra orilla que 
está exactamente enfrente del punto de partida. 

b. Hallar la velocidad respecto a tierra si el nadador sigue la dirección hallada 
en la parte a. Rpta. a. 0— 24.62 ? b. 1.09 Km/h 

26. Las aguas de un río de 280 m. de ancho corren de norte a sur a una velocidad de 
12 m/h. Un nadador, que en aguas tranquilas nada a 37m/h, sale de la ribera 
oeste y nada para alcanzar la ribera este. 

a. Hallar la dirección en que debe nadar para llegar al punto de la otra orilla que 
está exactamente enfrente del punto de partida. 
b. Hallar la velocidad respecto a tierra si el nadador sigue la dirección hallada en 
la parte a. 
c. Hallar el tiempo que demora el nadador en cruzar el río. 
Rpta. а. 0= 18.92? b.35m/h с. 8 minutos 


27. Un río de 4 km. de ancho fluye con rapidez de 5 Km/h. Una lancha, que viaja 
con una rapidez de 13 Km/h en aguas tranquilas, quiere atravesar el río en línea 
recta y desembarcar en el punto de la otra orilla que está exactamente enfrente del 
punto de partida. 

a. Hallar la dirección en que debe seguir la lancha. 
b. Hallar el vector velocidad de la lancha. 
c. Hallar el tiempo que demorará la lancha en cruzar el río. 
Rpta a. 22.62% b. v=(12,5) с. 20 minutos 


28. Un piloto dirige su avión con dirección 60° al Este del Norte. Un viento está 
soplando a 60 Km. /h en dirección a Sur. El piloto descubre que, por motivo del 
viento, el avión vuela en dirección Este. Hallar la rapidez con que vuela el avión 
en aire tranquilo. Rpta 120 Km/h 


29- Está soplando un viento a 40 Km/h con dirección Oeste. Los motores de un 
avión lo impulsan a 398 Km /h. (velocidad en aire tranquilo) 
а. ¿En que dirección debe el piloto enfilar el avión para que éste siga el curso 
de 30° al Oeste del Norte? 
b. Hallar la rapidez respecto a la tierra cuando el avión siga la ruta obtenida en la 
parte a. Кріа. a. 0=115° b. 416.5 Km/h 


30. Está soplando un viento a 50 Km. Л con dirección 15° al sur del este. Un piloto 
quiere que su avión avance a 500 Km. /h con dirección norte. 
a. Hallar la rapidez con que deben impulsar los motores al avión. 
b. Hallar la dirección en que el piloto debe enfilar el avión. 
Rpta. а. 515.21 Km/h b. 0=84.62° 


31. Está soplando un viento a 100 Km. /h con dirección sureste. Un piloto quiere 
que su avión avance a 500 Km. /h con dirección oeste. 
a. Hallar la dirección en que el piloto debe enfilar el avión. 
b. Hallar la rapidez con que deben impulsar los motores al avión. 
Rpta. a. 0=8.322 b. 435.07 Km/h 
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32. La rapidez de un avión en aire tranquilo es 250 Km/h El vector velocidad del 
viento es (40, —30). Se quiere que el avión se dirija al Oeste. 
a. Hallar el vector velocidad con la que el piloto debe enfilar al avión. 
b. Hallar el ángulo director del vector hallado en la parte a. 


Rpta. а. (-204 154 , 30) b. 0=173.11° 
33. La rapidez de un avión en el aire en tranquilo es 450 Km/h El vector velocidad 
del viento es (-30, 10). Se quiere que el avión se dirija al norte. 


a. Hallar el vector velocidad con la que el piloto debe enfilar al avión. 
b. Hallar el ángulo director del vector hallado en la parte a. 


Rpta. а. (30, 120/14) b. 0= 86.18? 


SECCION 1.3 


PRODUCTO PUNTO 


DEFINICION. | Sean a = (ai, 47, ..., an) y b=(b,,b», ..., bn) dos vectores de 
R”, se llama producto punto, producto interno o producto 


escalar de a y b al número real 


a-b=a р +а 5+: - + An bg 


EJEMPLO 1.| i. (3,-8,1)-(4,2,-7)=3(4) + (—8)(2) + 127) =-11 
i. (5,—2)-(6,3) = 5(6) + (2163) = 24 


TEOREMA 1.4, Propiedades fundamentales del producto punto 


Si a, b y eson vectores y r un número real, entonces 
l. а:а20 y a:a=0 O a=0 
2.a-b=b-a 

3. (ra)-b=r(a-b) 

4. a-(b+c)=a-b+a-c 


5. |a| = Уа-а 


Demostración 
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Estas propiedades siguen inmediatamente de la definición del producto punto. 
Como muestra probaremos la tres primeras. Las otras quedan como ejercicio. 


1. а-а= а? + aed? > 0. 
Por otro lado, 


a:a=0> a? ъа? +.-.+а2=0 5 а= 0, а= 0,- -, а= 0 


= а= (0,0,...,0)=0 


а= (0,0,...,0)=0 = а= 0, ··:,а,=02 a) + а2 +... +а2=0 а.а=0 


2. а-р=а bu, +a + аз b3 Ба + ра + Бзаз = b-a 
3. (ra)-b=(r(a;, а, ++ ,a)): (b, b... b) 

=( ray, Ta», ` © + ram) : (bi, Б, +++, Dn) 

= (raj) Ьу + (raz) + +++ (ran) b, 


= к(а\| bi + а ba + + an bn) = r(a - b) 


ANGULO ENTRE DOS VECTORES 


El producto punto nos permite calcular el ángulo entre dos vectores. 


TEOREMA 1. 5| Sean a y b dos vectores еп R? y sea 0, 0 < @< л, el ángulo que 


forman. Entonces 
a-b=[a|[b | cos O 
Demostración 
Consideremos el triángulo OAB formado por las representaciones estándar de los 
vectores a y b. Aplicando la ley de los cosenos tenemos: 
— | 2 — 12 — |2 к c 
| 48 | = |04 | +| ОВ | -2| OA || ОВ | cos Ө (1) 
Pero, de acuerdo a la fórmula 2, 4 y 5 del 
teorema anterior, 


| 4B |"=(2-b)-(a—b)=a-a-2(a-b)+b-b 


= |a|? 228: + |b |? 


¡ese 


, [08 |=|»] 
X 
Reemplazando estos valores en (1): 


[а [> -26-5* |ь |= [а |+ ]b]^-2]a]]b] coso = 
– 2(а :ь) = 2 |а || | cos 9 => a-b=| a || [ | cos 8 
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COROLARIO 1.| Angulo entre vectores. 
Si Ө es el ángulo formado por los vectores no nulos a y b, 
entonces 


cos Ө = AED ойе, 0= а 
Па |Ы | а |Ы | 


EJEMPLO 1. | Hallar el ángulo entre los vectores а = (2, –2, 3) у b = (1, 4, 5). 


Solución 


Tenemos que: 
a - b = (2, —2, —3) - (1,4, 5.2 2(1) + (-2)(4) + (46) = -21 


[а= (0. -2 -3) |pXZ +63? «cC»? = 40 
lbj = [04 5) [= + +52 = 22 
Luego, 


ai a-b 21 -21 -1 
= — |= = 0.78591) = 141.8? 
oce Uti] m Cra] oem 


DEFINICION. | Vectores ortogonales o perpendiculares. 


Dos vectores no nulos a y b son perpendiculares u ortogonales 
-— T 
si el ángulo entre ellos es 2 


El vector 0 es ortogonale a todo vector. 


COROLARIO 2.|Los vectores а y b son perpendiculares < а • = 0 


Demostración 


51 a=0 о b=0 es obvio que el corolario se cumple. Luego, sólo falta probar el 
corolario para el caso a £0 y Ь #0. Bien, 


Sia y b son perpendiculares, entonces 
л 
a-b=[a[[b| соѕ = |а |1100) =0 
Recíprocamente, 


a-b=0> |а ||| | cos 9 =0 = cos 0 =0 = ge 


EJEMPLO 2. | Verificar que los vectores а = (2,3, 1) y b = (—2, 1, 1) son 
ortogonales. 


Solución 
a-b-Q,3, 1): (—2, 1, 1) = 2(-2) + 3(1) + 1(1) = 0 
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TEOREMA 1.6 Desigualdad de Cauchy-Schwarz: 


1. [a-b|<la[ |b] 
Además, la igualdad se cumple si y sólo alguno de ellos es 0 
ó si a y b son paralelos. Esto es, 


, para todo par de vectores a y b. 


2. |a- |= |а | |b| & (a7 0 6 b=0)ó (3r eR/a- rb) 
Demostración 


Ver el problema resuelto 3. 


TEOREMA 1. 7| Desigualdad triangular. 


a+ 


|a+b[<|a [| + [b] е 
Geométricamente, este teorema nos dice que la longitud de un 
lado de un triángulo es menor que la suma de las longitudes de 
los otros dos lados. 
Demostración 


Ver el problema resuelto 4. 
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ANGULOS Y COSENOS DIRECTORES 
Se llaman ángulos directores de un vector 


DEFINICION. 
а 0, alos ángulos а, В у y que forma el 
vector a con los semiejes positivos X, Y y Z. 


Los cosenos de estos ángulos, 


cosa, cos f y cosp 
І А X 
reciben el nombre de cosenos directores de a. 
Los ángulos directores o; 8 у y pueden verse como los ángulos que forman el 


vector a con los vectores unitarios i, j y k, respectivamente. 


De acuerdo al corolario 1 anterior, si a = (ai, аз, азу tenemos: 
cos & = BE. n cH dp. = 2. cos y = кап 
|а [|| Jal” ШИ Г lalli Jal 


De estas igualdades obtenemos: 
а = (а, a, as) = ( |а [cos а, |а [cos A | a [cos у) = 

a =|| a || (cos a, cos £, cos y) > [aV ( cos а, cos ff, cos у) 

Esto es, el vector unitario en la dirección del vector a tiene por componentes los 


cosenos directores del vector. Además, por ser (cos a, cos fj cos у) un vector 


unitario, 
cos a + cos? + cosy = 1 


Hallar los cosenos y ángulos directores del vector a=(3,-1, 2) 


EJEMPLO 3. 


Solución 
Tenemos que | а | sua +(—1)? +2° = V14. Luego, 


3 aa 
cos а=——= у a=cos | —— | = 0.64 rad. = 36.7? 
Y 14 (5 =) 
xn | = 1.841 гай. = 105.5° 


cos fio y pc 
2 


| & 0.535 rad. = 57.69? 


PROYECCION ORTOGONAL 


Sean a y b dos vectores no nulos. Buscamos construir un triángulo rectángulo que 
tenga al vector b por hipotenusa y por base un vector ra, paralelo al vector a. 
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El tercer lado de triángulo es c=b-ra, 


el cual debe ser perpendicular al vector a. 
Pero, entonces tenemos que: b 
с 
(b-ra)-a=0>a-b-r]a|?=0 = га 
a-b 
r= — 
a 


2 
la| 
Luego, la base del triángulo rectángulo que tiene a b por hipotenusa es el vector 


a-b 
a, al que llamaremos proyección ortogonal de b sobre a. 


A este vector lo podemos escribir del modo siguiente: ra = ҮРП | ҮТ | Como el 
a a 


-b . 
vector ——. es unitario en la dirección de a, el escalar es la longitud del vector 


i | E 


|, SE ҮТ | y lo llamaremos componente de b en la dirección de а. 
a a 


DEFINICION. | Sean а #0 y b dos vectores de R? 


1. La proyección ortogonal de b sobre a es el vector 
a.-b 


— a 
lal 
2. La componente de b en la dirección de a ó proyección 


escalar de b sobre a es el escalar: 
a.-b 


Proyab = 


EJEMPLO 4.| Si a=(1,-2,2) у b=(2,-3,1) hallar: 


1. La componente de b en la dirección de a. 


2. La proyección ortogonal de b sobre a. 
Solución 
a-b _ (L -2, 22,655 1)_ 10 


1. Comp, b = 
lal КЕСЕ) +2? 3 


е ыз у т 0) 
ETE P(-2) «2 9 


2. Proy,b= 
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TRABAJO Y EL PRODUCTO PUNTO 


Sabemos que el trabajo realizado por una fuerza constante F al desplazar un objeto 
a una distancia d es 
=Fd. 
En este resultado se supone que la fuerza actúa en la dirección de la recta del 
movimiento del objeto. 


Ahora veamos el caso en el que la fuerza 
constante F actúa en una dirección diferente al F 
desplazamiento. Supongamos que el objeto es 
desplazado desde el punto P hasta el punto O. 


Estos puntos determina el vector d = PO , al que 
llamaremos vector de desplazamiento. Р d Q 
El trabajo realizado por esta fuerza F es el producto de la componente de F en la 
dirección del vector d por la distancia recorrida. 
La distancia recorrida es | d | y la componente de F en la dirección de d, 


teniendo en cuenta el teorema 1.5, es 


Compa F = =| F | cos O 


П а 1 
Luego, el trabajo realizado es 


= (IF | cos 0)] |= Fa feos o о 


O bien, 
W-F.d (2) 


EJEMPLO 5. | Una maleta recorre una distancia de 80 metros halada рог una 
fuerza constante de 150 Newtons en la dirección que indica la 
figura. Calcular el trabajo realizado. 


Solución 


W= || F | | d [cos 0 = (150180) cos 30° 


43 


= кы, S ию = 10.392.3 joules 


Dirección del 
movimiento 


EJEMPLO 6. | Una fuerza dada por el vector Е = 21 + ј + 4k mueve un objeto 
desde el punto P — (1, 3, 0) Hasta el punto O = (2, 4, 5). Calcular 
el trabajo realizado sabiendo que la magnitud de la fuerza está 
dada en libras y las distancia en pies. 


Solución 
El vector dirección es d = РО = (2-1,4-3,5—0)- (1,1, 5). Luego, 
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W = Е. а= (2,1,4)-(1,1,5)=2(1) + 1(1) +4(5)=23 libras-pies 


PROBLEMAS RESUELTOS 1. 3 


PROBLEMA 1. 


Una fuerza F de 4 newtons forma un ángulo de Z con el eje Y 


y apunta hacia arriba, como indica la figura. La fuerza mueve un 
objeto desde el punto P = (2, 1) hasta el punto О = (6, 3). 
1. Hallar el vector F. 


2. Hallar el ángulo que forman F con el vector d de 
desplazamiento 


3. Hallar el trabajo realizado. 
Solución 


1. F-4(cos z/3, sen z/3) =4 (1/2, 3/2) 
= 0, 243) 


2. Tenemos: d= (6—2,3— 1) = (4, 2), 
fa] = 4-2 = 2/5 y 


IF [= 4 2 (2/3) =4 


Luego, 


| F.d | 4Q) + 2(2\/ 3) 
Ө =cos ! | ——, |= cos”! = 0.5836 Rad. = 33. 38? 
|F Iila | (4)(2/ 5) 


3. W= Е-4=(2, 24/3). (4,2) 2 8 44/3 = 14.93 joules 


PROBLEMA 2. 


Probar que: a-b=a-c,VaeR” > b=c 
Solución 


Sea a= e, entonces еј. = е: с >b,=C; 
а = е, entonces ez,-b=e,-c > b = с 
а = ey, entonces 


еъ: р = е: с > РЬ, = сь 
Luego, b= е. 
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PROBLEMA 3. Probar la desigualdad de Cauchy-Schwartz 


1. [a-b|<[a[ |b 


, para todo par de vectores a y b. 


Además, 
2. |а: |= |а| |b] < (а=0 ó b=0)ó (3r eR/a-rb) 
Solución 
1. Como | cos Ө | < 1, se tiene 
|a: b|- [al [b [1cos0/<|a | [b] (1) 
2. (<=) 
Sia=0, entonces | a - | =|0 -b| =0 y |а| |b] =| 0] | b || =0 [b |=0 
y se cumple que | a . b | = la | | b |. 
Similarmente si b = 0. 
Si а = rb, entonces |a - b |=| (rb) - b|=|r(b - b)| -|r || b - b|2]r | |b |? 
= (г ilb) ъ= Iro ъ= lal [o] 
(—) 
Si |a -b| = [a|] |b 


| , de la desigualdad (1) obtenemos, 
[al] [b [соз 017 | a] |] 


Enelcasodequeaz0 y bz0,setiene que | cos Ө | = 1. Luego, 0-0 ó д= л 
y, por lo tanto, a y b son paralelos. Esto es existe r tal que a — rb. 


PROBLEMA 4. | Probar la desigualdad triangular. 


1а+ь | < |а | + [b 
Solución 


Teniendo en cuenta la desigualdad de Cauchy- Schwartz, tenemos 


| a*b |?=(2+b)-(a+b)=a-a+2(a-b) +b-b 
= [a]^*28 5 +]b]f<[a]+2]a-b] +]ь| 
2 
s[a|^2]2|lb] * qol - (al [5] 


Luego, 


1а+ь |= [а | ib] 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 1. 3 
En los problemas del 1 al 8, hallar а - b 


1. а= (5, -3), b= (2,4) Rpta. —2 

2. а= (1/3,-2), | b-(-6,—5) Rpta. 8 

3. а= (3,1,8),  b=(2,4,1) Кра. 6 

4. a=(42,-3,1), b= (3,-2,-5) fpa TENI 
5. a=2i+4j-k b=-3i+5k Rpta. -11 

6. |а| =3, | b |= 8 y el ángulo entre a y b es 2 Ера. 1243 

7. |а| = 5, | b |= 4 y el ángulo entre a y b es 150° Rpta. -104/3 


8. Probar: i-j=0, j-k-0, i-k-0, i-i=1, j-¡=0, k-k=0. 


En los problemas del 9 al 11, hallar el ángulo entre vectores a y b. 


9. а= (3,4), Ь = (5, 12) Rpta. 0.249 rad.= 14.25° 
10. а= (3,1,4), b-(2,2,1) Rpta. 2.12 rad. = 121.5° 
ll.a=2i+j-3k  b=6i-3j+2k Rpta. 1.456 rad. = 83.4? 


12. Hallar dos vectores unitarios de R? que sean ortogonales а los vectores a i+j y 


j^k Rpta. (У ЕЕЕ Е /3), (A 3 /3,\/[3 /3,—\/3 /3) 


13. Sean a y b dos vectores cualesquiera. Probar que los vectores | b | а + | а [b y 


| b |а – | а |b son ortogonales. 
14. Sean a y b son dos vectores no nulos y sea c = | b | а + | а | b. Probar que el 
ángulo formado por a y с y el ángulo formado por b y c tienen igual medida. 


15. Hallar los ángulos del triángulo cuyos vértices son los puntos Р = (1, 1, 1), 
О = (5, 0, 4), А = (2, 3, 4) Rpta. 54.8%, 79.11?, 46.1° 


16. Hallar el ángulo que forma la diagonal de un cubo con una de sus aristas. 
Ера. 0 = соѕ (1/4 3 ) = 54.79 
17. Hallar el ángulo que forma la diagonal de un cubo con la diagonal de una de sus 
caras, Ера. Ө = соѕ (4 6/3) «35.3? 


En los problemas 18 y 19, hallar los cosenos y ángulos directores del vector: 


18. (—2,0,1) Rpta. 153.439, 90°, 63.43? 


ES Bags 
J5’ "RD 
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19. (3,-6,2) Rpta. 5 е 


ч [е 


А Z, 64.62°, 149°, 73.4? 


20. Hallar todos vectores unitarios de R* cuyos tres cosenos directores son iguales. 


Rpta. (43/3, 43/3, 43/3), (-43/3, 43/3, 43/3) 


21. Probar que no existe un vector а que tenga como ángulos directores а = 30°, 
В= 30°. Sugerencia: (cos а, cos f), cos y) es unitario. 


En los problemas del 22 al 26, hallar 1а proyección escalar y proyección 
ortogonal de b sobre a. 


22. а= (1,1), b=(5, 8). Rpta. Comp, b = 2 Proy,b = 5t. 1) 
23. а= (1,2), b (2, -6. Rpta. Comp, b = —N 5, Proy,b=-2(1, 2) 


24. а=(1,2,2). b=(2,-1,3)  Rpta.Comp,b -2, Proy,b= zu 2:3) 


25. a=(4,3,-5). b -(12,9, 5)  Rpta. Comp, b = 1042 , Proy,b = 2(4, 3, —5) 


26. а = (0, a2, 0), Б = (а, а, аз) Rpta. Comp, b = | a, 


, Proy,b=a 


27. Probar que el vector Ort,b = b — Proy,b es perpendicular al vector a. 


28. Si a =(4,3,-5) y b=(12, 9, —5), hallar Ort,b. — Rpta. (4, 3, 5) 
29. Probar que Comp, (b + с) = Comp, b + Comp, с 


30. Si ay e son no nulos y paralelos, entonces Proy,b =Proy,b, V vector b 


31. Si a y c tienen la misma dirección, entonces Comp, b = Comp. b, V vector b 
32. Sia y е tienen direcciones opuestas, entonces Comp, b = — Comp, b, V vector b 


33. Hallar el trabajo realizado por la fuerza F = 3i — 2j + К al desplazar un objeto en 
línea recta desde el punto P = (—2, 4, 3) hasta el punto О = (1, —3, 5). La fuerza 
se mide en libras y la distancia en pies. Rpta. 25 libras-pies 


34. Se ha subido una caja desde el suelo hasta el final de una rampa de 12 m de 
longitud y de 30? de inclinación. La fuerza ejercida sobre la caja fue horizontal y 


de 15 newtons de magnitud. Hallar el trabajo realizado. Арга. 9043 joules. 


Cap.1 Vectores y Geometría Analítica del espacio 41 


SECCION 1.4 


PRODUCTO VECTORIAL 


Este nuevo producto, el producto vectorial o producto cruz, sólo se define en R°. 


El resultado de esta operación es otro vector y no un escalar, como en el producto 
escalar. 


DEFINICION. | Sean а = (а, аз, az) y b = (bi, b», b3). El producto vectorial o 
producto cruz de a y b es el vector 


axb= (abs — аз bz, аз = арз, aj b2 — abı} 


El lector seguramente está pensando que la fórmula de esta definición es 
complicada y no fácil de recordar. Para consuelo de la memoria del lector, 
presentamos a continuación esta fórmula en términos de determinantes. 


Recordemos que: 
El determinante de una matriz de orden 2 x 2 está dado por 


a b 


c 


| = ad — bc (1) 


El determinante de una matriz de orden 3x 3 está dado por 


а а) 93 


b, b b, b b, b 
b bb =а| * трае ala e] (2) 
C5 C3 C C5 Ci C5 
Ci €5 65 
43 2 5-3 
EJEMPLO 1. | Hallar: 1. | А | 2. |4 0-7 
1-6 3 
Solución 
1 Ez =4(3) - 1-2) = 26 
е es 
2 5 -3 
0-7 4-7 4 0 
2. |14 0 -7|=2 -5 (—3) 
-6 3 1 3 1—6 
1-6 3 


= 2(0 — 42) – 5(12 — (-7)) + (-3(( 24 - 0) = 83 
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Ahora retomamos la definición de producto vectorial. La fórmula de la definición, 
en términos de determinantes, lo escribimos así: 


axb- (ab; — azb,, азр = аз, aj b2 — ab,» 


= а аз а а; аа) 
b, b, b, by | [bi b, 
O también, 
uses ed e dar EE SS j* ^7 k (3) 
b, b b, b b, b, 


Comparando este resultado con la fórmula (2), obtenemos que: 
i jk 
axb=| a a, a (4) 
b b, b; 
El lector debe estar advertido que, de acuerdo a nuestros conocimientos previos, 
las entradas de una matriz son números. Sin embargo en la expresión anterior, las 


entradas de la primera fila son vectores. Esto no es matemáticamente correcto. El 
lector debe tomar la esta expresión sólo como una regla nemotécnica. 


EJEMPLO 2.| Sia=(2,5,3) y b=(-1,7, 1), hallar ax b 


Solución 


i 
axb=|2 


1)" р ES 
5 = i — + 
=1 7 


= k 
71 -1 1 E. 


hu £z 


= (5-21)i- 2-3C1)j + (14- 5-D)k = -16i — 5] + 19k 


PROPIEDADES DEL PRODUCTO VECTORIAL 


TEOREMA 1.8 | Para cualquier vector a de R de cumple que: 


1. axa=0 2. ax0=0 
Demostración 
i j k 
а а; а 43 аа) 
1. аха=| a a, а | = - k 
а а; a 43 аа) 
а а) 83 


= (a, az -aza )i – (а, аз аза); + (aa, - a, a1)k 


=0i-0j+0k=0 
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i jk 
2.ax0-|aa4a,| = к d" dtes a b k 
0 0 0 0 0 0 
00 0 
=( a0 – а30)і – ( a10 — a30); + (a1 0-a 0)k 
=0i-0j+0k=0 


TEOREMA 1.9 | El vector ax b es ortogonal a ambos a y b. 


Demostración 
а 83 |. а, аз |. 4 а) 
axb): а= i-a) – -2a) + k.a 
(a x b) ju 5 a M9 та ) 
а» аз а аз а, а, 
= a,— a+ a3 
b, b; b, b b b, 


= (ab; — аз b) а = (aibs z аз.) а + (ai b, — abi) аз 
= а, а203 — ау аз b2 —- a1 a2b3 + ааз by t ap as bo — a a3 bi 
-0 


Similarmente, (a x b) -b=0 


EJEMPLO 3. | Probar que: 


ixjok — jxk-i  kxi-j 


Solución 
i j k 
Б 0 0 1 0 1 0 
ixj=|1 0 0|= m i k 
1 0 0 0 0 1 
010 i 
= (0-0)i- (0-0)j - (1-0)k =k 
Similarmente, jxk=i y Кхі=ј k j 


Para ayudarnos a recordar estos productos 
contamos con el gráfico adjunto. 


El producto de dos vectores consecutivos, moviéndonos en sentido horario, es el 
siguiente. 
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REGLA DE LA MANO DERECHA 


Si a y b son dos vectores no paralelos, el teorema anterior nos 
asegura que el vector producto a x b es perpendicular tanto a a 
como a b. Además, este vector producto también es 
perpendicular a todo vector del plano generado por a y b. 
Ahora, el vector a x b debe apuntar a uno y sólo un lado de este 
plano. ¿Cuál de los dos lados? La respuesta nos la regla de la А b 
mano derecha, que dice: si se rotan los dedos de la mano ri 
derecha, excepto el pulgar, en dirección del vector a al vector b, 
entonces a x b apunta en la dirección del dedo pulgar. 


TEOREMA 1.10 | Otras propiedades del producto vectorial. 


Sean a, b y c vectores de R? y r un escalar. Se cumple: 


1. axb=-bxa (anticonmutatividad) 

2. (ra) x b = r(ax b) 

3. ax(b+c)=axb+axe (distributividad) 

4. (a+b)xe=axc + bxc (distributividad) 

5. a-(bxc) = (axb).c (triple producto escalar) 
6 


. ax(bxc)- (a-c)b - (а - b)e (triple producto vectorial) 
Demostración 


Ver el problema resuelto 4. 


OBSERVACION. | El producto vectorial no es asociativo. Esto es, existe vectores 
а, рус tales que 


ax(bxe)*(ax Б) хе 


En efecto, 
ix(ixj)=ixk=-j y (іхі)хј=0хј =0 


Luego,  ix(ixj)z(ixi)xj 


TEOREMA 1.11 | Si 0 es el ángulo entre a y b (0 < 0 < 7), entonces 


[ахь |= [а | [b] sen ө 


Demostración 


Ver el problema resuelto 3. 
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COROLARIO.| Si a y b son vectores no nulos, entonces 


ах b=0 < ay b son paralelos 
Demostración. 


ax b-0 & |ахь | =0< |а| |Ы | sen0=0350=06 09=x 


€» a у b son paralelos 


El teorema anterior nos permite proporcionar la siguiente interpretación 
geométrica: 


| a x | es igual al área del paralelogramo determinado por los vectores a y b. 


En efecto, la base del paralelogramo es | а | y 


su altura es | b | sen 6 Luego, su área es 


А = Base х айша = | а ||| b | sen Ө= |a x b | 


EJEMPLO 4. | Hallar el área del triángulo cuyos vértices son los puntos 
P-(-L41) 0= (2, 2,1), R=(Q,-2,5) 


Solución 


Sean los vectores а = PO=(3,-2,0) y b=PR =(3,-6, 4) . El área del 
paralelogramo determinado por estos vectores es doble del área del triángulo de 
vértices P, O y R. El área del paralelogramo es | axb | y la del triángulo, es 


а= 5 [ax]. 
2 
i j k 
-2 0; 30j| 3-2 | : 
Pero, ax = 3-2 0|= = + k = —8i — 12j -12k 
еа -6 4 34 3-6 


Luego, 


ахь | = =4(-8) +(-12) +(-12) = 2/ 22 
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EL TRIPLE PRODUCTO ESCALAR 


DEFINCION. | Sean а = (а, а, аз), b = (b, b, b3} y c= (о, со, сз) tres 
vectores de R^. El triple producto escalar de a, b y с es el 


número a-(bxc). 
Se prueba fácilmente que: 


€, €5 C3 


Los vectores a, b y c determinan un paralelepípedo. 


Si V es el volumen de este paralelepipedo, 
entonces У es igual al valor absoluto del triple 
producto de los vectores a, b y c. 


Eso es, 


у = la-(5x9)] 


En efecto, sabemos que el volumen del paralelepípedo es igual al producto de А, 
el área de la base, por Л, la altura. Esto es, V = АЛ. 


Pero, tenemos que A =||bxe ||. 
Por otro lado, 


h= |а | cos 0, donde 0<0 < 


SES] 


Рага 0< 0 © se tiene que cos @ 20 y, por tanto, cos 0 —|cos Ө |. 
Luego, h= |a ||cos 0 |. 


Ahora, tomando en cuenta el teorema 1.5, 


y - An - [be | | a] cos 0| =| а [be cos ө |= |a-(bx0)| 


EJEMPLO 5. | Sean los puntos Р = (4, 5, 2), O=(5,-5,7) y R= (2, –4, 3). 
Hallar el volumen del paralelepípedo que tiene а los vectores 
a=OP,b= OQ y c-OR como lados adyacentes. 

Solución 
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Tenemos que a = OP=(4, 5,2), b= OQ =(5,-5,7), c-OR- Q,-4,3) y 


45 2 
-5 7 5 7 5 —5 
a-(bxe)=|5-57|=4 -5 +2 
-4 3 2 3 2 —4 
2-43 


4(—15 +28) – 5(15 – 14) + 2(-20 + 10) = 52- 5-20 = 27 


Luego, el volumen del paralelepípedo es 


V = |a- (b xe) | =27 


¿SABIAS ОСЕ... 


El primer texto de cálculo vectorial fue escrito en 1884 por el 
físico-matemático americano Josiah Willard Gibbs 
(Connectcut, 1839—1903). Gibbs fue profesor de fisica 
matemática de la Universidad de Yale y estaba a cargo del curso 
de análisis vectorial. Su texto fue el resultado de sus notas de 
clase y fue publicado con el nombre de Elementos de Análisis 


Vectorial. En esta obra aparecen todas las propiedades del J. W. Gibbs 
producto escalar y del producto vectorial. 


PROBLEMAS RESUELTOS 1. 4 


PROBLEMA 1. 


Mediante el producto triple escalar, probar que los vectores 


a=(3,-1,-4), b- (7,2, 4), с= (11, 5, 12) son coplanares 
Solución 


Hallemos el volumen del paralelepípedo determinado por a, b y c. 


3-1-4 
2 4 7: 4 E 
a-(bxe)=17 2 4|=3 + -4 
5 12| |1112 11 5 
115 12 


= 3(24 — 20) + (84 — 44) — 4(35 – 22) = 12 +40 - 52-0 


Luego, el volumen de este paralelepípedo es 


0. Esto significa que los tres 
vectores, a, b y с son coplanares. 
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PROBLEMA 2. | Consideremos el tetraedro (pirámide) PORS. 
1. а= РО , b= PR y c= PS , probar que el volumen del 
tetraedro PORS es 


2. Usar esta fórmula para hallar el volumen del tetraedro PORS, 
donde P=(1,2, 1), Q = (2,3, 6), R = (5, 3, 0), S= (2, 5, 2) 
Solución 


1. El tetraedro es determinado por los vectores: a, b y c. 


Sea A el área del triángulo que es la base del 
tetraedro y sea h la altura (del tetraedro). 
Sabemos, por nuestros estudios de Geometría, 
que el volumen de un tetraedro es 


= =4һ= =(24)һ 0) 


Pero, los vectores también determinan el paralelepípedo mostrado en la figura, 
cuyo volumen es 


Can=la-(bxe)| (2) 
De (1) y (2) obtenemos que: У = _ | a- (bxc) | 
2. Tenemos que: 


a= PỌ = (2-1,3-2,6-1)= (1,1,5) 


b= РЁ = (5-1,3-2,0-1)=(4,1,-1) 


,2-1)= (1,3,1) 


c= PS = (2-1, 


a- (bxc) = 


5—2 
1 5 
1 -1| =(1+3)-(4+1)+5(12- 1) = 54 
3 1 


Ro hare 


Luego, V= 54/6=9 


PROBLEMA 3 | 1. La recta L pasa por los puntos O y R. Sea P un punto que 
está fuera de L. Probar que la distancia d del punto P a la 
recta L es 


_ ax »] 


|а | 
2. Hallar la distancia del punto P = (1, —3, 3) a la recta que 
pasa por los puntos О = (3, -1,2) y А = (0, -4, 1) 


donde а= QR y b- QP. 
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Solución 


1. Sea Sel pie del segmento perpendicular a L y que pasa por Р. 


Tomamos el vector e= SP 


d= e] = b [sen 0 
 Jall|b[seno [ахь | 
1а | [al 
2. а= OR =(0-3,-4+1,1-2)=(3,3,-1) 2 a mM 


b-QP-(1-3,3*1,3-2) = 2, 2, 1) 


alli NE [ui 
lal Eres 19 


PROBLEMA 4.| Probar el teorema 1.10 


Sean a, b y e vectores de В? y r un escalar. Se cumple: 


1. axb=-bxa (anticonmutatividad) 

2. (ra)xb=r(axb) 

3. ax(b+c)=axb+axe (distributividad) 

4. (a+b)xe=axe + bxc (distributividad) 

5. a-(bxc) = (axb).c (triple producto escalar) 
6 


.ax(bxc)-(a-c)b-(a-b)e (triple producto vectorial) 
Solución 


Sean a=(a, a5, аз), b= (bi, b», bs), c=(c1, C2, сз) 


4, 03 
b, b 


а, а; 
b, b, 


аа) 
b, b, 


1. axb- k 


= (аЬ; — аз b; i (asb, ayb3)j у (ai b, a5b,)k 


І 


-( b, аз Ьза›)% + (Ьза\ b,a3)j "E (bia == Г) < 
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b, b, 


а а; 


b, b; 


а 43 


b, b, 


аа) 


= і + = k =-bxa 


2. (ra)xb=((ra2)b3- (raz)b,, (ras)bi — (ray)b3, (ray)b, — (raz)bi) 
= ((ғаз)Ьз — (таз)Ь», (ras)bi — (ra¡)b3, (ray)b, — (raz)bi) 
= „(арз — азЬ азр – aibs, ayb, — abi) = (a x b) 
ij К 
3. ax(b*c)-axb-| a а› а; 


b + С b, tC, b +C3 


at | 00 43 a 43 a a) 


і – 


j + 
bytc, bz + с; bte b+ с, bte Б, + с, 


Trabajemos en el primer determinante: 


n 9 = (a, (bs + сз), az(b> + c;)) = (ab; + азсз, азо + азс) 


b,+ C5 by + C3 
а) 03 
b, b 


d, d 
= (аЬ, azb,) + (аәсз, азс) = ЕЕ 


Сә C3 


Esta última suma es la componente і de a x b + a х c. En forma similar se 
procede con los otros dos determinantes. 


4. Se procede como en 3. 


5.a- (b х с) = а (Без bc?) + alb3c; bics) t аз(Ь\сә bci) 


= abc; — a1b30, + a2b3C1 — a2b1C3 + азЬусә — азЬэС\ 
= (а›Ьзс\— asb;ci) + (azb¡c, — ayb3c,) + (а\Ь›сз— a5b103 ) 
= (арз — азЬ»›)су + (asbi — ayb3)c, + (ab, аЬ )ез =(ахЪ)-с 
6. Tenemos que (b x c) = ( b»es — Бзс›, b301 — Бусз, bic, — ос) y 
i і k 
ax(bxc)= а а, а; 


bc, =b3C) Бс – сз bic) – Бс 
Efectuando el determinante hallamos que: 


ax ( bx с) = (abies | азЬусз abc; a3b3cı)i 


+ (а\Ь»су + азЬ»сз — aıbıc2— asbsc?)j 
+ (aibscy + азс = aibies — a2b,c3)k (1) 
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Por otro lado 
(a Ч с) = (ac; + ас) + азсз)Ь\ї + (а\с\ + ас) + азсз)Ьэ] 


+ (ас + ас + azc3)b3k 
== (а bic, + d2 bica + d3 bıc3)i + (азс! + арс + azb,c3) j 
+ (а\Ьзс\ + a2b3C> + azb3c3)k 


( а · b)c E (aibi + азр + азЬз)с\ї + (aibi + aba + азЬз)сәј 


+ (abı + а + azb3)czk 
= (aibi сү+ асі + azb3c¡)i + (арс + азс + asbscz) j 
+ (a¡b,c3+ azb,c3 + azb3c3)k 
Luego, 


(a - c)b – (а - b)e = (a, bicz + az bicz- арос — азЬзсі)і + 
+ (арос + азЬ›сз— абс = asb3c;)j 
+ (азс + azb3c, — aibic3 — arb,c3)k Q) 
Comparando los segundos miembros de (1) y (2) concluimos que 


a x ( b x ¢)= (a - c)b - ( a - b)e 


PROBLEMA 5. | Probar el teorema 1.11 


Si 0 es el ángulo entre a y b (0 < 0 < л), entonces 
ахь |= [a] [b] sen o 
Solución 


Teniendo en cuenta la definición del producto vectorial tenemos: 


| axb | = (арз аз b, y + (azb; aibs} t (ai bz abi} 
=a3b? = 2а аз bab3+ аЬ; dr azbí = 2а аз bib, a? b 


T агы — 2a, a» bib,+ az bi 


= (а + az + аз (bf + bt b? Y - (aibi ay byt abs.) 


La última igualdad se puede comprobar efectuando las operaciones indicadas en la 
parte última de la igualdad. 


La igualdad anterior, en términos vectoriales, se expresa así: 
[а хь |= 2] [bÈ (а-в)? 


Ahora, tomando en cuenta el teorema 1.5, tenemos: 
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la хь |= |а| [P] а-ә = |а| [o]? -Calp | cos ө) 


= |а |? |b |? Gi- сов?ө) = |а |? [b [f sere 
Finalmente, sacando raíz cuadrada: 


[а хь |= [a] | b [sene 


PROBLEMAS PROPUESTOS 1.4 


Para los problemas del 1 al 6, а = (2, —4, 3), b = (1, 1, 2), c = (21, 2, 5). Hallar: 


1. ax b Rpta. (-11, -1, 6) 2. bxa Rpta. (11, 1, -6) 
3. bxc Rpta. (1, —7,3) 4. a- (bxc) Rpta. 39 
5. a-(axb) Rpta. 0 6. (ax b)-(axc) Rpta. 299 


Para los problemas 7 y 8, a-(1,2,3, b = (1, –1, 0), c = (2,0, 0). Hallar: 
7. (ax b)xe Rpta. (0, —6, -6) 8. ax(bxc) Rpta. (4, 2, 0) 


En los problemas 9 y 10, hallar dos vectores unitarios ortogonales al vector 
a x b, donde /os vectores a y b son los indicados. 


1 1 


9. a=(1,-2,1) b=(0,2,1 Rpta. 4, -1,2), ——=\(4, 1,-2 
( ), b=(0,2,1) Ар Vo ) TA ) 
1 1 
10. a=(1,-1,1) b=(2,1,4 Rpta. — (1,2,1), -——= (1,2, 1) 
| РА /6 /6 
11. Hallar el área del paralelogramo determinado por los vectores а = (4, —1, 1), 
р = (2,3, -1) Rpta A = X 59 


12. Probar que el cuadrilátero que tiene por vértices P = (2, -1, 4, О = (5, 4, 0) 
R=(3,3,2) y S=(6, 8, -2) es un paralelogramo. Hallar su área. 
Ера А = 489 
13. Probar que el cuadrilátero que tiene por vértices P = (2, 2, 2), О = (3, 4, 5) 
К= (1,2,6) y S=(0, 4, 9) es un paralelogramo. Hallar su área. 


Ера А = 4 269 


En los problemas del 14 al 16, hallar el área del triángulo cuyos vértices son 
los puntos P, O y R dados. 


14. P=(4,-1,1), Q= (6,3, D, R = (0, 2,3) Ера A = 4 69 
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15. P=(2,4,1), Q= (0, -2, 5), R = (-3,0,3) Rpta A= 3N 21 
16. P=(1,2,3), Q= (0, 1, 2), R = (0, 0, 2) Ера A= 2 


En los problemas del 17 y 18, hallar el volumen del paralelepipedo cuyos lados 
adyacentes son a = PO, = PR,c-PS. 


17. P=(1,0,2),0=(2,-1,1),R=(3,-3,0), S = (4,-4,-1). Кра. V= 4 


18. P=(2,1,-1), О = (7, 2,3), R = (1, 1,-3), S = (5,3, 1). Rpta. V= 8 
En los problemas del 19 al 21, hallar el volumen del tetraedro cuyos lados 

adyacentes son а = РО, b = PR,c=PS 

19. Р= (1, -1, 2), 0= (3,1,6), к= (2,4,4) y S = (2,-1,3) Кра. V= 4/3 


20. Р= (2,1,3), 0= (7,1, 19), = (3,0,4) у 5 =(10,3,6) Ара. V= 45/2 
21. Р= (4,3,4), О = (3,9, 5), К = (0,7, 6) y S =(1, 5, 8) Rpta. V = 26/3 
22. Sean a y b dos vectores de IR? cualesquiera, probar que: 
(a * b) x (a - b) =2(a x b) 
23. Sean a, b y с tres vectores de IR? cualesquiera, probar que: 
ax(bxc)+ bx(cxa)+ ex(axb)-0 

Sugerencia: Usar la fórmula 6 del teorema 1.10 
24. Sean a, b y e tres vectores de IR? cualesquiera, probar que: 
a-c b.c 


а-а b.d 
Sugerencia: Usar la fórmula 1, 5 y 6 del teorema 1.10 


(a x b) · (сха) = 


25. Hallar la distancia del punto P = (6, 4, —2) a la recta que pasa por los puntos 
1 

Q=(2,3, 1) y R=(4, 5, 2). Rpta d= 3" 185 
26. Sea P un punto que no está en el plano que para por los puntos Q, R y S. 

Si а= ОЁ ‚ b= О$ ус= ОР ‚ probar que la distancia de Р al plano es 

FT | (ax b)-e | 
[ax b | 
Sugerencia: d= || h 


|, donde h= Proy, ‚ье 


27. Hallar la distancia del punto P — (2, —2, 3) al plano que pasa por los puntos 
Q-(41, 1, R= (-2,3, 4) y 5=(2, 0, 3). Ера d =104/34/ 65 
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SECCION 1.5 


RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO 


ECUACIONES DE LA RECTA EN EL ESPACIO 


Una recta L en el espacio tridimensional queda 
determinada por un punto Р, рог donde pasa y por 
un vector v paralelo a la recta. Un punto P está en la 


recta L si y sólo si el vector P,P es paralelo a v. 


Esto es, P está en la recta L si y sólo si RP= tv, 


para algún /. Al vector v lo llamaremos vector 
director de la recta. Este vector es cualquier 
vector paralelo a la recta. 


ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA. 


Si r es el vector posición de P y r, es el vector posición de Ре, entonces 


P,P=r - r, Luego, г — ry7 ѓу, o bien 


r=T9+ У, —oo«ft«oo (1) 


Esta ecuación es llamada ecuación vectorial de la recta. 


ECUACIONES PARAMETRICAS DE LA RECTA 
Si Po= (xo, yo zo); P = (x,y,z) у v= (a, b, c), entonces 


r =(x, у, 2), го (ху, Yo, 20) y de la ecuación (1) dice: 
(х, y, 2) = (хо, Yo, zo) + (ta, tb, tc), 


de donde, igualando componente de estos vectores, obtenemos las ecuaciones 
paramétricas de la recta: 


x= Xq +at 
y—yotbt, oc«t«o Q) 
Z= Zo tct 


EJEMPLO 1. | a. Hallar una ecuación vectorial y ecuaciones paramétricas de la 


recta L que pasa por el punto (2, —3, 7) y es paralela al vector 
(5, =2, 4). 
b. Hallar otra ecuación vectorial y otro juego de ecuaciones 


paramétricas para la recta L. 
Solución 
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a. Tenemos: г = (x, у, 2), r9=(2,-3,7), v=(5,-2, 4). 
Luego, una ecuación vectorial para L es 
e y, z) = (2, 3,7) К5, 2, 4), oo << oo 


Ahora, si efectuamos las operaciones indicadas en la ecuación anterior, tenemos 
(х, y, z} = (2+ 51, 3 - 21,7 + 40) 


Igualando las componentes de los vectores anteriores, conseguimos el siguiente 
juego de ecuaciones paramétricas de /, 


x=2+5t 
y=-3-2f ,-o<f<0w 
2=7+41 


b. Conseguimos otro punto de la recta L distinto del punto (2, —3, 7). Así, si en las 


ecuaciones paramétricas hacemos / = 1 obtenemos el punto (7, —5, 11). Como 
vector paralelo a L tomamos otro múltiplo del vector v. Así, tomamos w = 2v 


= 2(5, —2, 4) = (10, -4, 8). Con estos nuevos datos conseguimos la siguiente 
ecuación vectorial. 


(x, y, z} = 0,35; 11) + 5410, —4, 8), 


x=7+11s 
y las siguientes ecuaciones paramétricas, 4 у = –5 – 45 
2=11+85 


Para estas nuevas ecuaciones hemos usado el parámetro s. Esta variable es 
“muda” y, por tanto, puede usarse cualquier variable, incluyendo la t anterior. 


ECUACIONES SIMETRICAS DE LA RECTA 


A los números a, b у c, que son las componentes del vector v = (a, b, c), se les 
llama números directores de la recta Z. Si estos tres números son distintos de 0, 


entonces despejando el parámetro £ en las tres ecuaciones paramétricas e igualando 
los resultados, obtenemos: 


(3) 


que son las ecuaciones simétricas de la recta. £. 


Si una de las componentes de v = (a, b, c) es 0; es decir si, a=0,b=06c=0, 
las ecuaciones simétricas de L son, respectivamente, 


y=Y0_ 2-20 = X—-X9 _ 2-20 _ ; _ ү; 
b sX Xo; ‚у Yo o ‚2 20 
с с 


Las ecuaciones simétricas tampoco son únicas. 
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EJEMPLO 2. Hallar una ecuación vectorial, ecuaciones paramétricas y 
ecuaciones simétricas de la recta que pasa por los puntos 


R=(1,-1, 3) y S=(3, 4, 1). 


Solución 
Se puede tomar como P, al punto А o al punto S. Tomemos Ру= R = (1, –1, 3). 


Como vector v paralelo a la recta, tomamos 


у= 05 = (3 -1,-4+1,1-3) =(2, 3,-2) 


Luego, una ecuación vectorial de la recta es: 


yz) = (1,—1,3) + (2,—3,—2), %< £< o. 
de donde conseguimos las siguientes ecuaciones paramétricas: 


х=1+21 
y=-1-3f , -o«t«o 
2=3-21 


Ahora, despejamos el parámetro t en cada ecuación se tiene: 


is у+1 z-3 


E 


x-1 
[^ — 
2 


DEFINICION. Sean Lj y L dos rectas con vectores paralelos у y w, 
respectivamente. 


1. І, y L son paralelas siv y w son paralelos. 
2. Lı y L, son perpendiculares si v y w son perpendiculares. 
3. Li y L se cruzan si / y L no se intersectan ni son paralelas. 


4. El ángulo entre / y L, es el ángulo entre v y w. 


EJEMPLO 3. | a. Probar que las siguientes rectas se interceptan hallando el punto 
de intersección. 


x-5 y z-5 х+5_ y-4 2-1 
2 -1 1 3 -1 1 


b. Hallar el ángulo entre estas rectas. 


Li: 


Solución 


a. En primer lugar verificamos que estas rectas no son paralelas. Un vector paralelo 


a Lı esv- Q, -1, 1) y un vector paralelo а L) es w= (3, -1, 1) 
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Supongamos que existe r tal que: 


2=3r r=3/2 
(2,-1,1)=r(3,-1,1) => ¿-l=-r = 4 r=1 ,locuales imposible. 
12r r=1 


Luego, (2, —1, 1) + r(3, –1, 1), para todo real r. Como v y w no son paralelos, 
Lı у L, tampoco lo son. 


Ahora, expresamos L; у L mediante ecuaciones paramétricas: 


x=5+2f x=-53+3s 
Li. $4y--t 15.4 y2-4-8s 
2=5+1 2=1+5 


En un punto de intersección se debe cumplir que: 


х= 5+2t=-5+3s> 2t-3s=-10 
== =4-5 >-t+s =4 
z=5+t =l+s > f-s=4 
Resolvemos el sistema formado por las dos primeras ecuaciones 
2t-3s = -10 
| -t+s=4 


La solución es t=-2 y s=2, 
Observamos que esta solución satisface la tercera ecuación. 


Reemplazamos el valor t — —2 en las ecuaciones paramétricas y obtenemos el 
punto de intersección: (1, 2, 3). 


b. Hallamos el ángulo entre los vectores у = (2, –1, 1) y w= (3, -1, 1). 


Vw 8 8 


8 
cos 0 = = = = -— Р 10° 
ІУ Jen Jos J66 


EJEMPLO 4. | a. Probar que las siguientes rectas se cruzan. 
E а 2 > -4 z 
кус сыы ит E сш с=з 
1 -2 3 1 3 4 
b. Hallar el ángulo entre estas rectas. 
Solución 


a. En primer lugar verificamos que estas rectas no son paralelas. 
Un vector paralelo a / es v = (1,-2, 3). Un vector paralelo a L, es w = (1,—3, 4). 
Como en el problema anterior, es fácil ver que (1, —2, 3) +1, —3, 4), para todo 


real г. Luego, v y w no son paralelos y, por lo tanto, Lı y L; no son paralelas. 


Supongamos que Lı y 25 se interceptan. Transformamos las ecuaciones 
simétricas de / у L2 en ecuaciones paramétricas: 
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x=1+t x=1+s 
Lj. 4y 23-2t 15.4 у=4+35 
z=-2+3t 2=3+45 


En un punto de intersección se debe cumplir que: 

x= 1+t=1+s > t = 5 

y =3-2ft =4+3s > 21+35 =- 

z =-2+31 =3+4s > 3 — 45 = 5 
Resolvemos el sistema formado por las dos primeras ecuaciones 


t=S 
21+35 = –1 


La solución es =-1/5 y s = —1/5. Observamos que esta solución no 
satisface la tercera ecuación. Luego, / y L2 no se interceptan. 


Como las rectas no son paralelas ni se interceptan, entones, se cruzan. 
b. Hallamos el ángulo entre los vectores v=(1,-2,3) y w=(1,-3, 4). 


19 

vow 19 19 y al | | 

dim w Е Е > 0- = 5.21 
ы | Y | | „144/26 2491 cos \2,/91 


DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA 


TEOREMA 1. 12 Sea Г la recta pasa por el punto Py y es paralelo al vector v. 
Sea Р, un punto cualquiera del espacio. Probar que la 
distancia del punto Р; a la recta L es 


Demostración 


Ver el problema resuelto 6. 


EJEMPLO 5.| Hallar la distancia del punto P, = (1, —3, 3) a la recta que pasa por 
los puntos P¿= (3, -1,2) у К = (0,4, 1) 


Solución 


Tenemos que: 


RA -(01-3,-3*1,3-2) = (2,2, 1), 


у= BR =(0—3,-4+ 1, 1-2) = (23, 3, -1) 
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i j k 
ВР,ху=|-2-2 1| =5i-5j 
-3 -3-1 


Luego, 


A. AA е 


Iv] Jeran 19 


ECUACIONES DEL PLANO EN EL ESPACIO 
ECUACION VECTORIAL DEL PLANO 


Un plano P en el espacio tridimensional queda determinado por un punto P, por 
donde pasa y por una vector n no nulo ortogonal al plano. Un punto P está en plano P 


si y sólosi el vector P,P es ortogonal a n. Esto es, 


P está en el plano P si y sólo si n- P,P = 0. 


Si г es el vector posición de P y ro 
es el de Ре, tenemos que RP= r-— re. 
Luego, Po = (tos У» Zo) 

P está enel plano P si y sólo si п. (r— rọ) = 0. 


Se llama ecuación vectorial del plano a la ecuación 


n:(r-n)-0 (4) 


ECUACION CANONICA Y ECUACION LINEAL DEL PLANO 


Sin = (a, b, c}, P=(x,y,z) y Po= (xo yo zo), entonces 


r— ro =(x-— Xo, у — Yo, Z 20) y la ecuación vectorial (4) toma la siguiente forma 


a(x — xo) + b(y — yo) + clz—z0) = 0 (5) 


llamada ecuación canónica o ecuación escalar del plano. 


En la ecuación anterior, efectuamos las operaciones indicadas, obtenemos 


ах + Бу + cz + ( — axo — b yo - € Zo ) = 0. Si d= (— axo — b yo — с zp), entonces la 
ecuación (5) se transforma en la ecuación lineal: 


ax+by+cz+d=0 (6) 
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Recíprocamente, toda ecuación lineal (ecuación 6), donde + 0, b = 0 ó c + 0, 
representa un plano que tiene como vector normal a п = (а, b, c). En efecto, si еп 
la ecuación (6) se cumple que a =+ 0, entonces la podemos escribir así: 


ax + by + cz 4 “|-о e a(x ( а/а)) t b(y - 0) + с(с– 0) = 0, 


que es Іа ecuación canónica del plano que pasa por el punto Р, = (а/а, 0, 0) у 


tiene como vector normal п = (a, b, c). 
Se procede en forma análoga si b z0 ó cz0 


A 1а ecuación (6), cuando la pensemos representando un plano, diremos que es 
una ecuación lineal del plano. 


NOTA.| Las ecuaciones del plano anteriores, como en el caso de la recta, no son 
únicas. 


EJEMPLO 6. Hallar una ecuación vectorial, una ecuación canónica y una 
ecuación lineal del plano que pasa por el punto (2, —1, 1) y es 


ortogonal al vector n = (5, 3, —2). 
Solución 


Tenemos que: r=(x,y,z), ro=(2,-1,1), r=-ro=(x-2, у+1, 2-1). 
Una ecuación vectorial de este plano es 
(5,3, 2) -(x-2, у+1, 2-1) =0 
Efectuando el producto escalar hallamos una ecuación canónica del plano: 
5(x-2) + 3(y + 1) -2(2- 1) =0 
Efectuando las operaciones indicadas en la ecuación anterior, hallamos una 
ecuación lineal del plano: 


5x + 3y-2z-5=0 


EJEMPLO 7. | Hallar una ecuación canónica y una ecuación lineal del plano que 
pasa por los puntos P = (1, —3, 2), O=(2,1,-2) y R = (3, 1, -1) 


Solución 


Tomamos a cualquiera de los tres puntos dados como punto de referencia Po. Así, 
tomemos, por ejemplo, como punto de referencia al punto Р = (1, —3, 2). Con los 
otros puntos y el punto de referencia, formamos los vectores: 


a=PO=(2-1, 123, 2 22) = (1, 4, 4), 


b=PR=(3-1, 1+3, 1-2) = (2,4, -3) 
Estos vectores son paralelos al plano y por tanto, п = a xb es ortogonal plano. 
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Tenemos que: 


i j k 
n=axb=|1 4-4|=(-12+14)i- (3 + 8)j + (4 - 8)k = 4i — 5j – 4k 
2 4-3 


Luego, una ecuación canónica del plano que pasa por P = (1, —3, 2) y es normal al 
vector n= (4,-5,-4) es 


4(x- 1) — 5(y +3) - 4(z-2) - 0 
Efectuando las operaciones indicadas en la ecuación anterior, obtenemos una 
ecuación lineal: 


4x —5y -4z- 11 = 0 


DEFINICION. | Sean P, y P, dos planos con vectores normales п y п», 
respectivamente. 
1. P, y P,son paralelos si n; y n; son paralelos. 


2. Р, y P son perpendiculares si n; y n; son perpendiculares. 


3. El ángulo entre P, y P es el ángulo entre n, y nz. 


EJEMPLO 8. | Hallar una ecuación del plano que pasa por el punto P, = (2, -3, 1) 
y es perpendicular a los planos 


Р: 4x+y-22-5=0 y P; 2x+3y -z- 11-0 
Solución 
Los vectores n, = (4, 1,22). y n; = (2, 3, -1) normales а P, y a P,, 
respectivamente. Sean P el plano que estamos buscando y п su vector normal. 
n debe ser perpendicular a n, y a nz. Por tanto, tomamos 


i j k 
n=mxm=|4 1-2 |= 5i +14k = (5, 0, 10) 
23-1 


Luego, el plano buscado es, 


P:(5,0,10) -(x-2,y+3,2-1) =0 óbien P:5x+10z=20 


EJEMPLO 9. | Hallar el ángulo entre los planos 


P: 5x+3y-2z-5=0 y P,:4x—5y -4z-11=0 
Solución 
Los vectores nı = (5, 3,2) y m; = (4, —5, 4) son normales a P, y a P, 


respectivamente. Luego, el ángulo entre los planos P, у P, es 
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07 cos ! ue Sdo 9 8555 
( п. [|| n;| 438 4 47 


LA RECTA COMO INTERSECCION DE DOS PLANOS 


Si Р: axtbiyteztdi-0 y P,: ax b;yt ez d;—0 son dos planos 
en el espacio, estos se interceptan formando una recta L. Un punto Р = (x, y, 2) está 


en Lsiysólosi sus coordenadas x, y, z satisfacen ambas ecuaciones. Luego, la 


recta L está representada por el sistema de ecuaciones: 
2, 


EE + һу + cz + ар = 0 
` lax + уу + ejz* d,=0 


P, 


EJEMPLO 10. | Hallar un juego de ecuaciones simétricas de la recta: 


L 2x+y -3z -5= 0 
| 3x-2y44z43-2 0 
Solución 


Hallemos un punto de L. Haciendo z = 0 en el sistema obtenemos el nuevo 
sistema de dos incógnitas: 


2x+y -5= 0 
3х-2у+3 = 0 
cuya solución es x = 1, y = 3. 


Luego, un punto de la recta es P, = (1, 3, 0). 


Por otro lado, un vector normal al plano 2x + y —3z-5-0es nı = (2, 1,-3) y 
un vector normal al otro plano, 3x – 2y + 4z + 3 = 0, es п = (3, -2, 4). 


Buscamos un vector v paralelo a la recta. Como este vector debe ser ortogonal a 
n, y a n; tomamos 


і j k 
v=mxm=| 2 1 -3|- 2i -17j -7k = (2, -17, -7 
3-2 4 


En consecuencia, un juego de ecuaciones simétricas de la recta L es 


x-l .:y23 S ш 
2 7 -7 


L: 


Cap.1 Vectores y Geometría Analítica del espacio 


DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO 


TEOREMA 1.13 | Probar que la distancia del punto Р, = (xi, ул, 21) al plano 
P: ax+by+cz+d=0 
está dado por 


d(P,, y 


_ | ax, + by, +с2 td | 


Ja +b? +с? 


Demostración 


Ver el problema resuelto 7. 


EJEMPLO 11.| Hallar la distancia del punto P, = (1, 0, 5) al plano 
Р. 4x-3y+2z-1=0 


Solución 
73 | 4(1)-3(0)+1(5)-1] — 8 


Ча = N 


PROBLEMAS RESUELTOS 1.5 
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de intersección. 


x=-1+2t 

y AS lo 
qo UD ug 

2=1+41 


Solución 
x=7+3s 


Expresamos a la recta L, mediante ecuaciones paramétricas: Li: 4 y =2+2s 
z=1-2s 


El punto de intersección debe satisfacer ambas ecuaciones paramétricas. Luego, 


x=-14+2t=7+3s 21—35 = 8 
y=1-3t=2+2s €» 431+25 =-1 
z=1+4t=1-2s 4t - 2s = 0 


Resolvemos el sistema formado por la segunda y tercera ecuación: 
31+2s=-1 t=1 
< 
41+ 25 = 0 s=-2 


La solución t2 1 у =—2 también satisface la primera ecuación. En efecto: 


PROBLEMA 1. | Probar que las siguientes rectas se intersecan, hallando el punto 
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4(1) +2(22)=0 
En consecuencia, las rectas L; y L, se intersecan en un punto. 
Si en la ecuación de L; remplazamos f = 1, obtenemos: 


х=-1+2(1) 71, y21-3() 72, 2=1+4(1)= 5 


El punto de intersección es (1, —2, 5). 


PROBLEMA 2. | Rectas coplanares. 
Sea L, la recta que pasa por el punto P, y es paralela al vector 


vı y sea L pasa por P; y es paralela al vector уз. Probar que: 


Lı y L, son coplanares <> PP, · уху, =0. 


Solución 


Caso 1. Г y L son paralelas. 
SiL; у 15 son paralelas, es claro que Lı y L, son coplanares. Además, 
como v, y v; son paralelos, sabemos que se cumple que v; x у 0 y, por tanto, 


P,P,-v,xv,-0. 
Caso 2. Lı у Г no son paralelas. 


El vector n = v, x v; es ortogonal a ambas rectas. Sea P el plano que pasa 


por el punto P, y tiene por vector normal a n= v; x у. 


Ahora Г. y L, están enel plano P < P; está en P <= 


Р „Р, es ortogonal an=w,x v; €» PP, v, xv, =0. 


PROBLEMA 3.| Distancia mínima entre dos rectas que se cruzan. 
Sean Lı y L dos rectas que se cruzan. Si Lı pasa por el punto 


P, y es paralela al vector vı y ZL pasa por P; y es paralela al 
vector уз, probar que la distancia mínima entre L; y L; es 


d= 


Solución 

El vector n = v, x v; es ortogonal a ambas 
rectas, Li y Lo 

Sea P, el plano que pasa рог Р, y es 
ortogonal al vector n. 


Sea P, el plano que pasa por P» y es ortogonal al vector n. 
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La distancia mínima entre las rectas Lj y ZL, es igual a la distancia entre los 
planos paralelos P, y P.. Esto es, 


е loma PL Pn 
d=d( P,,P,) = | Comp BP, |= E 
¡ls TT [a | ЕЯ 
PROBLEMA 4. | Sean las rectas: 
j | е x--3t 
x— y+ z+ 
L; — = — = — : RAE 
PU uu ug al 
z=-2+t 


1. Probar que Lı у L, se cruzan 


2. Hallar la mínima distancia entre Li y L2. 
Solución 


1. Los vectores v, = (4, 1, 23) y уз = (-3, -1, 1) son paralelos a las rectas / y Lo, 
respectivamente. Vemos que v, y v; no son paralelos у, por tanto, Lı у L no 
son paralelas. 


Tomamos el punto P; = (1, –1, -3) de Lj y P; = (0, 2, —2) de L;. Tenemos 


i j k 
PP, =(-1,3,1) y п=уху= | 4 1-3|=-2i+5j-k 
-3 -1 1 


Pero, PP, -n =(-1,3, 1) - (22, 5, -1).=2 + 15 – 1 = 16 y, de acuerdo al 
problema resuelto 2, Lj у L; no son coplanares. Por tanto, / y Lz se cruzan. 


PiP: vi ДА (-13,1)-(2,5,—1) " 16 
[ух va | y (2) + $«(-1y y 30 


PROBLEMA 5. | Hallar ecuaciones paramétricas de la bisectriz del ángulo 
formado por las rectas: 


Ei Xo Е АНЕ M di ау | 
2 2 1 4 -3 


Solución 
Las ecuaciones nos dicen que estas rectas se intersecan en el punto (2, —1, 3). 


L; es paralela al vector vj = (2,2, 1) y 
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al vector unitario u; = HO 2, 1) 


Ii E 


L, es paralela al vector у; = li 0, -3) y 
HO 0, -3) 
I vil NE 


La bisectriz es paralela al vector: 
2 4.213 22 2 4 
о=щ+ш = SN се 
3 5 3 3 5 15 3 15 
Además, como esta bisectriz también pasa por el punto (2, —1, 3), ésta tiene por 
x=2+(22/15)1 
ecuaciones paramétricas: L: 4 y=-1+ (2/ 3): 
- (4/15) 


al vector unitario u, = 


PROBLEMA 6. | Demostrar el teorema 1.12. 


Sea L la recta pasa por el punto P, y es paralelo al vector v. 
Sea P, un punto cualquiera del espacio. Probar que la distancia 
del punto P; a la recta L es 


Solución 


1. Sea Sel pie del segmento perpendicular a L y que pasa por Pi. 


Tomamos el vector e= SP, 


Tenemos: 
а= |e| = | AR [sen 0 
ГУА mo _ [Arv] 
IM] М 


PROBLEMA 7. | Probar que la distancia del punto P; = (xi, yi, zi) al plano 
Р. ax+by+cz+d=0 
está dado por 


d(P,,P) = 


| ax, + by, + сд, +d | 


Магаре? 


Solución 
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Sea Ро = (Xo, yo, zo) un punto del plano y 


Pi = (х,у 21) 
sea b el vector 
b 
b= BB = (x Xo, Y1 — Yo Zi — Zo) п 
Р 
Sin= (a, b, c) es un vector normal al plano, P i 
entonces 
: - b(y— = 
«РР E Р - jala) t bon rela a 
LE Va! eb! ec? 
| (ax, + by +cz )- (ах, + byo cz) " | ax, * by, +cz +d | 


Ade qr +e? Va? b^ +e? 


PROBLEMAS PROPUESTOS 1.5 


En los problemas del 1 al 3 hallar una ecuación vectorial, ecuaciones 
paramétricas y ecuaciones simétricas de la recta descrita. 


1. Pasa por el punto (1, —2, 6) y es paralela al vector 3i + 4j — 5k 


х=1+3/ 
Rpta. г= (1,2,6) + 63,4,-5; \у= 2+4; хі. — 
z=6-5t Е 


2. Pasa por el punto (2, 0, —1) y paralela a la recta L: ен; БЕ ON 


=2 3 -4 
х=2-21 3 | 
Rpta. r=(2, 0, 1) | К 2, 3, 4); у= 3і + iim == pam zT 
у а 4 
z--]-4t 


3. Pasa por el punto (—1, 5, —7) y es perpendicular al plano х + 7y-8z+9=0 


х= -1+21 5 E 
Rpta. т= (—1,5,—7) + (1, 7, -8); y=5+7 ; =>. = 
z=-7-8t 


En los problemas del 4 al 6 hallar ecuaciones paramétricas y ecuaciones 
simétricas de la recta descrita. 


4. Pasa por los puntos (2, 3, -1) y (1,-1, 4) 
x=2-f 


Rpta <y=-3+2t 


^ 


z=-1+5f 
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5. Pasa por el punto (4,—1,-2) y es ortogonal a los vectores i+k y К+} 


x-4-t 
x-4 y+l_ z+2 


-1 -1 1 


Rpta y=-l-t ; 
z=-2+t 


6. Pasa por el punto (5, 0,—3) y es ortogonal a los vectores j y i+k 


x=5+t 
Rpta 4y=0 ; 2-2, уз 
z--3-t 


7. Hallar ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto (-5, 0, 2) y es 


x=-5 
paralela a los planos XY y YZ. Rpta < y=t 
z--2 
8. Probar que las siguientes rectas se intersecan, hallando el punto de intersección. 
x=-—2+3t 
A wo d ces Кра (1,2,3) 
s: xi | z=2+t 


9. Probar que las siguientes rectas se intersecan, hallando el punto de intersección. 


x-1 2+1 y-l 2-4 
л: —=y= a La x-3= —— = Rpta 3,1,4 
1 2 y 5 2 2 7 р ( ) 
10. a. Probar que las siguientes rectas se cruzan. 
х=—7+3{ x=1+s 
Li: 3y=4-2t Lx 3y=-9+2s 
z=4+3t z=-12-s 
. : з 119 
b. Hallar la distancia mínima entre estas rectas. Rpta а= —— 
i y 29 
11. a. Probar que las siguientes rectas se cruzan. 
x-l y+2 x-l 2—3 
Ly; ——- =z-3 І —— = .y-0 
"TUN 3 "03 qm 
10 


b. Hallar la distancia mínima entre estas rectas. Rpta d= Ta 


12. Hallar el ángulo formado por las rectas 


х—2 id 2—3 х+1 


Li: ‚у=0 Lj; ——=2-—-3, y=0 Rpta 0-45? 
1 3 1 y 2 2 y р 


13. Hallar el ángulo formado por las rectas 


VER a ш x-3y-z+5=0 


ii Rpta 0— 128.9? 
2x+y-2z-3=0 


2x+2y+z2-4=0 
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14. Probar que las siguientes rectas son ortogonales. 
Pur у+1 _ 2—3 L: x-l y-2 z«l 
Ed 1 4 7 -7 


15. Probar que las siguientes rectas son ortogonales. 


L: х+3у-2+7= 0 L: x—y-4z+5=0 
` [4х+4у-2-2=0 


к 2х+у-22-1=0 
En los problemas del 16 al 28 hallar una ecuación del plano descrito: 
16. Pasa por el punto (2, 5, —1) y es ortogonal al vector (2, —3, 5). 
Rpta. 2x - Зу +52 + 16 = 0 


1 -3 1 
17. Pasa por el punto (4, —1, 0) y es ortogonal a la recta 5 =>” i = Z 


Rpta. 2x + y – 32-7 = 0 
x=2t+1 
18. Pasa por el punto (1, —1, 0) y contiene a la recta 4 y 231-4 
z-t-8 
Rpta. 21x - 16 y + 62 - 37 = 0 


19. Pasa por el punto (1, —4, 2) y contiene al eje Z. 
Rpta. Ax * y - 0 


20. Pasa porlos puntos (0,2, —1) y (4, 1,0) y es paralelo al eje X. 
Rpta. y+z-1=0 


21. Pasa por los puntos (0, 1, -1), (C1, 1,0) y (1,0, -1), 
Rpta.x+y+z=0 


22. Pasa por el origen y es paralelo al plano 4x-3y+z=2 
Rpta. 4x-3y+z=0 


23. Pasa por el punto (1, 22, 4) y es paralelo al plano XZ. 
Rpta. y+2=0 


24. Pasa por el punto (4, 1, —1) y es paralelo al plano Зх-у + 22 +6 = 0 
Rpta. 3x-y+2z2-9=0 


2 


л 


. Pasa por el punto (6, —7, 1) y es paralelo al plano x — 2z=1 
Rpta. x – 22-4 = 0 
y-3 
-3 


26. Contiene a la recta LL + 


Rpta.x-y+z=0 


x-y-120 
2 y 


m 


. Pasa por el punto (2 –1, 1) y por la recta | 
у-2+2=0 


Rpta. y+z=0 


‚2= 2 y es paralelo al plano x-y+z+8=0 
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28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


3 


© 


37. 


38. 


. Hallar la distancia del punto (— 1, 0, 2) a la recta 
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Pasa por la recta n n y es ortogonal al plano x - y +z = 4 
у-2+2=0 
Rpta. 3x+y-2z2+3=0 
x=t-1 
Hallar el punto donde la recta 4 y =2t+1 corta al plano 2x - 3у + 1 = 0 
z=-1+3 


Rpta. (-2, -1, 4) 


Hallar el ángulo que forman los planos 3x+y-=z=10, x-y+4z=2 
Rpta. 98.17? 


Hallar el ángulo que forman los planos 7x -4y +42-2 = 0, 3x+4y=0 
Rpta. 83,6? 

Hallar una ecuación del plano cuyos puntos equidistan de los puntos (2, 0,2) y 

(1, 1, 0). Rpta. x - y +22 = 3 


a. Probar que las siguientes rectas se cortan, hallando el punto de intersección. 
Li::r-(0,5,14) +(—1,2,3), L,:r=(3,-1,5) +s(4, 1, –5). 
Rpta. (3,-1, 5) 
b. Hallar una ecuación del plano que contiene a estas rectas. 
Rpta. 13x -7 y + 92= 91 


Hallar una ecuación simétrica de la recta que pasa por el punto (2, —1, 3) es 


-1 1 
paralela al plano 2x — y — z = 8 y es ortogonal a la recta х= = = = z 
T 1 - 
Rpta. EZ. у+1_ 2—3 
4 5 3 
х=2-4 
Hallar la distancia del punto (2, — 1, 1) a la recta 4 y=1 
z=-3-3t 


Rpta. d= 24 356 є 3.77 


x+4_ y+2_ z+2 
-1 3 1 


[ 30 
Rpta. d= 3,| — 
pne 11 


Hallar la distancia del punto (5, 3, -1) al plano2x -y - 2z - 4-0 
Rpta. d=3 


Hallar la distancia del punto (1, –3, 7) al plano 4x -2y -2z- 6-0 
Rpta. d — I 
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39. a. Probar que la distancia entre los planos paralelos ах + by + cz + d, = 0, 
ax+by+cz+d,=0 es 
|di -42| 
ya? +62 4 c? 


b. Hallar la distancia entre los planos 4x – 3у -2 – 9 = 0, 4x-3y-z-1=0 


а = 


8 
Кра. d=——= 
4 26 


40. Un plano corta al eje X en el punto (a, 0, 0), al eje Y en el punto (0, £, 0), al eje 
Z en el punto (0, 0, y), donde «a, Ву y son no nulos. Probar que una ecuación 


para este plano es BE ER ES 1 
a p А 
41. a. Verificar que las siguientes rectas se cortan en el punto P, = (2, —5, —3) 
x=5+3t 8 B E 
x-8 _ y+ 2+ 
Li: =—5 ; Lj: = = 

1: \у 2 3 3 E 

z=1+4t 


b. Hallar ecuaciones paramétricas de la bisectriz del ángulo que forman L; y L2. 
Rpta. x=2+51t, у=—5+15, z=—3+ 18t 


SECCION 1.6 


SUPERFICIES CILINDRICAS, CUADRATICAS 
Y SUPERFICIES DE REVOLUCION 


Ya estamos familiarizados con dos tipos de superficies, el plano y la esfera. Aquí 
presentamos dos tipos más: las superficies cilíndricas y las superficies cuádricas. 


Para ayudarnos a dibujar una superficie es conveniente determinar algunas trazas. 
Se llama traza a la curva que se obtiene al intersectar la superficie con un plano 
paralelo a uno de los planos coordenados. Son de especial importancia las trazas que 
provienen de los propios planos coordenados. Para hallar la ecuación de la traza 
sobre el plano XY, se hace z = 0 en la ecuación de la superficie. Similarmente, la 
ecuación de la traza sobre el plano XZ o el plano YZ, se obtiene haciendo y = 06 x = 
0, respectivamente. 


SUPERFICIES CILINDRICAS 


Sea С una curva plana y L una recta que no es paralela al plano donde está C. Se 
llama cilindro a la figura geométrica generada por una recta que se desplaza 
paralelamente a L pasando por С. 


A la curva C se le llama directriz del cilindro y la recta que se mueve pasando por 
C es la generatriz. 
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El cilindro más conocido es el cilindro circular recto. En este caso, la curva C es 
una circunferencia en un plano y la recta L es perpendicular al plano. 


Cilindro Cilindro circular recto 


Al cilindro también podemos pensarlo como que está formado por la curva C 
moviéndose, sin rotar, en dirección de la recta L. 


Aquí sólo veremos el caso en el que С es una curva situada en uno de los planos 
coordenados y la recta L es paralela al eje coordenado que no está en el plano. 


EJEMPLO 1. | Cilindro parabólico 
Bosquejar el gráfico del cilindro: 
LL 


Solución 


La traza sobre el plano XZ es la parábola z = x°. Como la 
variable y está ausente en la ecuación, la traza sobre 
cualquier plano y = k es la misma parábola z = x^. Luego, : 
este cilindro está configurado por las distintas copias dela ‘у 
parábola, cada una de las cuales tiene su vértice en el eje Y. 


EJEMPLO 2. Cilindro elíptico 


Bosquejar el gráfico del cilindro: 
2 2 
АРЕ Е 
25 4 
Solución 
La traza sobre el plano YZ es la elipse 
2 2 
У 2 1,х= 0. 
25 4 
Coma la variable х está ausente еп la ecuación, Іа traza sobre cualquier plano x = k 


es la misma elipse. Luego, este cilindro está configurado por las distintas copias de 
la elipse, cada una de las cuales tiene su centro en el eje X. 
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SUPERFICIES CUADRATICAS 
Se llama superficie cuádrica a la gráfica de una ecuación de segundo grado 
(1) Ах? + By! + C? + Dxy+ Exz+ Fyz + Gx + Ну + Iz * J — 0, 
donde alguno de los coeficientes А, В, C, D, E ó F no es 0. 


Las superficies cuádricas corresponden, en dimensión 3, a las cónicas en 
dimensión 2. 


Los cilindros parabólicos, elípticos e hiperbólicos, tratados en los ejemplos 1 y 2 
anteriores son casos simples de superficies cuádricas 


Las superficies cuádricas más destacadas son las siguientes seis: 


1. Elipsoide 2. Hiperboloide de una hoja. 
3. Hiperboloide de dos hojas. 4. Cono elíptico 
5. Paraboloide elíptico 6. Paraboloide hiperbólico. 


A continuación presentamos a las ecuaciones estándar y sus respectivas gráficas 
de cada una de estas superficies. 


1. EL ELIPSOIDE 


х? 2 2 


а? 


Las trazas sobre los planos YZ, XY y XZ 
son las elipses: 


Si los a, b y c son iguales, tenemos la esfera. 


Si dos de los tres números a, b y c son iguales, 
tenemos un elipsoide de revolución o esferoide. 


2. EL HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA 
x? 2 2 
а? 


La traza sobre el plano XY es la elipse 
2 2 
E ш. 
atc de 
Las trazas sobre los planos YZ y XZ son las hipérbolas: 
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PELE A AME 
b? c | а? c? 
3. EL HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS 
z? x? y? Е 
e a b? 


No hay traza sobre el plano XY 


Las trazas sobre los planos YZ y XZ son las hipérbolas: X 
2 2 2 2 
p? с? a? 


La traza sobre el plano XY es el punto (0, 0. 0). 


Las trazas sobre los planos paralelos al plano XY 
son elipses. 


Las trazas sobre los planos XZ y YZ son rectas 
que se interceptan en el origen 


5. EL PARABOLOIDE ELIPTICO 
2 2 
Z=% +7, (e-0) 
с а b 
La traza sobre el plano XY es el punto (0, 0. 0). 
Las trazas sobre los planos paralelos al plano XY son 
elipses o conjuntos vacíos 


Las trazas sobre los planos XZ y YZ son parábolas 


La gráfica corresponde al caso c > 0. Si с < 0, la 


gráfica se abre hacia abajo, siguiendo el semieje 
negativo del eje Z. 


6. EL PARABOLOIDE HIPERBOLICO 
2 2 
E-E£-L, (0) 
с а b 
La traza sobre el plano XY son dos rectas que 
se cortan en el origen 


Las trazas sobre los planos paralelos al plano 
XY son hipérbolas. 


Las trazas sobre los planos XZ y YZ son parábolas. 
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Otro nombre para esta superficie es silla de montar. 


La gráfica corresponde al caso c > 0. Si c « 0, la silla gira 180? alrededor del 
eje X. 


EJEMPLO 3.| Identificar y graficar la superficie 
18x? – 9y? + 4z? = 36 


Solución 
Operamos sobre esta ecuación cuadrática hasta conseguir su forma estándar. 
Dividimos la ecuación entre 36 y simplificando obtenemos 


2 2 7? 2 2 2 
+— =] SO + = 
2 4 9 Jay 2° 1542 
Vemos que esta última expresión es la ecuación 
estándar de un hiperboloide de dos hojas donde 


a EJI, b=2 y c= 3. Además, el signo negativo 
que acompaña a la variable y significa que la 
superficie no corta al eje Y. 


EJEMPLO 4. | Identificar y graficar la superficie 


36x = 92? — 4y? 
Solución 
Dividiendo entre 36: 
E y 
xmi 
4 9 


Vemos que esta ültima expresión es la ecuación 
estándar del paraboloide hiperbólico (ecuación 6) 

Las trazas sobre los planos x = k, que son paralelos al 
plano YZ, son hipérbolas. Las trazas sobre los planos 
XY y XZ son parábolas 


SUPERFICIES DE REVOLUCION 


Sea C una curva plana y L una recta que está en su plano. La superficie que se 
obtiene al girar С alrededor de L se llama superficie de revolución de eje L y curva 
generatriz revolvente C. 


En nuestro texto de Cálculo Integral se estudió el método de calcular el área de 
estas superficies. En esta parte tratamos el método de conseguir su ecuación. 
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Supongamos que la curva C esta en el plano YZ 
y que es el gráfico de la función: 


C: y-f(z) Z 
la cual gira alrededor del eje Z. 
Al girar la curva C, cualquier punto 
P= (x, y, 2) 
de la superficie proviene de un punto 


O = (0, yo, zo) 


de la curva C, como indica la figura. 


El punto О = (0, yo, zo), por estar en la 
curva C, cumple: 


»=/( ш) (1) 
Pero, mirando la figura, vemos que 


Z= Zo. (2) 


Además, por ser PR y OR radios de una misma circunferencia, tenemos que 
[Ош 
Рего, | РЕ |= {/х^°+ у? у | OR |= | yo |. De donde, 
»-iqx«y O 


Reemplazando (2) y (3) en (1) obtenemos finalmente, la ecuación de la superficie 


de revolución: 
+үх+у =Д) A 


Muchas veces, para eliminar la molestia del doble signo del radical, se elimina 
este elevando al cuadrado: 


2 
x«y-[f()] Ө 
Este resultado es el mismo si С es la gráfica de x = f(z) 


En forma análoga podemos obtener las ecuaciones de las superficies de revolución 
alrededor de los otros ejes. Estos resultamos los sintetizamos en la siguiente 
proposición: 


TEOREMA 1. 14 | 1. Si se gira la gráfica de y = fz) o x = f(z) alrededor del eje Z, 
la ecuación de la superficie de revolución resultante, es 


Д==+\[х? + y? obien ?+у?= [70] 
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2. Si se gira la gráfica de y = f(x) ó z = f(x) alrededor del eje X, 
la ecuación de la superficie de revolución resultante, es 


Jx) =y y? +2? , O bien у + = [/(х)] 
3. Si se gira la gráfica de x = Ду) ó z = Ду) alrededor del eje Y, 
la ecuación de la superficie de revolución resultante, es 


fo) = x +z" ,0 bien 2+2= [1] 


EJEMPLO 5. | Hallar la ecuación de la superficie de revolución generada por la 
recta z — 2y del plano YZ al girar alrededor del eje Z. 


Solución 


Aplicamos la parte 1 del teorema anterior. Para esto, 
despejamos la variable y en la ecuación z = 2y. 


Tenemos que y — A Esto es, у = f(z) s Luego, la 
ecuación buscada es 


= + х2 + y? , O bien, 


Esta superficie es un cono circular. 


NIN 


EJEMPLO 6.| Hallar la ecuación de la superficie de revolución generada por la 
parábola 4y = х? del plano XY al girar alrededor del eje Y. 


Solución 


Aplicamos la parte 3 del teorema anterior. Para esto, 
despejamos la variable x en la ecuación 4y = x. 


Tenemos que x = + 2J у . Esto es, x = Қу) =+ 2d y ; 
Luego, la ecuación buscada es 


+2/у = + ү х2 + 22 ‚ О bien, 4у= +22 


Esta superficie es un paraboloide circular. 


PROBLEMAS RESUELTOS 1.6 


PROBEMA 1. | Identificar y graficar las siguientes superficies: 


a. PH 


b. 4y+2-4x-16y+20=0 X ! 


Solución 
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2 
a. A la ecuación x= y? es la escribimos así: 
peur qe 


Vemos que esta ecuación tiene la forma de la ecuación estándar del 
paraboloide elíptico (ecuación 5). 
2 2 


Las trazas sobre los planos x = К, con k > 0, son las elipses uu + z =k 


b. 4? +2 -4x*16y 420-0 < 4x-4=(4y + 16у +16) +22 > 


Ax- 1)=40°+4y +4) +2 © 
4Ax—1)=4(p+2) +2 e 


2 
к=к e «> 


2 2 
x-1 (»-2) (z-0) 
= + (2) 
1 12 4 

En consecuencia, la gráfica de esta ecuación es un paraboloide elíptico. En 

efecto, comparando las ecuaciones (1) y (2) concluimos que la gráfica de la ecuación 

(2) se obtiene trasladando la gráfica de la ecuación (1), mediante la traslación que 
lleva el origen (0, 0, 0) al punto (1, 2, 0) 


PROBLEMA 2.| El paraboloide hiperbólico es una superficie reglada. 
Sea el paraboloide hiperbólico z=% – х? y sea Po= (xo, yo, zo) 
un punto cualquiera de esta superficie. 
a. Probar que la recta: 


Li: x7^Xotft, yoyott z-—zo-*2(yo- xo) 
pasa por Ро y está enteramente contenida en el paraboloide. 


b. Probar que la recta: 


Li: x=x0+t, у=)у—1, 2=20 2(yo | xo) 
pasa por P, y está enteramente contenida en el paraboloide. 


Solución 


a. Para t = 0, obtenemos: x = xo, y = yo, 2 = Zo. Luego, la recta pasa por Ро = (xo, yo, Zo). 
Por otro lado, si Р = (x, y, 2) es un punto 
cualquiera de L, tenemos: 


y -x = (» t - (xo t 0) 
= yb 2tyy* P - x; -2txy - P 
- yé х E 2(yo— xo)t = Zo + 2(%— хо) = 2 
Luego, P = (x, у, 2) está contenida en el paraboloide. 
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b. Se procede como en la parte a. 


NOTA. Se dice que una superficie S es reglada si por cada punto P de S pasa una 
recta que está contenida en S. De acuerdo a esta definición, este problema 
prueba que este paraboloide hiperbólico es una superficie reglada. Aún 
más, como por cada punto pasan dos rectas, este hiperboloide es doblemente 
reglado. 


PROBLEMA 3.| Hallar una curva generatriz revolvente С que corresponda a la 
superficie de revolución 


xi-2-y-20 
Solución 


tp 2 
Operamos en la ecuación x^ + 2? — y? = 0 hasta obtener 
una de las tres formas dadas en el teorema anterior: 


2 
2+2 -y =0> 2+2 = y 2+2 =| y”? | 
Vemos que estamos frente a la forma 3, donde el eje de 


giro es el eje Y. Para la curva generatriz tenemos dos 
opciones: 


3/2 A 3/2 
C: х=у ó C 2=у 


PROBLEMA 4. | Probar que el volumen del sólido limitado por el elipsoide 


x 2 52 
+% +5 =l 
a b c 
4 Z 
es = —7rabc 
3 


Solución 


S 


ie 


Procedemos por el método de las rebanadas. 
Sea z un valor en el intervalo [-c, c] del eje Z 


Cortamos al elipsoide con un plano perpendicular al 
eje Z a la altura de z. La sección obtenida es una elipse: 


Soy 2 py E gd n. a 
ОШ dc ia drca Иик E Ep ш да шєт 
a b с а Ь с а Ь с 
x y 
> + 7 = ] 

а (e? ES) G г) 

2 2 

с с 


Sabemos que el área de una elipse es igual a л por el producto de las longitudes de 
los semiejes. Luego, el área de la elipse anterior es 
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А( = т^ с? 2? LES p.f г) 
с c 


El volumen del elipsoide es 


c c з 16 
V= Ep e-z dep TUB c -z dc ТАР cz а 
2 2 2 
р c 0 с 3 |, 
3 3 
zab с лаһ | 2с 
= 2 З = = —7rabc 
2 3 2 
с с 


PROBLEMAS PROPUESTOS 1.6 


En los problemas del lal 6, aparear (empatar) la ecuación, con su gráfica. 


Ера. 1-Е, 2-С, 3-A, 4-0, 5-F, 6-В 


En los problemas del 7 al 12, identifique la superficie 
7. 36x! -9y + 42? = 36 Rpta. Hiperboloide de una hoja. 


8. 361 -9y+42=0 Rpta. Cono elíptico. 
9. 9x -y -97 =9 Rpta. Hiperboloide de dos hojas. 
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10. у=х2+1 Rpta. Cilindro 
11. 92 = – 4у2 – 22+ 36 Rpta Elipsoide 
12. 4x? - 252? =100y Rpta. Paraboloide hiperbólico 


En los problemas del 13 al 16, transformar la ecuación dada para darle su 
forma estándar e identificar la superficie. 


13. z=4- x-y Rpta. Paraboloide eliptico. Vértice: (0, 0, 4) 
14. y=x +z —2x+2z+6 Rpta. Paraboloide elíptico: Centro: (1, 4, —1) 
15. x?+4 y?+22+4x-4z2=-2 Rpta. Elipsoide. Centro: (2, 0, 1) 


16. =x - y! + 2x - 6y – 2z – 5 Rpta. Hiperboloide una hoja. Centro: (-1, -3, —1) 


17. Probar que el hiperboloide de una hoja х? + y? — z? = 1 es una superficie 
doblemente reglada, siguiendo los siguientes pasos: 


a. La traza de este hiperboloide sobre el plano XY es la circunferencia С: x +y 


= 1. Sea P, = (xo, yo, 0) un punto de esta circunferencia. 
Probar que la recta 
Li:x=xot tyo Y=JYo—ÍXo Z=t 


pasa por P, y está contenida en el hiperboloide. 


b. Sea P, = (x, y, 21) es un punto cualquiera del 
hiperboloide que no está en C. Probar que la recta Г; pasa 
por P, tomando un Ре = (xo, yo, 0) apropiado. 


А х -2 + 2х 
Sugerencia: Tomar: х= % A , уо = Hi : L, zo7zi 
1+2 1+2 


c. Probar que la recta L3: х= ху - ѓу, у= уо +іхь, Z= t раѕарогР, = (хо, Уо, 0) 
y está contenida en el hiperboloide. 
d. Sea P, = (xi, yi, zi) es un punto cualquiera del hiperboloide que no está en С. 
Probar que la recta L, pasa por P, tomando un Р, = (xo, yo, 0) apropiado 
xp ty Y 211 


Sugerencia: Tomar: xy = ————7— , y = ==, zz 
2 2 
1+ 21 1+ 21 


Еп los problemas del 18 al 29, hallar una ecuación de Іа de la superficie de 
revolución generada al girar la curva, situada en el plano coordenado indicado, 
alrededor del eje especificado. 


18. z= Зу en el plano YZ, gira alrededor el eje Z. Rpta. 9х? + 9у? – 22 =0 


19. 2 = 3y en el plano YZ, gira alrededor el eje Y. Rpta. х? +2 - 9 = 0 
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29. 
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. у= 52 en el plano YZ, gira alrededor el eje Y. Rpta. 25x? +257 - у= 0 
. Z = 9у еп el plano YZ, gira alrededor el eje Y. Rpta. x? + 22 = 9y 
. X? = 9y en el plano XY, gira alrededor el eje Y. Rpta. x! + 2? = 9y 
. X +92 = 4 en el plano XZ, gira alrededor el eje X. Ара. х? + 9у +92 =4 


. 2+ 922 = 4 en el plano XZ, gira alrededor el eje Z. — Rpta. x? +y + 92 = 4 


. Z = 2y en el plano YZ, gira alrededor el eje X. Rpta. Ay! + 422 - х^ = 0 


. 3z «V 1- x? en el plano XZ, gira alrededor el eje X. Rpta. x? + 9? +922 = 1 


. X! = 42° en el plano XZ, gira alrededor el eje Z. Rpta. x! + y? = Az 
А . 1 
. ху = 1 en el plano XY, gira alrededor el eje X. Rpta. Y + 2? -— 
x 
z= In y en el plano YZ, gira alrededor el eje Z. Rpta. x +y =e” 


En los problemas de 30 al 32, hallar la una curva generadora y el eje de 
revolución de la superficie de revolución dada. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


xi +y -42-0 Rpta у= 22 ó х= 22, eje Z 
у + = Rpta у= үх óz- үх, ejeX 
Ax! - y! + 422 = 0 Rpta у= 2х бу = 22, eje Y 
Hallar la ecuación de la superficie formada por el conjunto de puntos Р del 


espacio que equidistan del punto (0, 0, 14) y del plano z = — "^. Identificar la 
superficie. 
Rpta 2z = x! + y”. Paraboloide elíptico (circular) 


Hallar la ecuación de la superficie formada por el conjunto de puntos P del 
espacio tales que la distancia de P al eje Z es igual a la mitad de la distancia de P 
al plano XY. Identificar la superficie. 


2 
Rpta T =x°+y. Paraboloide elíptico (circular) 


35. Probar que el volumen del sólido limitado por el plano 2 = h, donde Л > 0, 


2 2 2 
A 3 bh 

y el paraboloide elíptico 2 =2 + т , donde c > 0, es je SUME. | 

C a C 
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SECCION 1.7 


COORDENADAS CILINDRICAS Y ESFERICAS 


Las coordenadas polares son extendidas a tres dimensiones, dando lugar a las 
coordenadas cilíndricas y las coordenadas esféricas. 


COORDENADAS CILINDRICAS 


Sea P un punto de IR? cuyas coordenadas rectangulares son P = (x, y, z). Las 
coordenadas cilíndricas de P es el triple ordenado (r, 6, z), donde: 


1. (r, Ө) son las coordenadas polares del punto 
(x, y, 0), que es la proyección de Р = (x, y, z) Z 


sobre el plano XY. P(r, 6 2) 


2. z еѕ la coordenada rectangular vertical o sea la 
distancia dirigida del punto P al plano XY. 


Las coordenadas rectangulares, (x, y, z), y las 
coordenadas cilíndricas, (r, Ө z), de un punto 
P están relacionadas por las ecuaciones 


х = г cos 6 y=r sen 6 z=z y (х, у, 0) 
=? + у' tan 9 =2 
x 


En vista de que las coordenadas cilíndricas están definidas en términos de 
coordenadas polares, un punto está representado por infinitos juegos de coordenadas 
cilíndricas. Nosotros, con el ánimo de simplificar esta situación, los valores de r y 0 
en la tríada (r, 0, z) les pondremos las siguientes restricciones: 


120 y 0<0<2x 


EJEMPLO 1. | Hallar las coordenadas cilíndricas de los puntos cuyas coordenadas 
rectangulares son: 


a. P7 (243,2, -1) b. P;- (-1,1,3) 


Solución 


2 
а. r= 23) «2? =V 16-4. 
tan Ө = == ——-———-»0-— ó 6 =I. Сопох= 243 y y=2 son 
x 


M : д T Р 
ambos positivos, Ө está en el primer cuadrante. Luego, 0 E . Además, z = –1 


En conclusión, las coordenadas cilíndricas de P, son (r, 6, 2) = (4, 1/6, –1) 


р. к= P+1P=Y2. 
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1 3 jJ, . 
nd os = бе ó е = Сото х=—1 es negativo y у=1 


En ; 3л : 
es positivo, Ө está en el segundo cuadrante. Luego, @ - Además, 2 = 3. 


En conclusión, las coordenadas cilíndricas de Р, ѕоп (r, 6, 2) = (V 2, 31/4, 3) 


El siguiente ejemplo nos dice que la ecuación de un cilindro en coordenadas 
cilíndrecas tiene una forma muy simple. 


EJEMPLO 2.| Demostrar que la gráfica de la siguiente ecuación 


г= с, donde с> 0, 


es un cilindro circular recto simétrico al eje Z. 
Solución 


Transformemos esta ecuación a coordenadas rectangulares: 
2 2 2 2 2 
T=C ә үх ty =C> x ty —c. 


La gráfica de esta es un cilindro circular recto de radio c y 


es simétrica al eje Z. 


EJEMPLO 3. | Describir las superficies: 


a. gc b. r(3cos 0 - 4sen 0) * 2z-0 


Solución 


a. Sabemos que tan 0 — E Luego, 
x 


б = tan 9 tan $ — Z =/з > y= Y 3x 
x x 


Esta superficie es el plano que contiene al eje Z y Y 
cuya traza sobre el plano XY es la recta X 


у= 4 3х. : 
b. r(3cos 0 — 4 sen 0) +22=0 > 3(rcos 0) – 4 (rsen 0) + 22= 0 
> 3x- 4y+22=0 
Esta superficie es un plano que pasa por el origen y cuyo vector normal es 


n= (3, -3, 2) 
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EJEMPLO 4. | Hallar la ecuación en coordenadas cilíndricas, del paraboloide 
hiperbólico (silla de montar) z=x?- у? 


Solución 
т=х -y > z=(rcos 0)” — (rsen 0) > == (соѕ20 — ѕеп20) 


> z=rcos20 


COORDENADAS ESFERICAS 


Sea P un punto de IR? cuyas coordenadas rectangulares son Р = (x, у, z). Las 
р 


coordenadas esféricas de P es el triple ordenado (р, 6, 9), donde: 


1. p= OP = үх? «y +2? 7, 


2. Ө es el mismo ángulo que en coordenadas P(p, 8 д 
polares o cilíndricas. 
3. ф es el ángulo formado por el semieje 


positivo Z y el segmento ОР. 


Observar que: p20, 0<g<z7 


Mirando el gráfico obtenemos que: 


X y 
z-pcosó y r-psenó (х, y. 0) 


Además, sabemos que x ^rcos 0, у= геп Ө. Luego, 


px ty tz, х= рѕепф cos, у= рѕепф senO, z-pcosó 


Las coordenadas esféricas también están definidas en términos de coordenadas 
polares. En consecuencia, un punto está representado por infinitos juegos de 
coordenadas esféricas. Nuevamente, con el ánimo de simplificar, los valores de Ө en 
la tríada (р, 6, 0), los restringimos al intervalo: 

0<0<2л 


EJEMPLO 5. | Hallar las coordenadas esféricas del punto cuyas coordenadas 
rectangulares son (1 l, J6 ) 


Solución 


реми +y +z E, PéPe(Ve) = 48 = 2/2 
Ъз «ш. J/6 43 _ Л 
z—pcos ф = cos ф р ES 2 = ф 6 

€ 1 EN ШОГУ 
p sen ó 2V 2 sen(z/6) 2(42/2) 2 


x= psen ф cos Ө > cos 0 = 


Cap.1 Vectores y Geometría Analítica del espacio 


86 


Pero х=1 e y=1 => Ө está en el primer cuadrante — 0 = 2 


En conclusión las coordenadas esféricas del punto son (p, 9, $) = (25/2, 7/4, n/6) 


EJEMPLO 6. | Hallar las coordenadas rectangulares del punto con coordenadas 
esféricas (2/2, л/3, 7/4) 


Solución 
л л 
Tenemos que p= N2, 0- EC ps Luego, 


х= psen ф cos = 2412 sen 7 cos Е 2/2 (/ 2/2) (1/2) =1 


у= овеп ф sen 0= 242 sen $ sen = = 2 2 (V2/2) (43/2) -43 
2= рс05 ф = 24 2 (42/2)-2 


En conclusión, las coordenadas rectangulares del punto son (1 SE : 2) 


en coordenadas 


El siguiente ejemplo nos dice que la ecuación de la esfera 
esféricas tiene una forma muy simple. 
7, 


EJEMPLO 7. | La gráfica de le ecuación р = с, с> 0 
es una esfera de radio c y centro en el 


origen. 


En efecto, 


De acuerdo a la igualdad 1 anterior, tenemos 


Jx +y +z =c >r +у +: =‹с° 


Esta ecuación corresponde a la de la esfera de centro еп el origen y de radio с. 


EJEMPLO 8. | Tenemos la siguiente ecuación en coordenadas esféricas. 


2'(зеп^ф – 2соз°ф)=1 


esta ecuación еп coordenadas rectangulares е 


Exprese 
identifique su grafica. 


Solución 
Sabemos que r-psenó y z=pcos q. 
Luego, "=p sen! > x^ + y! = p sen ф 
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Ahora, 
pP sentó – 2соз5^ф) = 1 — зеп”ф - 2p cos g = 1 


>x + y 2228] 


>x + у = | 


La gráfica de esta última ecuación es un hiperboloide de una hoja. 


PROBLEMAS RESUELTOS 1.7 


PROBLEMA 1.| Las coordenadas rectangulares de un punto son (1 -1, -4y 2 ) 


Hallar: 
a. Las coordenadas cilíndricas del punto. 


b. Las coordenadas esféricas del punto. 
Solución 


. В 7л 
Como х= 1 y y = –1 es negativo, @езїа en el tercer cuadrante. > 0 = 3r 


En conclusión, las coordenadas cilíndricas del punto son 


(r, 6.2) «(A 2 «4, —/ 2) 


= \/ x + y? +2 ZEN 1 +( 42] = 44 =2 
as _ 37 
"E em 4 


7 
En la parte а. ya se encontró que 0 = E 


z=pcos ф > cos ф= 2 е 
p 


En conclusión, las coordenadas esféricas del punto son (p, 6, $) = (2, 77/4, 37/4) 


PROBLEMA 2. | Describir la superficie cuya ecuación en coordenadas esféricas es 


_ Зл 
á 4 
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Solución 


42 


Зл 3л 
= — > cos $—c08 — > cos ф= – —— —> 
б ф " ge 


> pcos ф= — —— р (multiplicando por р) 


Ahora pasando a coordenadas rectangulares: 


D z-c-—— (Ax ty +2 (1) 


Elevando al cuadrado: 


2 

1 2 
22 = (х + y? +2?) metere + y? : 

2 1/2 

Esta ültima ecuación es la un cono. Pero, la ecuación (1) nos dice que la variable z 

sólo toma valores negativos, lo cual nos indica que la gráfica de la ecuación es la 

parte inferior del cono. La ecuación exacta es 

zs "PEN 
—= x +y, 2<0). 
1/2 


PROBLEMA 3. | Hallar una ecuación en coordenadas esféricas del elipsoide 
DAD P 
x +y + 422 = 4 


Solución 
x? y! 422=4 — x y! + 224 322=4 > p + 3plcos$-4 > 


PU + 3cos$) = 4 


PROBLEMAS PROPUESTOS 1.7 


En los problemas del 1 al 4, graficar el punto cuyas coordenadas cilíndricas son 
dadas. Hallar las coordenadas rectangulares del punto. 


1. (/2,1/4,2) Арна. (1, 1,2) 2. (4, 1/3, 5)  Rpta. (2, 24 2 , 5) 

3. (4, 7л/6, 5) ^ Rpta.(-24 2,-2,5) 4. (7,2x/3,e)  Rpta. (—7/2,74 3/2 , e) 
En los problemas del 5 al 8, cambiar de coordenadas rectangulares a cilíndricas. 

5. (2,2,-4) Кра. (24/2, п/4,-4)  6.(1,-1,-e) _ Rpta.(4 2,7n/4, e) 


7. (C, -4/3,-1) Арга. (2, 4п/3,-1) 8. (1, —/3,-1) Арга. (2, 51/3, -1) 
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En los problemas del 9 al 12, graficar el punto cuyas coordenadas esféricas son 
dadas. Hallar las coordenadas rectangulares del punto. 


9. (4, 1/6, 1/4) Rpta. (46, 42, N2 ) 
10. (8, 1/4, 1/6) Rpta. (443,24 2,24 2) 
11. (6, 7/4, 3л/4,) Rpta. (3,3, -34 2) 

12. (5, 1/2, 1/2) Rpta. (0, 5, 0) 


En los problemas del 13 al 16, cambiar de coordenadas rectangulares а 
esféricas. 


13. (1,43 ,0) Rpta. (2, 1/3, 1/2) 
14. (0, 21, 4/3 ) Rpta. (2, 3n/2, n/6) 
15. (1, -1,-/ 6 ) Rpta. (24 2 , 71/4, 5л/6) 
16. (1, E E ) Rpta. (2, 57/4, т/4) 
En los problemas del 17 al 19, cambiar de coordenadas cilíndricas a esféricas. 
17. (4, 1/4, 0) Rpta. (4, 1/4, 1/2) 
18. (4/6, л/4,/2) Rpta. (24 2 , п/4, п/3) 
19. (4, 21/3, 4) Кра. (А4 2 , 27/3, 1/4) 
20. (6,2,-24/ 3) Rpta. (44 3 , 2, 27/3) 
En los problemas del 20 al 24, cambiar de coordenadas esféricas а cilíndricas. 
21. (2, 1/4, 57/6) Rpta. (1, 1/4,-/ 3 ) 
22. (4, 1/4, 1/3) Rpta. (24/3 , 1/4, 2) 
23. (1, 1/8,7) Rpta. (0, 1/8, –1) 
24. (6, 1/12, 5л/6) Rpta. (3, 1/12, -34 3) 


En los problemas del 25 al 33, se da una ecuación en coordenadas cilíndricas. 
Exprese la ecuación en coordenadas rectangulares e identifique su gráfica. 


25. r=3 Rpta. х? + y? = 3°. Cilindro cicular simétrico al eje Z 
26. 0 $ Rpta. y=x. Plano que contiene al eje 7. 

M.z=Y Rpta. z ^ х? + y”. Paraboloide circular 

28. z=rsen Ө Rpta. z — y. Plano que contiene al eje X 

29. r-4 cos 0 Rpta. (x — 2)? + y! = 2°. Cilindro circular recto. 


30. 7+7 =1 Rpta. + у + 22 = 1. Esfera de radio 1. 
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31.sen9+2c0s0=0 Ара. y =-2x. Plano que contiene al eje Z. 


32. r= 4sec 0 Rpta. x —4. Plano paralelo al plano YZ. 
2 2 2 
33. D-37249 Rpta. = + T - rm 1. Hiperboloide de una hoja. 


En los problemas del 34 al 44, se da una ecuación en coordenadas esféricas. 
Exprese la ecuación en coordenadas rectangulares e identifique su gráfica. 


34. p=2 Rpta. x! + y^ 22 = 2°. Esfera de radio 2, centro en O 

35. ф = 5 Rpta. > x! + у, 22 0. medio cono. 

36. ф= * Rpta. z = 0. Plano XY. 

37. ф -0 Ер. х= 0, у= 0, 22 0. Semieje negativo Z 

38. ф -mn Rpía. x = 0, y 0, z X0. Semieje positivo Z. 

39. р= 4 соѕф Rpta. х? + у + (z 2)? =2?. Esfera, radio 2, centro (0, 0, 2) 
40. psenp = 1 Rpta. x! + y! = 1. Cilindro circular recto. 

41. p= secó Rpta. z= 1. Plano paralelo al plano XY 


42. psen ф=—4 cos 0 Rpta. (х+2) + y? =2?. Cilindro circular recto. 
43. р= б ѕеп ósen Ө Rpta. x; + (y - 3^ 22 =3?. Esfera, radio 3, centro (0, -3, 0). 


PIECE, 
F-z^—3'. Dos esferas, centro О 


44. p - 4p * 3-20 Rpta. x3 +y + zzi- ó + y 


En los problemas del 45 al 50, se da una ecuación en coordenadas 
rectangulares. Exprese la ecuación en: a. Coordenadas esféricas b. Coordenadas 
cilíndricas. 


45. z-2 Rpta. a. 2= 2 b. pcos p =2 

46. 2= 5x + 5у? Rpta. а. z = 5r? b. 5р= cos ф соѕес2ф 
47. х? +y + 2=9  Rpt.a.r +:2= 9 b. p=3 

48. + y+22=4  Rpta.a. r +22 =4 b. e (1 +co? ф)= 4 


49. х“— y -22=1  Rpta. а. 22 = 1?с0520 —1 b. о (sen^$ cos 20— 2cos^9) = 1 


50. х? + у= 2х Rpta. а. г= 2cos Ө b. озеп p=2c0s Ө 


En los problemas del 51 y 52, describir la región en el espacio que satisface las 
desigualdades dadas 
51. 1 <2<3 Rpta Los puntos que están encima del paraboloide 2 = х? + 
у? y están en el plano z = 2. y debajo de él. 


52. 2<p<5 Rpta Los puntos que están entre las esferas p=2 y p=3 y, 
además, los puntos de las dos esferas. 
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JOHANNES KEPLER 
(1571-1630) 


x 


JOHANNES KEPLER nació en Weil der Stadt, una pequeña ciudad alemana. Su 
nacimiento fue prematuro. Durante toda su vida sufrió por tener una salud frágil. A 
los 3 años de edad contrajo viruela, lo que afectó su vista severamente. Su padre fue 
un mercenario que murió en una campaña cuando Johannes tenía apenas 5 años. Su 
madre administraba una casa de huéspedes. Además era curandera y hierbatera, 
ocupaciones por las cuales fue acusada de ejercer la brujera. Johannes ayudaba a 
su madre en la casa de huéspedes. Entretenía a los clientes haciendo demostraciones 
de sus prodigios matemáticos. 


En 1589 entra a la Universidad de Tuninga, que era un fuerte centro de ideas 
luteranas. Aquí estudia astronomía, física y otras materias como ética, dialéctica, 
griego, hebreo, etc. Por ser un estudiante distinguido, su maestro de astronomía, 
Michael Maestlin (1550—1631), le ensefió el sistema heliocéntrico de Copérnico. 
Los otros estudiantes aprendían el sistema geocétrico (la tierra es el centro del 
sistema) de Ptolomeo. En 1591 obtiene una maestría. En 1594 toma la posición de 
profesor de matemáticas en la escuela protestante de Graz. 


En 1597, Kepler, invitado por el astrónomo Tycho Brahe (1546—1601) viaja a 
Praga, a trabajar como su asistente. Dos años después, muere Tycho y su 
posición es asumida por Kepler. Aquí, gracias a 1а gran cantidad de 
observaciones registrada que dejó Tycho, Kepler logra formular las famosa tres 
leyes, Leyes de Kepler, que publicó en 1609 en su obra Astronomía Nova. 


Kepler fue un hombre profundamente religioso. En un inicio quiso ser ministro 
luterano. Durante estos años recrudece la intolerancia religiosa. Sus ideas 
religiosas y científicas entran en conflicto con los dirigentes religiosos de esa época. 
En 1612 fue excomulgado. 


Kepler muere el айо 1630 en Ratisbona, Baviera, Alemania a la edad de 59 años. 
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SECCION 2.1 


FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE REAL 


En este capítulo estudiaremos funciones vectoriales de variable real. Estas son 
funciones cuyo dominio es un subconjunto D de R y cuyo conjunto de llegada es el 


espacio vectorial IR". Es decir, una función vectorial de variable real es una función 
de la forma: 
rDCR-mR" 


Nuestro interés se concentrará principalmente en las funciones vectoriales con 
3 р o d 
valores en К”. Estas funciones se expresan del modo siguiente: 
r: D >R? 


г@) = fii + gj + h()k, 


o también 
r(A - (f (t), g(t); ^(0)). 


Las funciones f, g y h son las componentes de la función r. 


Si el dominio de las componentes no se da en forma explicita, se entiende que 


Dom(r) = рот(ў) N Dom(g) N Dom(h) 


EJEMPLO 1.| Sea o= (e T mr) 
1-1 


a. Determinar las funciones componentes. 


b. Hallar el dominio de la función vectorial. 
Solución 


a. f) - P T LN 
A)-t. gl Tx 
b. Tenemos que: 
Dom(f-R,  Dom(g)- (—1,1),  Dom(A)- (0, х) 
Luego, 
Dom(r) = Dom(f) N Dom(g)f] Dom(A) = КП El, 1)N (0, ©) = (0, 1) 


А) =1n £ 


Eventualmente consideraremos funciones vectoriales bidimensionales: 


rO = fti + g(0j = (0. g(0) 


Сар. 2 Funciones Vectoriales 


94 


Algunos resultados sobre estas funciones ya los hemos obtenido en el capítulo 
sobre ecuaciones paramétricas de nuestro texto de Cálculo Integral. 


EJEMPLO 2.] Sea r() = (М, 142r) 


a. Determinar las funciones componentes. 


b. Hallar el dominio de la función vectorial. 
Soluciones 


а. f) Jt, e()=1+22 
b. Dom(f) = [0, о), | Dom(g) = R. Luego, 


Dom(r) = Dom(/) N Dom(e) = [0, o») N к = [0, оо). 


OPERACIONES CON FUNCIONES VECTORIALES 


DEFINICION. | Sean las funciones vectoriales и: D, > R? y v: Р, > R? y sea 
la función real p: D, — R Entonces: 


1. [u + v]() =u) + vÀ 2. [фи]() = ф(ди(®) 
3. [u* v]() = uÀ * vto) 4. [u x v](t) = u(t) x À 
El dominio de 1,3, y 4es DaN D, yel de2es Р, Du. 


EJEMPLO 3.| Si u(?) = (t, V 4-7, е) y wt) = (cos t, 3 + t, In (e + ÀY, hallar: 


1. [u - v](0) 2. [u- v](0) 3. [u x v](0) 


Solución. 
Tenemos que: 
u(0) = (0,4/4—0, е0) = (0,2, 1) у (0) = (cos 0,3 +0, In (e+ 0)) = (1, 3, 1) 
Luego, 
1. [u- v](0) = u(0) — v(0) = (0, 2, 1) — (1,3, 1) = -1, -1,0) 
2. [+ у](0)= u(0) * (0) = (0, 2, 1) • (1,3, 1) = (0)(1) + (2)(3) + (0) 7 7 
k 


id 
3. [ux v](0) =u(0)x у(0) = (0, 2, 1) x (,3, 1) 2| 0 2 1 |=—i+j-2k 
131 
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LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES VECTORIALES 


DEFINICION.| Si (0 = (0), «d, А(0)), entonces 
Lim r(f)- (Lim РО), Lim g(t), Lim), 
ta ta ta ta 


siempre que existan Lim f(t), Limg(t) y Limh(t) 
ta ta ta 


sen(t —2) 
t-2 


2 = 
EJEMPLO 4.] Si r(1)= (s. "e LI Lim r(0) 
t-2 £32 


Solución 


; -2) ‚. 12-4 
Lim r(t = [ia pj ter d 
t>2 12 12 i—2 2 [—2 


sen O 


= oy. Lim | ыше+2)-(@2, 1,4) 
00 122 


DEFINICION. | La función vectorial r es continua en a si 


Lim r(f) = r(a) 


Si r(t) = KA, Ò, АО), es fácil ver que r es continua en a si у sólo si las 
funciones f, g y h son continuas en a. 


La función r es continua en un intervalo si r es continua en todo punto del 
intervalo. 


EJEMPLO 5.| Sea Іа función r() = (In t, £^, senh £). 


a. Hallar el dominio de r. 


b. Determinar si r es continua en todo su dominio. 
Solución 


a. Seaf(r) = Int, (= г y А = senh t. Se tiene que: 
Dom(f) = (0, о), Dom(g)=R,  Dom(h)= R 
Luego, 
Dom(r) = Dom(f) N Dom(g)f] Dom(A) = (0, oo) | R N R=(0, oo) 
b. Las tres funciones Д) = 181, (0) = Р y AA = ѕепһ £ son continuas en el 


intervalo (0, oo). Luego, la función r(£ = (In t, г, senh f) es continua en el intervalo 
(0, oo) y, por tanto, continua en todo su dominio. 
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Las reglas de los límites de las funciones vectoriales son análogas a las reglas de 
los límites de funciones reales. 


TEOREMA 2.1, Propiedades de los límites de funciones vectoriales. 


Sean las funciones vectoriales и: Da —> R? y v: О, > R? y sea 
la función real p: D, — R Se cumple: 


1. Lim [ uw? + x0 |= Limu(o) + Lim vA 
2. Lim [00 uw(0] = [Limo A] [Lim u] 
3. Lim [u(z) v] = [ Lim u(7] - [Lim KOJ 


4. Lim [ u0 x v5] = [Lim uO] x [Lim vo] 
ta ta ta 
Demostración 


La demostración de cada una de estas propiedades es muy simple. Como ejemplo, 
probaremos la propiedad 3, dejando la prueba de las otras como ejercicio para el 
lector. 


3. Supongamos que u(7) = (fit), 210), (0) у vO = AO, 500), 0). 
Lim [u() * v0] = Lim [AOAO 20 £0.70 hato) ] 


= Lim [AOAO] + Lim [e0 g40)] + Lim [aO 130] 
=[Lim40][Lim4(0]+ [Lim а (9 Lim e] [Lim (9 ][ Lim 2:0] 
=(Limf(0, Lim 610), Lim (0) * (Lim£(0, Lim 8500), Lim W) 


= [Lim að]. [Lim vo]. 


EJEMPLO 6.] Si u(1)=(2e, Р, 


tan £ t sen лї 
v(f) = «cos t, ; hallar 
1 ) y v(i) ( TP Р ), 


а. Lim [uo * v(0] b. Lim COESO) 


Solución 


Tenemos que: 
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{ап £ 
Li t) = Lim 2e', Lim £, Li = (2, 0,1 
Иш щй =(Lim2é, Lim P, Lim 2) =(2, 0,1) 


/ А ; t . Sen лї 
Lim v(f) - (Lim cos f, Lim —— , Lim се = (1, 0, т 
10 10 50 lef 150 t 


Luego, de acuerdo a las partes 3 y 4 del teorema anterior, 


a. Lim [u(o - 00] = [Lim u())] - [Lim v(0] = 0, 0,1) - 1, 0, 22z 


b. Lim [uO x «0] = [Lim u(7)] x [Lim v(0] = 0, 0, 1) x (1, 0, 7) 


k 
1 | =0i- (2z- Dj -0k = (0, 1 - 2z 0) 
T 


CURVAS EN EL ESPACIO 
DEFINICION. | Sea г: I5 R? 


rÒ = KRO, (Ò, РО), una función vectorial 
continua, donde I Œ К es un intervalo. Se llama curva en el 


espacio determinada por la función r al siguiente conjunto 
C=(000, 800), hO), tel } 


Si I7 [0, Д], entonces (fa), g(a), h(a)) es el punto inicial de 
С y ДД), (P), h(B)) es su punto final. 


Si representamos los valores £ 
r= (f), 200), h(0) du к 
de la función vectorial mediante flechas con 


punto inicial el origen, entonces la curva C 
está formada por los puntos terminales 


MO), 800), hO) 


A la ecuación que describe la curva: 


қ = AO, gA), 10) 


г() = (0), 800), hO), ex tx B 


la llamaremos ecuación vectorial de la curva C. 


X 


Si escribimos separadamente las funciones componentes, obtenemos las 
ecuaciones paramétricas de la curva C: 


х= f(t) 
C:iy-g(t), tel 
z=h(t) 
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OBSERVACION. | En nuestros cursos pasados, una curva era simplemente un 
conjunto de puntos. En cambio, según la definición anterior, 
una curva en el espacio, es la imagen de una función vectorial, 
En consecuencia, además de obtener un conjunto de puntos, 
contamos con una dirección dada por la variable £ cuando ésta 
crece. Para distinguir estos tipos de curvas, algunos autores 
llaman a estas últimas, caminos. 


EJEMPLO 7. | Describir la curva determinada por la función 


г() = (3 +21, 1 - 21, 2 + t) 


Solución 
Escribimos la curva en términos de sus ecuaciones у 
х=3+ 21 
paramétricas: С: 4 у=1+ 21 ,  —o«ft«oo 
2=-—2+1 C Rd 


Vemos que la curva es la recta que pasa por el punto (3, 1, —2) y es paralela al 
vector (2, 2, 1). 


EJEMPLO 8. | La hélice 
Describir la curva determinada por la función 


г(ї) = (a cos t, a sen t, ct), donde a>0 y c>0 
Solución 


Tenemos que: x-acosf, y=asent, z-ct 
Luego, х? + у? =a (cos г + sen’t) = a? 


Esto significa que la curva se encuentra en la superficie x^ + y? = a^, que es un 
cilindro circular recto de radio a. Como с> 0, z= сі va creciendo a medida que t 
crece. Esta curva es una hélice. 


Molécula de ADN Escalera Central. 
Castillo de Chambord 
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En la vida real la hélice aparece en los resortes espirales. La molécula de ADN, 
que contiene todas las instrucciones hereditarias de un organismo vivo, tiene una 
estructura de dos hélices paralelas. En Arquitectura es famosa la escalera Central 
diseñada por Leonado da Vinci usando la hélice. Esta escalera que se encuentra en el 
Castillo de Chamborb en Francia, es una fina obra renacentista construida entre los 


años 1.519 y 1.539. 


PARAMETRIZACION DE CURVAS QUE SON INTERSECCIONES 
DE SUPERFICIES 


EJEMPLO 9.| Hallar ecuaciones paramétricas y una ecuación vectorial de la 
curva С que se obtiene intersecando el cilindro parabólico y = x? 


con la semiesfera z= 1 -x° - y? 


Solución Z 


Sea x ^t. 


Luego, de acuerdo a la ecuación del cilindro 
parabólico, 
y-f. 


Reemplazando estos valores en la ecuación de la 


semiesfera, 
gea peer X 


La curva C tiene como ecuaciones paramétricas y como ecuación vectorial las 
siguientes: 


С:{у=? r(f) = ls Do Spur ) 


Sila curva es una circunferencia o elipses, para parametrizarla se puede recurrir a 
las coordenadas polares. 


EJEMPLO 10.| Hallar ecuaciones paramétricas para la curva C que se obtiene 
intersecando las superficies: 


d 4x? +y?- 6y+5=0 (Cilindro elíptico) 
| y+z=7 (Plano) 
Solución 


Completamos cuadrados en el cilindro elíptico. 


40 +y 6у+5=0 € 4° + (у-3) = 4 
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c» —+ 
1 4 


La proyección de este cilindro sobre el plano ХҮ 
2 =3 2 
3 3) 
1 4 


= 1 


es la elipse 


Parametrizamos esta elipse usando coordenadas polares: 


х = соз t 
,0stsz2x 
y =3+2sen t 


La parametrización para la variable z lo obtenemos mediante la ecuación del plano 
y del valor de la variable y en la parametrización anterior: 


у+т=7 €» z=7-y > 2=7-(3+2sen1) > z-4-2sent 


En consecuencia una parametrización para la curva determinada por la 
х= с05 í 
intersección de las dos superficies es С: 3y=3+2senf , 0<t<2x 
2 =4-2sen t 


PROBLEMAS PROPUESTOS 2.1 


En los problemas del 1 al 5, hallar el dominio de la función vectorial dada. 


1. 9 ( s 2 –1, Vaz) Rpta. |2, о) – ( 3 } 

2. г(д = (m: , tan = Vt ) Rpta. (0, о) - { 2п +1, п natural } 

3. тй = | 2 ; 1 Я > | Rpta. R— { пл /2, n entero } 
sení cosí tant 


4. r(t) =( sen !(r) , cost , In (2t -1) Rpta. (1/2, 1] 


5. r( = (€, V 6-2t , 31-Р ) Rpta. [0, 3] 


En los problemas del 6 al 10, hallar el límite de la función vectorial dada. 


2_ 25-3 
aim EE dE EM Rpta. (1/2, 2, 0). 
1 t-1 t+1 
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Е 1 cos 2t 
7. Lim ( СЕ. a | Rpta. (1/2, 0, 2). 
t0 t cost t 
3 4 5 
d ane. ue 
8. ZI асас | Ерна. (3/2, 4/3, 5/4). 
E ек E 


2_ 2 dc std 4 4 
9. Lim | (фи (a+ -а | (ato -a ) Rpta. (2а, За?, 4a?) 
t0 t t t 


ТА | sen 2t cos 3t ‚ sen 41 | Rpta. (2,1, 4) 
120 sen г cos f tan t 
d-e t-l 
11. Sea la función vectorial r(f) = ( In f, D iu Definir r(1) para que la 
c t = 
función sea continua en f— 1. Rpta. r(1) = (0, е, 3). 


12. Hallar los puntos donde la siguiente función es discontinua. 
r(t) = 2], e”, sen f) Rpta. t — 2n, n entero. 


En los problemas del 13 al 15, identificar la curva cuya ecuación vectorial es 
indicada. 


13. r(t) = (cos t, sen t, 3). Rpta. La circunferencia х? + у? = 1 en el plano z = 3 
14. r()- (2+1, 1). Rpta. La parábola у= х? + en el plano z= 1 
15. r(f) = (t, 2соѕ t, 2sen f} Ара. Hélice que enrolla en el cilindro y^ +2? = 4. 


En los problemas 16 y 17, hallar una ecuación vectorial y ecuaciones 
paramétricas del segmento que une P con Q. 


16. P=(1,-4,2), Q7 (3, 1,3) 


x=1+2t 
Rpta. r(t) = (1+ 21, —4 +3t,2 — 5), 0<{<1. y=—4+3t, 0<1<1 
z=2-5t 
17. P-(3—16) 0-(4,3,-2) 
x-23-7t 
Rpta. r(t) = (3 – 7t, -1- 4,6 – 80), 0<t<1. y =-1+4f, 0<t<1 
z=6-8f 


18. Probar que la curva determinada por la ecuación vectorial 
r(t = (cos t, sen t, cos 2t ) 

está contenida en el paraboloide hiperbólico z = х? — y^. 

19. Probar que la curva determinada por la ecuación vectorial 


r(f) = (t cos t, t sen t, t) 
está contenida en el cono 22 = x + у>. 
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20 


21 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


. Probar que la curva determinada por la ecuación vectorial 
r(f) = (2sen t, 2sen t, Y 8 cost ) 
está contenida en la esfera de centro en el origen y radio 2/2. 


. Probar que la curva determinada por la ecuación vectorial 
r(t) = (sen 2£, 2sen?t, 2cos t ) 

está contenida en la esfera de centro en el origen y radio 2. 
Probar que la curva determinada por 1а ecuación vectorial 

r(t) = (tan?t, cot t, cot t cosec t ) 
está contenida en la intersección del cono 22 = х? + у? con el cilindro parabólico 
х= у. 
Probar que la curva determinada por la ecuación vectorial 

r(£) = (2cos t, sen t, 4— sen? t) 
está contenida en la intersección del cilindro parabólico z = 4 — y? con el 
paraboloide z=x?+ 3y”. 

Hallar una ecuación vectorial de la recta formada por la intersección de los 

planos x+y+z=2 y y -х= 0). Rpta. v(£) = (t, t, 2 — 2t). 


Hallar una ecuación vectorial de la recta formada por la intersección de los 
planos x+2y+3z=6 y x-y-z=-l. Rpta. r(t) = (t, 3 +4t, 4 – 30). 


Hallar ecuaciones paramétricas de la curva C que se obtiene intersecando el 
x-t 
paraboloide 2 = х? + у? con el plano у+х=0. Rpta. C: 4 y 2-t 
z=2P 
Hallar ecuaciones paramétricas de la curva C que se obtiene intersecando el 
x = 3с05/ 
cilindro х? + y? = 9 con el plano 2x -z - 0. Rpta. С: ¿y=3sent, 0<t<27 
z = 6cost 
Hallar una ecuación vectorial de la curva que se obtiene al intersecar la esfera 


x? + y? + z! = 2 con el paraboloide z = х? + y?. Rpta. т(ї) = (cos t, sen t, 1). 


Hallar una ecuación vectorial de la curva que se obtiene al intersecar la esfera 


x +y +22 =6 con el plano x * z - 2. 


Rpta. r(f) = (1+ A 2 cos t, 2sen t, 1 -V 2 cos f) 
Hallar una ecuación vectorial de la curva que se obtiene al intersecar el 
paraboloide z= 8x? + y^ con el cilindro parabólico z= 9 — x?. 
Ера. v(t) = (1+ A 2 cos t, 2sen t, 1 -V 2 cos t) 
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SECCION 2.2 


DERIVADAS E INTEGRALES DE FUNCIONES 
VECTORIALES 


DERIVADAS 


Procedemos en la misma forma como se definió la derivada para funciones reales. 


DEFINICION | La derivada de la función vectorial r es la función vectorial r' 
determinada por el límite 


r(t 4 л) -r(t) 


1 
n (1) 


r'(t) = Lim 
( ) h 90 
y cuyo dominio es el conjunto formado por todos los £ en los 
cuales el límite anterior existe. 


La función r(t) es derivable en : si el límite (1) existe. 


Para representar a la derivada de la función vectorial r se usan las siguientes 
notaciones: 
dr 
бар [ г(0) ], dt , r'(r) , r > D, r, D, [ HO 

El siguiente teorema nos da un método práctico para calcular la derivada de una 
función vectorial. 


TEOREMA. 2.1 | La función vectorial r() = AÐ, 200), А(0)) es derivable en £ si y 
sólo si las f,g y h son derivables en f, en cuyo caso se tiene: 


r'(t) = F'O, g "0, hO) 


Demostración 
7 + АГ) — 
(угш r(t + At) -r(£) 
At—0 
" (Limet AO, Lim gC *40- 80 Lim 040-00) 
А-0 At At>0 At At>0 At 


= (7700, 8 (0, 1'(0) 


EJEMPLO 1.| Hallar los valores de £ para los cuales la siguiente función vectorial 
es derivable 


r()= (| tl, e, 32) 
Solución 
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Sabemos que la función AA = | | es derivable en todo real г + 0. Las funciones 
g(f) = e y h(t) = ЗС son derivables en todo real t. Luego, la función vectorial 


r(t) = (| £l, е, 32) es derivable en todo real 1 + 0. En otras palabras, el dominio de 
de la función derivada r' es R — (0). 


EJEMPLO 2.| Hallar la función derivada de la función vectorial 
r(t) =( e”, tsen 3t, In(é+1)) 


Solución 


De acuerdo al teorema anterior tenemos: 


r (1) = (21227 Et sen 31], < (е a] 


2t 
= (207, 31 cos 3t + sen 3t, — ) 
t^ +1 


INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA 

Sea C la curva descrita por la función 

vectorial r(t). Supongamos que r(í) es 
derivable y que r'(1) #0. 


Sean P y O los puntos cuyos vectores de 
posición son (й y r + Л), 
respectivamente. El vector r(t + Л) — r(f) 
está representado por PO А 


El vector - [r(t + h) — r(f)] es paralelo al 


vector r(t + Л) — r(f). 
Cuando л > 0, =. [r(t + h) — г(ї)] se aproxima а un vector que está en la recta 


tangente a la curva en el punto P. Este resultado justifica la siguiente definición. 


DEFINICION. | Sea С la curva descrita por la función vectorial г. Si P es el 
punto cuyas coordenadas son la componentes del vector r(t) y si 


existe r'(1) y es distinto de cero, entonces 


1. A r'(£) se le llama vector tangente a la curva С en el punto Р. 


2. A la recta L que pasa por el punto Р y es paralela al vector 
r'(1) la llamaremos recta tangente a la curva C en el punto Р. 
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EJEMPLO 3. | Hallar la recta tangente a la curva determinada por la función 
vectorial r(1) = (2соз t, 2sen t, ef‘ Y enel punto P2 (4/3 , 1, е"). 


Solución 


El punto P = (4/3, 1, е") corresponde al vector к(л/6). En efecto: 


г(л/6) = (2cos л/6, 2sen л/6, е) = (2 (43/2), 20/2), e") = (4/3, 1, e" y. 
Por otro lado, tenemos que r'(+) = (—2sen t, 2cos t, бе“). 
De donde, r'(z/6) = (—2sen (1/6), 2cos (7/6), gue = ES INN SEI 6e). 
La recta tangente buscada, en términos de ecuaciones paramétricas es: 
x-43-t 
L: y=14+431 ,-o <{< о 


z=e" + бе? 


TEOREMA 2.2 | Reglas de derivación 
Seanu y v funciones vectoriales derivables, c un escalar у 
f una función de valores reales. Entonces 


1. Tu v()] =w) vq] 


2. И [ cu(t)] = си (0 

3. £ LADO] =/'(ди@) + Au 

4. AO vÒ] =u'(0) - v(r) + u(?)* v'() 
5. И [ (2 x vA] = (0) x A+ UÀ x v'(r) 


6. 2 [ u(f0)] =O) (regla de la cadena) 
Demostración 
Todas estas fórmulas son fáciles de probar. Como muestra probaremos la 5. 
La prueba de las otras queda como ejercicios para el lector. 


u(t t 1)x v(t * л) -u(t)x v(t) 


d LEG 
5. Е [ u() x vO] = Lim 


- Lim u(t o A)x v(t * л) —u(t)x v(t - л) -u(t)x v(t * л) -u(t) x v(t) 
h-0 h 
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=Lim O vq ug " uox 0 М0) 
h>0 h h 

=Lim UA A iim v(t--h) + Lim ы) х Lim v(t+h)- v(t) 
h>0 h h>0 h>0 h—0 h 


= u'(f) x v(f) + u(t) x v'(f) 


[TEOREMA 2.3 | Si r(/) es derivable y || (0) || es constante, entonces 
r (1) y r(í) son ortogonales, V t. 


Demostración 


Sabemos que | r(z) |? = r(1) * r(A. Luego, si | г(ї) |= c. entonces | (0) i =? 


y, por tanto, r(1)-r(1)=c 
Derivando la última igualdad y considerando la regla 4 del teorema anterior: 
< [ro :1(0] = Le] > r'(t) rO * r(0* r (1) 202 2r'(0)*r() =0 
> r'(t) er) =0 


En consecuencia, r'(1) y r(A son ortogonales. 


INTEGRALES VECTORIALES 


DEFINICION | Sea r(?) = ( (0), (Ò, h(t)) una función vectorial donde f, g y А 
son funciones continuas en el intervalo [a, b]. 


1. La integral indefinida de г(ї) es la función vectorial: 


[ = | [ros [ fioa ) 


2. La integral definida de г(ї) en el intervalo [a, b] es el vector 


b b b b 
f га a f f (Ot, f g(t)dt, f noa) 


Diremos que la función vectorial R(f) es una antiderivada de la función vectorial 
г(ї) si R'(t) =r(0). 


Sin mucha dificultad podermos ver que el Primer y el Segundo Teorema 
Fundamental del Cálculo también se cumplen para funciones vectoriales. 
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TEOREMA 2.4 | Primer Teorema Fundamental del Cálculo 


Si r: [a, Б] >R? es continua, entonces 


t 
».[ r(u)du = r(t) 
Demostración 


Sea r(f) -( FO, glo, h(t)). Aplicando el primer teorema fundamental del 


Cálculo a las funciones componentes, que son funciones reales de variable real, 
tenemos: 


p.f r(u)du = о] f (u)du, »| g(u)du, »| ho) 


= (70), 200), M0) =r(0) 


TEOREMA 2.5 | Segundo Teorema Fundamental del Cálculo 


Si г: [a, b] — R? es continua y si R(f) es una antiderivada de 


r(t), entonces 


b 
f r(0dt = R(0) |. = R(b) - R(a) 
Demostración i 


Seguir los mismos pasos de la demostración anterior. 


л 


EJEMPLO 4.| Hallar: 1. | (sen г, 2t, e) di 2. | (sen г, 2t, edi 
0 


Solución 


1. [ios t, 2t, e) dt= [= tdt, Га. fea ) 


= (-cos +С, 00, е! +C,) 


= (-cos £3 e)*C, donde С=‹( €, Cp 65) 


2. ІКС i, 2t, e)d- (-cos t Ê, e) | 


0 


T 


0 
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= {-сов л, л?, e") — (—сов 0, 0, e ?) 
= (Cn. z^, е") C10 1) = (2, л”, e7 1) 


PROBLEMAS RESUELTOS 2.2 


PROBLEMA 1.| Sean las curvas: 


Ci: u(í) = (e, 3 cost, 1-1) y С: мй = (e 3, 2-2) 
a. Hallar el punto de intersección de las curvas. 
b. Hallar la medida del ángulo entre las curvas en el punto de 


intersección. 
Solución 


a. Sea P el punto de intersección. Tenemos P e С, N C; 


P e С Existe fj tal que P = u(t) -(e , 3cosh, f -1) 


P € C5 —» Existe h tal que P = v(t) - (0, 3, 2 -2) 
Luego, 
ШЫ? (1) 
(е1, 3cosh, 1-1) = (f, 3, 2 -2)= 13e 4-3 02) 
-1=4-2 (3) 
Tomando 1а ecuación (2) tenemos: 
3cosft, 23 > соз = 1 > ti = cos ( D>1=0 
Reemplazando f; = 0 en la ecuación (1) obtenemos: h = e? = 1. 
Las curvas se intersecan en el punto 
P=u(0) = v(1) = (1, 3, -1) 


b. Si 0 es el ángulo formado por estas curvas en el punto Р = (1, 3, —1), entonces 0 
es el ángulo formado por los vectores tangentes u' (0) y у' (1). Pero, 


и'(ї) = (e, — sen t, 1) > u'(0)=(1,0, 1) 


vA = (1, 0, 27) > v'(1)=(1, 0, 2) 
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De acuerdo al corolario del teorema 1.5 del capítulo anterior se tiene: 


sa wv c ALO TJ (10,2). 142 ..3 


Гео [уо] [0600021143 ую” 


Ө = соѕ1(3/У10 ) = 18.435? = 18°26' 6" 


PROBLEMAS PROPUESTOS 2.2 


En los problemas del 1 al 4, hallar v' (t) y r (6). 
1. г(д = (e, 5—4 E, sen 1) 


1 1 
Rpta. т' (0) = (ar, - L2 г") = ( 6t, , —sent 
"n 4 P 


2. r()= (tan t, In(243t), г) 


r' (0) = i E 2). г") = 


1412? 2230 


2t 9 
(iem) (2431) 


3. т(й= (тап! 2, In t, cosh 10) 


DNE 1 | gius 2-6% 1 t 
4? ? i 222 2:7, 3/2 
1+ 2t Je- (1+ гї) 21 (2 -1) 


4. rÒ = (senh 31, sen 17, gu 


Rpta.r' (t) | 


1 
1-1 


r' (t) (scos 3t, => saet), r'(r)— ( 9senh3t, 


(1-2) 
5. Sea u(/) = (2, t, 21) y v= (cos t, sen t, т). Hallar Puto + v(£] 

Rpta. fsent—tcost + sent +41 
6. Sea u(ð =(-é, 1, 2) y v(t)=(cos t, sen t, г). Hallar £u) x v(t)] ent=7 


Rpta. (47,31 - 2, л?+ 1) 
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2? +51 
N É 5E 


8. Sea v(r) = ( cos t, sen t, £) y q(t) = e”. Hallar: а. а 10000) b. TONO) 


7. Sea u(t) = (2, f 21). Hallar <) ч) | Rpta. 


Rpta. a. —2е ?' (-sen e”, cos e”, 1) 
b. -2e "(cos t, sen t, t) + e” (—sen t, cos t, 1) 


En los problemas 9 y 10, hallar las ecuaciones paramétricas de la recta 
tangente а la curva dada en el punto P, correspondiente al valor de ty indicado. 


9. (0) = (1-0, sen f, f cos 2 (j70. Rpta. х= 1, у= zo let 


10. r(2) = (t sen t, t, tcos t), ty z/2. Rpta.x ^z[2* t, yo z[2* t, :=—(л/2)ї 


11. Sean las curvas: u(f) = (2 EU ur, v(f) = (e, e” cos t) : 
a. Estas curvas se intersecan en un punto. Hallar este punto. 
b. Hallar el ángulo que forman estas curvas en el punto de intersección. 
Rpta. a. P —(1, 1, 1) b. 0—cos (3/4 30 )« 56.79? 
12. Sean las curvas: u(t) = (sen t, 2cos t, 3sen t — 1) , MA) = (соз t, tan f, cos t) Р 
a. Estas curvas se intersecan en un punto. Hallar este punto. 
b. Hallar el ángulo que forman estas curvas en el punto de intersección. 
Кра. a. P=(1/2, 43, 1/2) b. Ө=соз (-14/4 17x35 ) = 125° 
13. Probar que la recta tangente en cualquier punto de la hélice 


r(t) = (a cos at, a sen at, bat) , o.» 0 


forma con el eje Z un ángulo constante 0 = cos! (o! a? 4 p? | 


En los problemas del 14 al 16, calcular la integral dada. 


14. f um t, tan f, 1— cos t) dt Rpta. ((2-42)/2, In 42, (т -2/2)/) 


0 


1 
15. f ж”, t, м{а+ у) й Ера. (01-3е72)74, 1/2, In 2) 
0 


1 
16. у, ‚ 3tN| Ier de Jar Rpta. (n2, 24 2-1, 7/4 
E 2+1 1+? d (n va 2/4) 
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SECCION 2.3 


LONGITUD DE ARCO Y CAMBIO DE PARAMETRO 


LONGITUD DE ARCO 
En la sección 6.3 de nuestro texto de Cálculo Integral, se dedujo que la longitud de 
x=f(t) 
y=8()” 
con derivadas continuas, f' y g' no se anulan simultáneamente y C es trazada 


una curva paramétrica plana C: | a €t € b, donde f y g son funciones 


exactamente una vez cuando ź crece desde a hasta b, está dada por la fórmula 


b b 2 2 
e ll or go) а= f (2) (2 dt а) 


Estos resultados se generalizan fácilmente a curvas paramétricas en el espacio 
tridimensional. 


х= (0) 
Consideremos una curva paramétrica en el espacio, С: 4 у = g(f) , a<t<b. La 
z=h(t) 


longitud de esta curva está dada por: 


1, [A (COF *(g X0) +(e) a-[4 (s) (2 (e dt (2) 


Estos resultados presentados en (1) y (2) los podemos unificar expresando las 
curvas paramétricas en términos de sus ecuaciones vectoriales. 


La ecuación vectorial de la curva paramétrica plana es r(f) = AA, g(f)) y 


tenemos que | г” (0) | = y (roy +e OF. 


La ecuación vectorial de una curva paramétrica en el espacio tridimensional es 
VANS SNNT RAD 
гб = (0.80.50) y о | = (о) «(ey HOY . 


La igualdad (1) y la igualdad (2) se sintetizan en la siguiente igualdad: 


b 
it | [ro | di 


Formalicemos este resultado. 
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DEFINICION. | La curva С: г: [а,Ь] —> R” es suave si la derivada г' es 


continua en [a, b] y т'(ї) = 0, V t en el intervalo abierto (a, b). 


Ahora ya estamos listos para presentar el teorema que nos proporciona la fórmula 
para calcular la longitud de una curva en R” ,donden=20 n=3. 


TEOREMA 2.8 | Longitud de arco de una curva suave 


Si C: r(), a<t<b es una curva suave y C es trazada 
exactamente una vez cuando : crece desde a hasta b, entonces su 
longitud es 


b 
= | [ro [а 


EJEMPLO 1. | Hallar la longitud del arco de la hélice circular 
C:r(t) = (acost,asent, bt), 0<1t<27 


Solución 


Tenemos que: 
r(t) -(Casent,acost, b) y 


[т' | = y (Ca sen t! «(a cost +b? = Ма +2 


Luego, 


27 27 
г- | | rx | ar = f ма +b? dt = 2л а? +? 
0 0 


REPARAMETRIZACION 


DEFINICION. | Sea С: г: [a, b] К" una curva parametrizada у 


h : [c, d] [а,Ь] 
una función biyectiva, diferenciable tal que 
ht) 2 0, V t e(c, d). 
A. la función compuesta р 


p EM 
р= гол: [с> R^ © һ 
PÒ = rO) bs 


se le llama una reparametrización xi 
de la curva C: г: [a, b]—> R” 


Aplicando la regla de cadena obtenemos que 
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р@) = r(h()) > р'(ї)=т'(Л(ї))л'(ї). 


Esto dice que la velocidad de p es igual a la velocidad de r multiplicada por el 
escalar A'(f). Aún más: 


1. Si A'(t)> 0, o sea si ^ es creciente, entonces р 


avanza en la misma dirección que r y se dice 
que р preserva la orientación. En este caso 
tenemos que 


h(c)=a y h(d)-b 


2. Si h'(1)<0, o sea si hes decreciente, entonces 


p avanzan en dirección opuesta a la de r y se 
dice que p invierte la orientación. En este caso 
tenemos que 


h(c)=b y h(d)-a 


h decreciente 


EJEMPLO 2. | Sea C: г: [0, 27] >R? la circunferencia r(1) = (cos t, sen 1) 


1. Sea o:[0, 1]-5 [0, 22], p(u) ^ 2zu 
Entonces p(u) = г(ф(и)) = (cos 27и ,ѕеп2ли) es una 
reparametrización de С: г(ї) = (cos t, sen t). 
Como А (и) = 2n > 0, esta reparametrización mantiene la 


orientación de С: г: [0, 27] В? 


2. Sea А: [0, 1] [0,277], Au) =27(1- и) 
Entonces р(и) = r(p(u)) = (cos 27 (1— и), sen 27 (1- u)) es 
una reparametrización de C : (0) = (cos t, sen t). 
Como h(u)= –27 < 0, esta reparametrización invierte la 


orientación. de C: г: [0, 27] — R? 


LA FUNCION LONGITUD DE ARCO 


A continuación introducimos la función longitud de arco de una curva. Esta 
función nos permitirá una nueva reparametrización de la curva, la cual será de gran 
utilidad más adelante. 


Diremos que una curva es suave por partes si es unión finita de curvas suaves. 
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DEFINICION.| Sea C: r(,a<t<b una curva suave por partes de longitd L. 


Se llama función longitud de arco de la curva C a la función 


s: [a,b] > [0, L] 


ийе | | roo [а 


s(f) es la longitud del arco entre los puntos Р, y 
P , que son los puntos terminales де r(a) y r(t). 


EJEMPLO 3.| Hallar la función longitud de arco de la siguiente hélice 


С: r(f) = (cos t, sent, £), 0 «tx 2z. 
Solución 


Tenemos que: 


rt) -(-sent,cost,1) y |r'0| = j| (=sen г)? +(cos1)' +° =//2 


y la longitud de esta parte de la hélice, según el ejemplo 1, es L= 2л\/ 2 


Ahora, para f e [0, 277] tenemos 


vo- | ru) | du = | М2 ди = J2t 
0 0 


Luego, la función longitud de arco de esta porción de hélice es 
s: [0,27] >[0, 2z4 2] 
s( = /21 


REPARAMETRIZACION POR LONGITUD DE ARCO 


Entre las muchas reparametrizaciones de una curva contamos con una que está 
muy relacionada con las características geométricas de la curva y además, posee 
propiedades importantes. Esta es la reparametrización por longitud de arco, la que se 
obtiene mediante la función de longitud de arco. 


Sea С: г: [a, b]— R” una curva suave. Para reparametrizarla por longitud de 
arco se siguen los siguientes pasos: 


Paso 1. Hallar la función longitud de arco de la curva: 


s: [а, b]— [0,1], 50 -Í |r) || du 
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Paso 2. Hallar la función inversa de la función longitud de arco: 
h =s": [0, L] > [а,Ь] 
La reparametrización por longitud de arco de la curva C : г: [a, b]— В" es 


C: р= гол: [0,1] >R" 


EJEMPLO 4. 


Reparametrización por longitud de arco de la circunferencia 


C:r(9)=(acos і, asen f), 4>0, 0xtx2z 


Solución 


Paso 1. Hallamos la función longitud de arco s(t): 


rf) -(asent,-acost) y |=") | = ү (а cos p *(-asent) =a 


s: [0, 22] [0,2za], 500 -Í |r) | du = f 
0 


a du = at 
0 
Esto es, s(t) = at 


Paso 2. Hallamos la función inversa de la longitud de arco 
h =s" : [0, 27а] > [0, 2z] 
$ 


Sea s= s(f). Entonces s=at. Despejando t tenemos t= 
a 


E -— 
Luego, t= (s) = — y la reparametrización buscada es 
a 


C: p(s) = r(h(s))- (acos Bt a sen z) ‚ 0<5<2ла 
a a 
EJEMPLO 5. | Reparametrización por longitud de arco de la hélice 
С: т(ї) = { cos t, sen t, D), 0 <t< 27 
Solución 


Paso 1. En el ejemplo 3 se halló que la función longitud de arco de esta hélice es 


s:[0,27] >[0, 2142], sA) =V 2 t 


Paso 2. Sea s= s(£). Entonces sex 2t. Despejando f tenemos t= d 
y la reparametrización buscada es 


С: p(s) = r(h(s)) = c "EL sen Tz A) 0<з<2л\у/2 


$ 
Luego, t= A(s) = —— 
/2 
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TEOREMA 2.9 | Propiedades de la parametrización por longitud de arco. 


1. Si C:r: [a, b]>R” es una curva suave y si f es un parámetro 
general y s es el parámetro de longitud de arco, entonces 


ds _ 
dt 
2. Sea C: r: [0, L] R” una curva suave. Si s es el parámetro de 
longitud de arco, entonces el vector r'(s) es unitario. Esto es, 


-[ro [+1 


3. La proposición recíproca de esta segunda parte también se 
cumple. 


т [ro | 


аг 
аі 


а 
ds 


Demostración 


1. Sigue inmediatamente de aplicar el primer teorema fundamental del cálculo a 


t 
s(t) = | || r'u) || du 
0 
2. En la fórmula de la parte 1 derivando respecto a la variable s, tenemos; 
= ro: 


«¿lloros [е 
s ds ds 


3. Ver el problema resuelto 1. 


PROBLEMAS RESUELTOS 2.3 


PROBLEMA 1. | Sea r(f) una curva tal que | r'(t) | = 1, V t. Probar que para 


cualquier valor t, en el dominio de г, el parámetro s = t — tọ es el 
parámetro de longitud de arco que tiene como punto de 
referencia el punto que tiene vector de referencia а r(to). 


t t 
Я! ЕСИ ТЕ 
to 1 


о 


Solución 


Tenemos que: 
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PROBLEMA 2. | Reparametrizar por longitud de arco a la curva 
C : r(r) = ( & cost, e sent, 426), t>0 


Solución 
Paso 1. Hallamos la función longitud de arco: 


r' (6) = (e (cos t — sen t), e (sen t+cos À, 42 e) 


= e' (cos t — sen t, sen t cos f), Y 2) 


| r^ € |= je (cos t- sen t" +(cos [+ sen p +2] =2¢ 


t t 
s = 5(ї) -Í | r'(u) | du = [ 2е“4и=2(е-1) 
0 0 
Como £ 2 0, entonces s = 2(е'– 1) 20 
Luego, s= 2(е'– 1), s20 


Paso 2. Hallamos la función inversa de la función longitud de arco: 


s-2Xeé-12e 2 +1> 1=hs)=In(1+5/2) 


La reparametrización por longitud de arco es: 
C: p(s) = r(h(s)) = ( e cos A(s), e sen h(s), 229 ) 


= н cos (In (14 5/ 2) el0*s/2) sen (In (1+5/ 2)), A agni) ) => 


jala) канк 04) 


Hallar el punto de la hélice r(A = (5 cos /, 5 sen t, 127) que está 
a una distancia de 267 a lo largo de la curva desde el punto 
P, 7 (5, 0, 0), en la dirección en que crece la longitud de arco. 


PROBLEMA 3. 


Solución 
Reparametrizamos la curva por longitud de arco: 


r(t) = (-5sent,5cost, 12) y 


lro | = (—5 sen p + (5cost)" +12? =13 


El punto Р, = (5, 0, 0) corresponde a t=0. Luego, 
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[4 t 
s= | r'(u) | du -Í 13 du= 13t y, por tanto, t= E 
0 б 13 
La reparametrización de esta hélice por longitud de arco es 
5 12 
5) = r(s/13) = p 5 sen —S 
p(s) = r(s /13) | T TAT ) 
El punto que buscamos es 
2 2 12 
6л) = (5 cos == 5 sen 207: mi 67) ) (5,62%) 


PROBLEMAS PROPUESTOS 2.3 


En los problemas del 1 al 12, hallar la longitud de la curva dada en el intervalo 


indicado. 
1. (0) = (1 3n, n), 0oxted 5 Rpta. L=19 
2. (= (2278, 1, г), 0<1<3 Rpta. L=21 
TE: 
3. r(f) = (t sen t, t cos t, 0), 0<1<т Rpta. L - L4 п? +2 bg ж 
2 J2 
4. т(ї) = (5 cos t, 1 + 5 sent, 120), 0<1<3 Rpta. І = 39 
5. r(f) = (a cost, a sen t, bt), 0O<t<27 Rpta. L-2z ү а? «p? 
6. r= (sen 1 —1cost, cos {+ f sen f, Ze), 0O<t<xr Rpta. L=317/2 
7. r(f) =(tcost, t sen t, 1), Oxtzm 
Rpta. = MS +2+ nz e +2)- 2 695 
8. r()=(e*,1+e, 4 21), 0<t<1 Rpta.e* e! -2 
2 
9. r(1)=(cosh t, senh 1, f), 0€ «1 Rpa. Y2 (е-е!) 
10. r( = (, sen” t, -п —), 0<t<1/2 Кра. + n 3 
11. r£) = (e cos t, e! sen t, e”), —In2<1<0 Rpta. E 


12. r() = (5e cost, Se'sen t, S426), 0<г<1 Rpta. L=10(e-1) 
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En los problemas del 13 al 17, parametrizar la curva dada por longitud de arco, 
tomando como punto de referencia el punto donde t,=0 


1 
—(1 4, yt = z 
13. г() = (1 ее ) Rpta р(5) VANA 2 s) 
2 1 2 
14. r(1) =(1+21,4-1,3+21) Rpta p(s)— 1455, 4-35 3ezs 


15. r) - (1+2, S qun se 3r, Rpta. к= 2435, sE) 


16. r() = la cos t, a sen t, Бї) 


Rpta. р (s)= ( a cos z a sen 5 
N а +02 Ма +” Ма +b? 


17. r()=(3 sen £ —3tcost, 3 cos t 4- 3t sen f, 22}, О </<о 


Rpta. р(ѕ) = 
Е seny 25/5 — 34 25/5 cos | 25/5, 3соѕҳ/ 25/5 + 34 25/5 sen y 25/5, =, 


18. Hallar el punto en la hélice С: r(A = (4 cos t, 4 sen t, 3f) que está a una 
distancia de 107 а lo largo de curva, desde el punto Р, = (4, 0, 0) en la dirección 
en que crece la longitud de arco. Rpta. (4, 0,67) 


19. Hallar el punto en la hélice С: r(t) = (15 cos t, 15 sen t, 8£) que está a una 


distancia de 347 a lo largo de curva, desde el punto Р, = (15, 0, 0) en la dirección 
opuesta a la que crece la longitud de arco. Кра. (15, 0, 167) 


SECCION 2.4 


VECTORES TANGENTE UNITARIO, NORMAL Y 
BINORMAL 


Sea С: г: [а, b]— К" una curva suave. El vector derivada r'(t) es diferente de 
cero, es tangente a C y apunta en la el parámetro / crece. 


DEFINICION. | Sea C : r : [a, b]— К" una curva suave. Se llama vector 
tangente unitario a esta curva en t al vector: 
r(t) 
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OBSERVACION. | Si en la definición anterior, la curva está parametrizada por 
longitud de arco, considerando que | r'(s) | = 1, se tiene 


Т(5) = r'(s) (2) 


Como |T) |= 1 V £ por el teorema 2.3, T'() es ortogonal а T(f). Este 


resultado nos permite definir un vector unitario ortogonal а T(f) у que tiene la 
misma dirección que T'(£). 


DEFINICION. | Sea C : г: [a, Ь]—> R” una curva suave tal que r'(f) es también 


suave. Se llama vector normal principal unitario en /, o 
simplemente, vector normal unitario, al vector 


Tc 
ШО 
OBSERVACION. | Si en la definición anterior, la curva está parametrizada por 
longitud de arco, considerando que T(s) = r'(s), se tiene 


r'(s) 
_ 4 
[ro] p 


мъ) = 


N(s) - 


DEFINICION. | Vector Binormal en el espacio tridimensional. 
Sea С: г: [a, b] R? una curva suave tal que r'(£) es también 


suave. Se llama vector binormal a С en 1 al vector 
B(A = T(f) x NÒ 


De acuerdo a las propiedades del producto vectorial (teorema 1.9), el vector B(t) 
es ortogonal tanto a T(t) como a N(f) y se orienta, con relación a T( y a NÆ 
siguiendo la regla de la mano derecha. 


B(t) es unitario. En efecto, aplicando el teorema 1.11 tenemos: 
[BO | = | ovo | = [TO | [NO | sen Z= (0 = 


En el punto correspondiente a r(f) en la curva С, los vectores B C 
T(), М) y B(A conforman un trío de vectores unitarios y 
mutuamente ortogonales. Estos dan lugar a un sistema de 
coordenadas llamado sistema de referencia TNB o sistema de 
referencia de Frenet-Serret de la curva C. 


Los vectores T(f), N(f) y B(A juegan en el punto de la curva 
correspondiente а r(f) un papel similar al que juega la tríada i, j y 
k en el origen del espacio tridimensional. Esta ültima tríada j 
permace fija, en cambio los vectores Т(/), N(£) y B(A conforman i 
una tríada movil que se mueve a lo largo de la curva. 
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EJEMPLO 1. | Hallar la tríada móvil T(0), №) y B(A de la hélice: 


r(f) = (2 cos t, 2 sen t, f) 


Solución 
a. r(t) = (2 sen t, 2 cos t, 1) | r(t) | = NI 4 sen?t +4 соз” 1+1 
=\/5 
i —2 sen f, 2cost, 1 
T) = EO: ( ) mE (22 sen t, 2 cos t, 1) 


Irol "E: “ГЕ 


b TO=- 2 cos t, —2 sen t, 0), | т'() -y 4cos? t +4 sen?t4 0? = 


V5 45 


sl" 


1 
——(-2cost, —2sent, 0) 
T*(0) \/ 5 
N) = = ¿LL _ =(-cosf-sent, 0 
(t) Pri] TE (– cos t, — sen t, 0) 


2 2 
c. B()-T()xN()--——sent — cos t (sen t, —cos /, 2) 


k 
И 1 
v5 /5 EE 


PLANO NORMAL, PLANO OSCULADOR Y PLANO RECTIFICADOR 
Sea C : г: [a, b] R?una curva con triada móvil T, N y B(t). Sea 
P = (xo, Yo, Zo) un punto de la curva С tal que r(to) = (хо, yo, zo). 


1. Se llama plano osculador de C en el punto P al plano que pasa por P y es 
paralelo a los vectores T(t)) y №). Este plano tiene por ecuación: 


B(t;) ` [(х, У, 2) ш (хо, Уо, z)] =0 


La palabra osculador se deriva de la palabra 
latina osculum, que significa “beso”. Con este 
nombre se busca indicar que entre todos los 
planos que pasan por el punto P, el plano 
osculador es el que contiene la mayor parte de 
la curva cercana P. Si la curva es plana, toda 
ella está contenida en este plano. 


2. Se llama plano normal de C en el punto P al plano que pasa por P y es 
paralelo a los vectores N(fo) y B(t;). Este plano tiene por ecuación: 


T(t;) - [Gx, y, Z) — (Xo, Yo, zo)] =0 
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3. Se llama plano rectificador de С en el punto P al plano que pasa por Ру 
es paralelo a los vectores T(to) y B(fo). Este plano tiene por ecuación: 


N(to) * [ (х, y, z) = (Xo, Yo, zo)] =0 


EJEMPLO 2. | Hallar las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificador 


de la hélice del ejemplo anterior, r(t) = (2 cos t, 2 sen t, f}, en el 
punto P = (0, 2, 7/2) = r(1/2) 
Solución 


1. Plano osculador 


: 1 
Por el ejemplo anterior, sabemos que B(A сы t, —cos t, 2). Luego, 
1 
B(z/2) = —— (1,0,2) y el plano osculador es 
J5 А 
ie 


(1,0,2). [(x, y, 2) -(0,2, 7/2)] =0 = x*2z- 220 


/5 


2. Plano normal 


; : 1 
Sabemos, por el ejemplo anterior, que T(/) = —— (—2 sen t, 2 cos t, 1). Luego, 


5 


En (2, 0, 1) y el plano normal es 


45 


(2,0,1) * [(x=,y,2)-(0,2,7/2)] =0 > 4-22 * 2-0 


T(z/2)- 


RUN 
NE: 


3. Plano rectificador. 


Sabemos, por el ejemplo anterior, que N(A = (- cos t, — sen t, 0). Luego, 
N(7/2) = (0, 1,0) y el plano rectificador es 


(0,-1,0) + [(x, y,2)-(0,2, 7/23] =0 => у-2=0 


PROBLEMAS RESUELTOS 2.4 


PROBLEMA 1. | Probar que 


1. М) = B(A) x T(0) 2. TO = М) x BÒ 
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Solución 


1. Por definición de la binormal, sabemos que B(f) = Т(ї) x N(f). Multiplicamos 
vectorialmente esta igualdad por T(/) y aplicamos las propiedades 1 y 6 del 
teorema 1.10: 


BO x TO - [T() x NO] x TO =-TO x [TØ x NA] 


=- [TA NA) TO - (T()- TO) NO] 
=- 0TA +1 NO =N() 


2. Procedemos como en el caso anterior. А la igualdad 1, №) = B(x T(0, la 
multiplicamos por В(ї) y aplicamos las propiedades 1 y 6 del teorema 1.10: 


PROBLEMAS PROPUESTOS 2.4 


En los problemas del 1 al 3, hallar la tríada móvil 'T(t), N(0 y B(f) de la curva 
dada para el valor de t indicado. 


1. r(0)=( 4,21), t=1 


Rpta. T(1) = ;ü 2,2, N(1)= qe 5,4), В(1) = 40 0, 1) 
2. r(t) = (е' cos t, е sent, e), t- 0 
Rpta. T(0) — 40 1,1), N(0)- Fe 1,0), B(0)= Eb 2) 
3. r(f) = (cosh t, sen h t, 2, t=1n2 
Rpta. T(In2) "une 5.4), N(In2) "i (4,0,-3), B(In2) EDIT (3, 5, -4) 


En los problemas del 4 al 6, hallar: a. El plano osculador. b. El plano normal 
с. El plano rectificador, de la curva dada en el punto correspondiente al valor de 
t indicado. 


4. r7 (2,20),  t-1 (curva del problema 1) 
Rpta.a.2x -z -0 b. x+2y+2z-7=0 с. 2х – 5у + 4z- 5-0 


5. r(ġ = (е' cos t, e sent, е), t=0 (curva del problema 2) 
Rpta. a.x+y-2z+1=0 b. x+ y+z-2=0 c x-y- 1-0 


6. r(f) = (cosh t, sen h t, £), t=1n (curva del problema 3) 
Rpta. a.3x-5y+4z-4lIn2=0 b. бх+ 10у +82 -15+8In2=0 
с. 4х – 32-5 +3 102 = 0 
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SECCION 2.5 


CURVATURA, TORSION Y ACELERACION 


CURVATURA 


DEFINICION. | Sea C una curva suave y parametrizada por longitud de arco y T 
su vector tangente unitario. La curvatura de C es la función 


_ |4 
ж | ds 


[ro] 


La letra к es la letra griega kappa. La curvatura mide la flexión de la curva. 
Mostraremos que una recta, curva que no se flexiona, tiene curvatura 0 y que la 
curvatura de circunferencia es igual al inverso de su radio, lo que significa que a 
menor radio mayor curvatura. 


EJEMPLO 1.| Probar que una circunferencia de radio a tiene curvatura constante 


З . 1 
igual al recíproco del radio. Esto es  k(s) == 
a 


Solución 


Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el centro de la circunferencia 
está en el origen de coordenadas. De acuerdo al ejemplo 4 de la sección 2.3, la 
ecuación de esta circunferencia, parametrizada por longitud de arco, es 


s s 
r(s) = (a cos—, а sen— ) 0<s<2xa 
a a 


Tenemos que: 
M M 
r'(s)= (- sen—, cos— ) y "o4 
a a 
Luego, 


Bc EE (1 sř_ı 
к(5) = |г"(5) |= ER Herm E- 


El siguiente teorema nos proporciona otras fórmulas que nos permiten calcular la 
curvatura parametrizada por otro parámetro f, que no es necesariamente la longitud 
de arco. 


1 Ку 1 Ку 
cos—, sen 
a a a a 


TEOREMA 2.10| Sea r(f) una curva suave y dos veces derivable. Entonces 
T' ' " 
Lo- ДТО y ос OTOI 
[ro] [ro | 
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Demostración 


Ver el problema resuelto 1. 


EJEMPLO 2.| Probar que la curvatura de una recta es 0. 


Solución 


Sea la recta r(f) = ry + tv. Tenemos que: 


Psyg melt. 15g ug puso. 
| ro | MI 
[TO | |o | 
к) = => 
[rol] [ro] 


EJEMPLO 3. | Hallar la función curvatura x(t) de la curva 


г() = (2, t, 28/3) 
Solución 


Aplicaremos la fórmula 2 del teorema anterior: 


гу) =(24, 1,28), r'()-7-7(2,0,4),. |r'0 |» Y 4? +1+44* 22? +1 
і j k 

(хн) = |A 1 2 |=2 (2% 28, –1), 
2 0 At 

| xr |= 2 4? «4 «1-208 +1) 
' " 2 

fub UA [pro xr ә |90 2 

preto | (202+ 1) (202+ 1)? 


La fórmula 2 del teorema anterior puede usarse para calcular la curvatura de 
А 3 
curvas planas, expresando estas curvas como curvas espaciales (curvas de R`) 


EJEMPLO 4. | Calcular la curvatura en los puntos extremos de los ejes de la elipse 
r(f) = ( 3 cos t, 2 sen t) 


Solución 


A la elipse la expresamos como curva espacial: 
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r(f) = (3 cos t, 2 sen t, 0) 
Ahora, 
r'(£) = (3 sen t, 2 cos t, 0), r''(t) = (—3 cos t, —2 sen t, 0), 


roo |= \ 9 sen?t + 4 cos?t + 02 = y 5sen?t +4 


i j k 
r(A xr" (A= | 3sent 2 cost 0 |= (0,0, 6), 
—3 cost —2веп 0 
y. rex"op 1001 6 
| r'(t) j (5 sen? t + 4p" (5 sen? t + 4p" 


Los extremos de los ejes corresponden a los siguientes valores de f: 


0, 1/2, л, 3л/2. 

Para estos valores tenemos: 
6 3 6 2 
к(0) = 32 А” к(л/2) = 32 9 

(5sen? 0+ 4) (5sen? л/2 + 4) 

6 3 6 2 
т) = ; 3л/2) = =— 
к(л) a K(31/2) 9 


(5sen? л + 2 : (5sen? 31/2 + ao 


[TEOREMA 2.11 | Si С es la gráfica de una función y = f(x) que es dos veces 
derivable, entonces la curvatura de de С es 


FAC 
[1+ (о) | 


к(х) = 


3/2 


Demostración 


Ver el problema resuelto 2. 


x 


EJEMPLO 5. | Calcular la curvatura del gráfico de f(x) = e” 


Solución 


Tenemos que: f(x) 2 —e" y чх) = е“. Luego, 
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T " |А") | E e* Е е?* 


СОИ (е EX p 


CIRCUNFERENCIA Y RADIO DE CURVATURA 


DEFINICION. | Sea г: [а, b] + R?una curva plana y P un punto de la curva en el 
cual k( = 0. Se llama circunferencia ае curvatura o 
circunferencia osculadora de la curva en el punto P a la 
circunferencia que cumple las siguientes condiciones: 


1. Es tangente a la curva en P. (la circunferencia y la curva tienen 
la misma recta tangente en el punto P). 


2. Tiene la misma curvatura en P que la curva. 


3. Está localizada en la región del plano cóncava de la curva. 


De acuerdo a la condición 2 y el ejemplo 1, el 
radio de la circunferencia de curvatura, al cual Centro de 


curvatura 


llamaremos radio de curvatura en el punto P, es 


ЕЕЕ 
к(ї) 


El centro de la circunferencia de curvatura se llama 
centro de curvatura de la curva en el punto P. 


De acuerdo a la condición 1, el centro de curvatura está localizado en la recta que 
pasa por P y es paralela al vector normal N(t). Si r(t) es el vector de posición del 
punto P y y es el vector de posición del centro de curvatura, como el radio de la 


А 1 1 ; 
circunferencia es p(t) E , entonces se tiene 
K(t 


ү= (0) +p(9N() 


EJEMPLO 6. | Sea la curva plana r(r) = (25 -f + 1) у Р = (2, 0). Hallar 


1. El vector tangente unitario Т en el punto Р. 
2. El vector normal unitario N en el punto P. 
3. La curvatura en el punto P. 

4. El radio de curvatura en el punto P. 

5. El centro de curvatura en el punto P. 


6. La circunferencia de curvatura en el punto P. 


Solución 
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1. El punto Р = (2, 0) de la curva corresponde al valor de t=1. 


г) = (2,20) =21,-f) y |r() |= 24 1+ £? . Luego, 
O) -( 1 -t | 
ro] Wire Wie +? 


Рага (=1: T()= (55 +) ro |= 2/2 


2. Derivamos Т(ї): 


Para t=1: 


2 2 1 
Тч) = + 25) [TO | = ҮКЕ, +(-1/2/2) = ^ 


c SY. /-a eq e -1 
eso. ND mpi Gm ans (тт 5 


3. Sabemos que | T'(1) | = 


у|г@|= 24 2 . Luego, 


E 
ITO] 1 1 
ly кии жск ЕЕЕ 
un [ro | Al 4/2 
ш. K) 1/442 rs 


5. El centro de curvatura es el punto cuyo vector de posición es 


y =r(1) *4DN() = (2, OVIE, "i (2,0) + (24, 4) = (2, -4) 


Luego, el centro de curvatura es el punto О = (2, -4). 


6. De acuerdo a los datos en las partes 4 y 5, la circunferencia de curvatura tiene su 


centro en el punto О = (—2, —4).y tiene radio p(1) =4+/ 2 . En consecuencia, la 
ecuación de esta circunferencia es 


(x+2) + (y+4)=32 
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TORSION 


Sea С una curva suave parametrizado por longitud de arco. Consideremos su 


triedro móvil: T(s), N(s), B(s). Como | В(5) | = 1, æ es ortogonal a B(s). En el 
$ 


ав : 
problema resuelto 4 probaremos que E" también es ortogonal a T(s). En 
s 


consecuencia, 2 es paralelo a N(s) y, por tanto 2 es un múltiplo de N(s). Este 
$ s 


resultado nos permite establecer la definición de torsión. 


DEFINICION.| La torsión de una curva suave es la función real т —7 (s) tal que 


z = —т(5)\(5) 


La torsión mide cómo una curva se tuerce con respecto al plano osculador. 


Sabemos que la curvatura к no toma valores negativos. En cambio, la tonsiónz 
puede ser negativa, cero o positiva. 


А 3 A n 3 Р 
Se prueba que una curva es plana (está en un plano de R^) si у sólo si su torsión 
es idénticamente nula. 


El siguiente teorema, cuya demostración omitimos, nos permite calcular la torsión 
con facilidad. 


TEOREMA 2. 12 | Si r(t) tiene tercera derivada, entonces 
roxo] е то) 
' " 2 
[rior | 


(f) 


EJEMPLO 6. | Probar que la torción de la hélice r(f) = ( a cos t, a sen t, bt) es 


b 
nocere 
a? +b? 
Solución 
r'(t) = (—a sen t, a cos t, b), r''(t) = (—a cos t, —a sen t, 0), 
r'"'(t) = (a sen t, —a cos t, 0). 
i jo k 

г'(ї) x т"@)= | -a sent acost b|=(absent, —abcost, а?) 


—a cost —a sent 0 
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r'(t) xro: ro = ( ab sen t, -ab cos t, а?) • l a sen t, a cos t, b) = аЬ 


[ro xro | =| (ab sen t,—ab cos t, a) | = үа? ra^ = |а |а? «P 


Luego, 


TE [ro xr'(0] ШОЛА alb b 


[Оо Т л c 


Las fórmulas que dan las derivadas del triedro móvil, en términos del mismo 
triedro móvil, se llaman las fórmulas de Frenet-Serret 


TEOREMA 2.13. | Fórmulas de Frenet-Serret 


Demostración 


Ver el problema resuelto 3. 


¿SABIAS ОСЕ... 


JEAN FREDERICK FRENET (1816—1900) Nació en Périgueux, Francia. En 
1840 entró a la Escuela Normal Superior de París. Más tarde, pasó a la 
Universidad de Touluse, donde estudió geometría diferencial. En 1847, presentó su 
tesis doctoral. En 1852, parte de esta tesis fue publicada con el nombre de Sur 
quelque propriétés des curbes a double courbure, en donde aparecen las fórmulas 
que ahora conocemos como fórmulas de Frenet-Serret. 


JOSEPH ALFRED SERRET (1819—1885) nació en Paris. 
Estudió en la Escuela Politécnica de París, donde se graduó 
en 1640. Fue profesor de mecánica celeste en el colegio de 
Francia y de cálculo diferencial e integral en la Sorbona. 
Investigó en varios campos, como la geometría diferencial, 
mecánica, teoría de numeros, etc. Complementó el trabajo 
de Serret en el estudio de las fórmulas de Frenet-Serret. 


Joseph. A. Serret 


Сар. 2 Funciones Vectoriales 131 


COMPONENTES TANGENCIAL Y NORMAL DE LA 
ACELERACION 


El movimiento de una partícula en el plano o en el espacio se describe mediante 
una función vectorial r(£), donde el parámetro / denota el tiempo. A r( se le 
llama función de posición o trayectoria de la partícula. Recordemos que, por 
definición, la velocidad instantánea, la aceleración instantánea y la rapidez 
instantánea de la partícula en el instante t están dadas por: 

p dr 
1. Velocidad = v(^ = — 
dt 
: йу ат 
2. Aceleración =a(1)= — = —- 
dt dt 


: а 
3. Rapidez= | v?) || = ||т'@) | z 


TEOREMA 2.14.| Si una particula se mueve a lo largo de una curva, entonces 


2 2 
уд = ST) 2. а= Cir E N 
t 


Demostración 


Ver el problema resuelto 5. 


DEFINICION. | Componente tangencial y normal de la aceleración 


Se llama componente tangencial y componente normal de la 
aceleración a los términos 


2 2 
led (2) «lvl 


El teorema anterior nos dice que 
а=атТ+ ayN 


TEOREMA 2. 15.| Fórmulas para las componentes de la aceleración 


уга - dva] 


Iv] 


ат = 


Demostración 
Sea 0 el ángulo entre a y T. Entonces 


ат = |а | ЕЯ | v || а [соз 0 _ v.a 


M Iv] 
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у || а | sen Ө уха 
m= [e eno = lint оч 
EJEMPLO 7. | La función de posición de una partícula es 
r(A = (In(sec г + tan £), In sec t, £). 
Hallar: 
1. v(n/4) 2. | v(z/4) | 3. а(л/4) 
5. № (1/4) 


4. T(v/4) 
6. ат y an, las componentes tangencial y normal de la aceleración а(л/4) 


Solución 
= (sec t, tan t, 1). 


secí tan f£ + sec? t secí tan 1 


1. у= 1'(0 = | 
sect + tan t sect 
Luego, у(л/4) = (sec 1/4, tan п/4, 1) = (4 2 ,1, 1) 


2. [у/) | [2 19 | 2 4 (V2) ++12=2 


3. a(f) = v'(r) = r"'(t)= (sec t tan t, sec? t, 0). 
Luego, а(л/4) = (sec л/4 tan 1/4, sec? 1/4, 0) = (4 2 ,2, 0) 
(sect, tant, 1) 


42| sec 1 | 


(sect, tant, 1) (sect, tant, 1) — 


T(- r( — E 
| r'(t) | W sec? t+tan?t+1 y 2sec? t 


Е [ed (sec t, tan t, 1). 
// 2/2 
06 1) 


Luego, Т(л/4) о a (sec л/4, tan л/4, 1) 
uego, Т(л/4) = —————— (sec 7/4, tan 7/4, 1) = 
/2 


GI d 1) 


1 
2 
5. $аЬ т) к f, tant, 1) 
. Sabemos que = sec f, tan f, 1). 
42 
Restringimos esta igualdad al intervalo (0, 1/2), donde se encuentra 1/4, 


cost 
T(r)  ——(sect, tan £, 1 
e 


Derivamos: 
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T'(t)-7 == (sec t, tan t, sec? t, 0) — Sen ! (sec t tan f, 1) 
udi AED 42/2 Ж 
Luego, T(7/4)= 25 (42,2, 0)- 75 (21/1) 00 
T'(z/4) 1/2(0, 1, -1) 1 

N(7/4)= = = 0, 1, -1 

(97 Vero] [1200,1 -1 TE ) 
6. ape тые (121 1)+ (4220) _ 
MI 2 
42,1 1)x(Y2, 2, 0) | 
„- а. Tr АЕ eu 
У 


PROBLEMAS RESUELTOS 2.5 


PROBLEMA 1. | Probar el teorema 2.10 


Sea r(f) una curva suave y dos veces derivable. Probar que 


[TO] [roOxr" | 
LIS 2. KÀ = 
(ШОЛ [ro j 
Solución 
1. Sabemos, por el teorema 2.9, que £ = | r'(c) |. Además, usando la regla de la 
cadena: 
dT ата dT dT T' 
Puy c о = Z- TO 
t ds dt ds ds | г'(ї) | 
т' ' 
атто. s. Iro] 
ds [ro] [ro] 


2. Sabemos que T(/) = | Е | y, por el teorema 2.9, а г'(0) |. Luego, 
г 


г) = |т'@ | To) >r()= ^^ TO. (1) 


Derivando esta ecuación: 
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r'()- ÁS Т0) + — TO. Q) 
Multiplicando vectorialmente (1) y (2) 
r' х AJ = x ds x ' 
r(t) x г"@)= mor > TO x Т) + (а) та) x T'(r) 
Por el corolario del teorema 1,11, T(f) x T(t) = 0. Luego, 
r'(t) xr (0) BE jJ TA x T'(r) 


Como | T) | = 1, por el teorema 2.3, T(f) у Т'(ї)$оп ortogonales. Luego, 


tomando norma a la igualdad anterior y aplicando el teorema 1.11, 


rorot- (Ef ртт ($) 1101170 lsa ® 
dt dt 2 


ds Y 
-(£) Irol 


En consecuencia, | T'(f) | = | о | m | BEN | 
(=) Irol 
dt 
Por último, 
же EO - [roo] 
Iro] го 


PROBLEMA 2. | Probar el teorema 2.11 


Sea у = Дх) una función dos veces derivable y sea C el 
gráfico de f. Probar que la curvatura de C es 

Fx) 
ко LOL 
[iG | 


Solución 
Al gráfico de f lo parametrizamos como curva del espacio de la siguiente forma: 
C: r(x) = (х, Дх), 0) 
' y y 2 ү? 
Luego г(ху)=(1,/(х), 0), [еә | = y 1«G709) +0 = (1+(10)) 


Сар. 2 Funciones Vectoriales 135 


і j k 
г''(х)= (0, F, 0), rG)xr'Q)-|1. fœ) 0|=(0,0, f')) y 
0 f'(x) 0 


[roxro |= Jo +0? e(f"G9y. = | rw | 


Ahora, de acuerdo a la fórmula 2 del teorema 2.10 tenemos: 
[roxrol_ [Оо | 
ИШЕ 
[ro | (1+( row) 


к(х) = 


3/2 


PROBLEMA 3. | Probar las fórmulas de Frenet-Serret 


UE LUN 2. DS NU 3. AY eiie KT 
ds ds ds 

Solución 
1. Por definición, N(s) = EE y K(s))- аи | т''() |. Luego, 

| Т'(5) | ds 

ту) = | PG) | NG) = x) NG) 
2. E = —TN(s) es formula de definición de torción. 
$ 


3. Sabemos, por el problema resuelto 1, que N(s) = B(s) xT(s). Derivando esta 
ecuación respecto s: 


N'(s) = B'(s) x T(s) + B(s) xT'(s)=-7N(s) x T(s) + B(s) x xN(s) 


= TT(s) x №) – xN(s) x B(s) = 7 B(s) — x T(s). 


PROBLEMA 4. | Probar que B'(s) es ortogonal a T(s). 


Solución 


Sabemos que B(s) es ortogonal T(s). Esto es, 
B(s) - T(s) = 0 
Derivando esta igualdad: 


0= (B(s) . T(S))' = B'(s) * T(s) + B(s) * T'(s) 
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= B'(s) * T(s) + B(s) • 
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T'(s)|N(s) = B'(s) + T(s) + 0 =B'(s) + T(s) 


Luego, B'(s) es ortogonal a T(s). 


PROBLEMA 5. | Probar el teorema 2.14 
ds а? ds ; 
1. v) — T(t 2. а= — T +к| — | N 
(0) i (0) p 5 
Demostración 
1. v() dr _ ааз ds dr ds T() 
dt dt/ds | dt ds dt 
2 2 
2. а= 2 от) 2.57 d^s y ds dT ds 
dt dt аг dt dt аг? dt ds dt 
2 2 2 2 
_ d's (S dT атн (2) КМ 
dt? dt) ds аг dt 


PROBLEMAS PROPUESTOS 2.5 


En los problemas del 1 al 7, aplicar la fórmula 2 del teorema 2.10 y la fórmula 
del teorema 2.12 para calcular la curvatura y la torsión de la curva dada. 


1. r(ġ=( f, гу 


. r() = (t, 20, 2/3) 


. r(f) = (cosh t, senh t, f) 
. r(0 = (eS e”, 42 t) 


. Hallar la curvatura y torsión d 


6 
Rpta. к(ї) = зуу, %90=0 
E (4 «9? 
1/2 
4 2 
t +4t +1 2 
Rpta. k(1) = TRA = URINE 
(“+2 +1) t +41 +1 
Кра. к(ї) = : ті) = : 
| 2cosh?1 ' 2cosh? t 
42 —/2 
Rpta. K(i) = poo 05 ; 
(e +e) (e +e”) 


e r(t) = (e'cos t, e 'sen t, t) en el punto donde ¿=0 


Rpta. к(ї) = 2/6 ; 
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6. Hallar la curvatura y torsión de r(/) = (t— sen t, 1 — cos t, 4 sen 1/2) en el punto 


1 1 

donde 1=0 Rpta. k(t) = Ji {À =- 5 
7. Hallar la curvatura y torsión de r(A = (2cosh 1/2, 2senh 2/2, 21) en el punto 

1 1 

donde г=0 Rpta. к) = —, (0) = — 

id б 11) 5 


En los problemas del 8 al 11, aplicar la fórmula del teorema 2.11 рага calcular 
la curvatura del gráfico de la función dada. 


8. y=4px* Rpta. KÌ = 8[p | s 9. y-x^  Rpta. k(t) = ВЕЕ 
1+64p°x | [1924 | 
| cos x | х 
10. y = cos x Rpta. K) = — — — z 11. y=Inx Rpta. xt) = c 
| Lesen? | ex! 


En los problemas del 12 al 14, hallar: a. El radio de curvatura. b. La 
circunferencia de curvatura, de la curva dada, en el punto indicado 


1 
12. y= 1-22 en (0,1) Кра а. р= — bx +Q- 1/2} = 1A 
1 1 2 2 
13. у= — en (1, 1) Сес Б. (1-2 +(07- 2) =2 
х 
14. y = Incosx еп (0, 0) Кра. a. р= 1 b.x’ + (у+ 1) = 1 


En los problemas del 15 al 19, hallar ат y ay, las componentes tangencial y 
normal de la aceleración en el punto indicado. 


11 1 
15. (= (4173620,7) t=1 Кра. ат = = an = У 39 
16. r() = (32, 20, 31), 1= 1 Rpta. ат = 12 ах = 6 
7 \/ 53 
17. r(0)=(e,e 0, t=0 Rpta. ат =-—= ау = == 
J6 ~ J6 


18. r(A = (cos t, sen г, t), V t Rpta. ат = 0 ах = 1 


19. r(A = (е'соѕ t, e'sen t, &), V t Rpta. ат = 4 3e an= 426 
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SECCION 2.6 


LAS LEYES DE KEPLER 


En 1609 sucedió uno de los acontecimientos más importantes de la astronomía. 
Ese año, Johannes Kepler publicó su obra Astronomia Nova, en la que dio a 
conocer al mundo tres leyes que ahora llevan su nombre y que describían е] 
movimiento de lo planetas alrededor del sol. Estas tres leyes sintetizaron multitud de 
datos astronómicos logrados en miles de años de observación. Las leyes de 
Kepler fueron logradas empíricamente. En 1687, Isaac newton, en su obra 
monumental, Principia Matemática, usando las herramientas dadas por el 
cálculo, demuestra estas leyes, basándose en la Segunda Ley del Movimiento 
y en la Ley de la Gravitación Universal. 


« Planeta 


PRIMERA LEY O LEY DE LAS ORBITAS. Cada 
planeta se mueve en una órbita elíptica con el sol 
en uno de sus focos. 


SEGUNDA LEY O LEY DE LAS ARFAS. El rayo 
que va del sol al planeta barre áreas iguales en la 
elipse en tiempos iguales. 


TERCERA LEY O LEY DE LOS PERIODOS. El cuadrado del periodo de un 
planeta (el tiempo que demora el planeta en recorrer su órbita) es proporcional al 
cubo del semieje mayor de la órbita. Esto es, si T es el periodo del planeta y a es 
el semieje mayor, entonces 


T? = ka”, donde k es una constante de proporcionalidad. (i) 


Los resultados obtenidos en este capítulo nos permitirán probar las Leyes de 
Kepler. Nuestro trabajo lo dividimos en tres partes. En la parte 1 probamos que la 
trayectoria de un planeta cuando se mueve alrededor del sol, es una curva plana. En 
la segunda y tercera parte, probaremos la primera y la segunda ley de Kepler. La 
prueba de 1а tercera ley la dejamos como ejercicio al lector. 


Suponemos que tenemos un planeta de masa m que está girando alrededor del sol, 
cuya masa la representamos por M. Tomamos un sistema de coordenadas con su 
origen localizado en el sol. Sean: 


r = г (f) el vector de posición del planeta, 
у=у(ї) = rtf) su velocidad y a%=a (= v'(t)= r'(t) su aceleración 
La segunda Ley del Movimiento dice: Е = та (1) 


La Ley de Gravitación dice: 
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prt ча E 2) 
donde М ез la masa del sol, m es la masa del planeta, С es la constante 
ИМУ, г 
gravitacional, г = |r| y u= ir 
r 


Parte 1. La órbita del planeta es una curva plana. 


De (1) y (2), obtenemos 


г > a-2-——r---——u (3) 
ГА 


Esta igualdad nos dice que los vectores a у г son paralelos у, por tanto, 


axr=0 
Ahora, 


' 


уху+ гха= 0+0=0 


л, 'ху+гху 


En consecuencia, rx у ез un vector constante. Sea h este vector. Luego, 
rx v=h (4) 


Esta igualdad nos dice que, Vt, r=r (f) es ortogonal al vector h y, por 
tanto, г (f) está en el plano que pasa por el origen y es ortogonal a h. 


Parte 2. Primera ley de Kepler. 
La órbita del planeta es una elipse con el sol en uno de sus focos. 


Tenemos que r=ru v= e а (ruj- r'u+ ru 
E 5 dt dt 


' 


Reemplazando estas 1gualdades en (4) 
h=r x v= ru x (r'u*ru')-rr'uxu* r'uxu' =0 + uxu => 
h= гухи! (5) 


Tomando en cuenta (3) y (5) tenemos: 


axh- ке (uxu') - -MGux( uxu') 


= -MG| (u * u')u - (u* u)u'] 


Сото u • u= 1, por el teorema 2.3, u • u'= 0. Luego, 
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ax h=MGw'= “(бм u) (6) 
Por otro lado, 
ахв= Ds = (ух) (7) 
De (6) y (7): . ; 
a xh)- ¿Mm u) 


Luego, integrando, 
vxh=GMu+c, (8) 
donde e es un vector constante. 


Como у х h es ortogonal a h, v x h está en el plano XY. El vector u 
también está en este plano. En consecuencia, el vector e también está en 
este plano. 


Ahora tomamos un sistema de coordenadas 
tal que el semieje positivo X siga la dirección 
del vector e y el semieje positivo Z siga la 
dirección del vector h, como indica la figura. 


Si деѕ el ángulo entre c у г, entonces (r, 0) 
son las coordenadas polares del planeta. 


Tenemos que 


сео = |с ||| u | cos Ө= c cos 6, donde c7 |e| (9) 


Por otro lado, si ^ = | h 


, tomando en cuenta (4), (8) y (9) se tiene: 
k =h+h=(rxv)+.h =г (vx h)7 ru. (GMu * c) 
= rGM u.u+r(u»c)=rGM+rccos 0 


р? 
Despejando r en esta última ecuación: r= ————————— 
GM +ccos Ө 


Dividiendo el numerador y el denominador entre GM obtenemos 


k IGM — ekile 


с 
= ———=——————, donde e= —— 
1+ есо$ O 1+ есо$ 0 СМ 
Si d=hH?/c, finalmente tenemos r= E. эк 
l+ecos O 


De acuerdo al teorema 7.10 de nuestro texto de Cálculo Integral, la 
ecuación anterior es la ecuación polar de una cónica. Como la trayectoria 
de un planeta es cerrada, esta cónica es una elipse. 
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Parte 3. Segunda ley de Kepler. El rayo que va del sol al planeta barre áreas 
iguales en la elipse en tiempos iguales. 


Como en la parte 2 suponemos que la elipse, que es la órbita del planeta, 
se encuentra en el plano XY y que uno de sus focos está en el origen de 
coordenadas. 


Sea r = f(0) la ecuación polar de la 
elipse. Sea Р, la posición del planeta en el 
tiempo / y sea P la posición del planeta 
en el tiempo £2 fo. 


Sea 0 = (Xt) el ángulo formado por 
OP con el semieje positivo X. Sea 6 = 


Ato) el correspondiente ángulo formado 
por OP, 


S1 A es el área del sector de la elipse barrido por OP enel periodo de 


tiempo [fo, 4, sabemos, por el teorema 7.4 de nuestro texto de Cálculo 
Integral, que 


Derivando respecto a @ 
dA 1, 
e dl 
do 2 
y derivando respecto a /, usando la regla de la cadena, 


dA | dA dO _ 1,2 d0 
dt dO dt 2 dt 


(10) 


Por otro lado tenemos que: 
1 
r=(rcos O, rsen 0,0), u==r=(cos 0, sen 6 0) 
r 
Derivando este última ecuación vectorial, 


gu — ( —sen А cos gae 
dt dt dt 


Efectuando las operaciones indicadas se obtiene que ux 


SE ‚ 2 
La ecuación (5) nos dice que h= гахи! 


ИИ ; а0 
De estas dos últimas ecuaciones obtenemos: h= +? k 


40 
r 


De donde, һ=|һ| = P 
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| dA 
De (10) y (11) se tiene que p = 


A=A(0)= ise 


Integrando esta igualdad 


м [= 


Si A; es el área del sector de la elipse barrido por OP enel periodo 
[to, А], entonces 


Ai- А(һ) — Alto) = +c) *cJ- 10 to) 


Similarmente, si 4, es el área del sector de la elipse barrido por OP en 
otro periodo [2,, 3] de igual longitud que [to, t1], entonces 


h 
A57 3 (t = t5) 


h 
2 


h 
Luego, А = 2 (ti to) = (% b) = A» 


SECCION 2.7 


SUPERFICIES PARAMETRICAS 


En esta sección presentamos una introducción a las superficies paramétricas. Estas 
ideas extienden el concepto de curvas paramétricas, presentadas anteriormente. 


DEFINICION. Sean x = x(u, v, у = y(u, у) y z= z(u,v) funciones con 
dominio D, un subconjunto de del plano UV. El conjunto S de 
puntos (x, у, 2) tales que 


r(u, у) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v) 
= x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k, (и, у)є D 


es llamado superficie paramétrica S. Las ecuaciones 


x=x(u, у), у=у(и, у), z-z(uv)con(uv)eD 
son las ecuaciones paramétricas de 5. 


У 


0 
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Para visualizar la superficie S se cuenta соп dos familias de curvas que 
describimos a continuación. Si en la función r(u, v) la variable и se mantiene 
constante, и = uo, la función  r(uo, v) sólo cambia con la variable v y traza la curva 
Сы, que es la imagen del segmento vertical и = ие en la región D del plano UV. A 


este tipo de curvas la llamaremos curvas u—constante. Similarmente, si mantenemos 
v constante, v = vo, la función r(u, vo) traza la curva C, , que es la imagen del 


segmento horizontal v = vo en la región D del plano UV. A este tipo de curvas la 
llamaremos curvas v-constante. 


EJEMPLO 1. | Hallar una parametrización para el paraboloide z= х? + y? 


Solución 


Recurrimos a las coordenadas cilíndricas: 
x=rc0s 0, y=rsen0, 2=2 


Pero, z= x? + y? Dry = =," 
> y y y 


Luego, una parametrización para este paraboloide es 
r(r,0) =r cosQi +r sen 0j ^ r^ k, 
con dominio D= { (5,0) / ">20, 0<0<27} 


ie) cH 


En esta parametrización las curvas r—constantes son circunferencias paralelas al 
plano XY y las curvas Q-constantes son parábolas con vértice en el origen y están en 
planos que pasan por el eje Z. 


EJEMPLO 2.| Hallar una parametrización para la superficie esférica 


х2 + y PA 
Solución 


Recurrimos a las coordenadas esféricas: 


х= рѕеп ф cos O y-psen ó sen Ө z= pcos ф 


Pero, х2 + +22= а? y =x tyt > р =а 


Luego, una parametrización para esta superficie esférica es 


r(O, ф) = а sen ф соѕ0і * a sen ó sen Oj + а cos ФК, 


con dominio D= { (4, 0) /0<ф<л 0<0 <2л7} 


Las curvas Ө –сопѕќапќе son los meridianos, o sea las semicircunferencias que 
tienen como extremos los polos. Las curvas ¿—constante son las circunferencias de 
latitud constante, que son paralelas al ecuador. 
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EJEMPLO 3. | Helicoide 


r(r, 0) = (r cos Ө, rsen Ө, 0), 
0O<r<a, 0<0<67 
Las curvas r—constante son las siguientes hélices 
г(0) = (r cos 0, rsen 0, 0) 
las cuales se enrollan alrededor del eje Z tres veces. 


Las curvas O-constante son segmentos de longitud 
а que son perpendiculares al eje Z 


EJEMPLO 4. | Hallar la ecuación cartesiana e identificar la siguiente superficie 
paramétrica 


r(u,v) = Qu-v,1-u + 3у, 2*2u * v) 


Solución 


Tenemos que: х= 2и-у, yp=—u+3v+1l, z=2u+v+2 


Usamos las dos primeras ecuaciones para expresar u y v en términos de x e y. 


2y-2 
х+2у=5у+2=> у= Ut (D 
Reemplazando este valor de v en la ecuación de x: 
2y-2 -1 
х=2и- 2 2 > u= => 0) 


Reemplazando (1) y (2) en la ecuación de z: 


Зх+у-1 2 x+2y-2 
5 
Esta superficie es el plano 7x + 4y - 52+ 6 = 0 


z=2u+v+2=2 


+2 > 7x+4y-5z+6=0 


EJEMPLO 5. | Hallar la ecuación cartesiana e identificar la siguiente superficie 
paramétrica 


r(0,u)=a senh и cosĝi+ b senh u sen 0j + c cosh u k, 
0<0<2л, —o<u<o00 
Solución 


Tenemos que: x = а senh u cos, y= Б senh u sen Ө z = с соѕһ и. Luego, 
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Аһога, 
L y» 2 
xd s y senh? и cos? 0 + senh? и ѕеп20 — cosh? и 
a b с 
= senh’ и [сов20 + веп^@ ] = cosh/ и 
< 2 ыт гъ 
= ѕепһ и — соѕћ и = —1 
Sog y 
Esto es, = -5 - 32 = 1, que es un hiperboloide de dos hojas 
с а 


REPARAMETRIZACION DE LA GRAFICA DE 
=Дх,у), x=fy, z) o у=, z) 
Una parametrización para una superficie de la forma 2 = f(x, y) es la siguiente: 
r(x,y) =, y, Д, у)) = xi + у] + fec y)k 
Similarmente, una parametrización para las superficies x = Ҳу, z) es 
r(y, z) = (f, 2), у, 2) = fY, Di t yj +zk 
y para una superficie de la forma. у = f(x, 2) es 


r(x, 2) = (x, Дх, 2), 2) =xi + fx, z)j +zk 


EJEMPLO 6.| Parametrizar el paboloide hiperbólico 


ET 
2=х —y 


Solución 
r&y) 7 xi * yj + (а? -»^)k 
Las curvas x-constante son las parábolas z = k — y? 
y las curvas y-constante son las parábolas 2 = x^ — k. 


REPARAMETRIZACION DE UNA SUPERFICIE DE 
REVOLUCION 
Una parametrización para la superficie de revolución generada por la gráfica de 


у= (х), а<х<Ь, 
al girar alrededor del eje X es 


r(x, 0) = хі + fx) cos 0 j + Ҳи) ѕеп Ok, a<x<b, 0x 0 x2. 
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Para superficies de revolución generada por curvas que giran alrededor del eje Y o 
el eje Z, se obtiene  parametrizaciones similares. Así, para las superficie de 
revolución generada por la gráfica de 


х= Қ2), a<z<b, 
al girar alrededor del eje Z es 


r(z, 0) =f2)cos 0i+flz)jsen 0j +zk, a<z<b, 0<0<2x. 


EJEMPLO 7. | Hallar una parametrización para la superficie de revolución que se 
obtiene al girar la gráfica de 


y= 1+х? 


alrededor del eje X. 
Solución 


r(x, 0) =xi+ ү 1+x° cos Oj+ y 1+x? sen Ø К, 


—oo«x«oo, 0€ 0x 2z. 


Esta superficie es el hiperboloide de una hoja: 


y 21 
En efecto, 


2 2 
y+2or= [ч 1+ x? cos o) (у 1+x?sen o) y= 


PROBLEMAS PROPUESTOS 2.7 


En los problemas del 1 al 9, hallar la ecuación rectangular de la superficie 
paramétrica dada e identificarla. 


1. r(u, v) = ji tyj * uk Rpta. El plano у = 2x 


2. r(u, у) = (2и – у), 1-u+3v. 2 + 2и + v) Rpta. El plano 7x+ 4y – 5z = -6 


3. r(u, 0) = 4 соѕ01+ uj +4 ѕепӨ k Rpta. x! + 2° = 16. Cilindro circular 
4. r(u, Ө = исоѕ01+ иј + usen ӨК Rpta. х? +2 = ух. Cono 
2 y 
5. r(u,0) = а senĝi+ bcosO j+uk Кра. — + a = 1. Cilindro elíptico 
a 
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6. r(0, d) =asen ф соѕ01+ bsenó sen Oj+ccos pk, 0<0<2л,0<@<л. 
2 2959 
donde a>0,b>0 y c>0 Rpta. + 2-1. Elipsoide 
a b^ c 
7. r(Q и) = acoshu соѕ01 + b cosh u sen Oj +c senh u k, 0€ 0 € 27, —oo < u< oo 
2 E 
y Z 


donde a>0, b>0 y c>0. Rpta. a + a 1. Hiperboloide de una hoja 
a c 


8. г(0 и) = аи cos 0i + bu sen 0j - wk, 0<0<2л, 0<и< 
2 3 
dondea>0 y b>0 Rpta. z =7 + F Paraboloide elíptico. 
a 


9. (0 и) = aucos Oi + bu sen 0} + 1cos20k, 0<0<2x 0€u« o 
2 2 
dondea>0 y b>0 Rpta. z = - A Paraboloide hiperbólico. 
a 


En los problemas del 10 al 16, hallar una función vectorial cuya gráfica sea la 
superficie indicada. 


10. El plano z=x- y. 


Rpta. r(u,v)= (u+ v, 2и — v, -u), 00 <и < 00, —%0 < V< oo 


11. El plano x+ y+z=12 
Rpta. r(u, у) - (6 u — у, 2u + v, 6 — и), —oo < u < oo ,—% < v< оо 


12. El cilindro x? + 9z? = 36 
Rpta. r(u, Ө) = (6 cos 0, и, 2sen 0), 0 < 0x 2z, о < u < oo 


13. El cilindro z=2 y? 
Вріа. r(x,y)=(x, y, 2у2), —e <x < oo, —o < U< oo 


14. El paraboloide hiperbólico 2=х^— y’. 
Rpta. r(0,u) = (и cos Ө, u sen 0, cos20),0 € 0 X2n, —o «u« о 
15. Parte de la superficie esférica x^ + y^ + z^ = 16 que está sobre el plano z =2 
Rpta. r(0, ф = 4 sen à cosOi + 4 sen à sen 0j * 4 cos (К, 
0xó m6 0<0<27 
16. Parte de la superficie esférica x^ + y^ + 2^= 16 que está sobre el cono 
2= 4x +y 


Rpta. r(0, à) = 4 sen ф cosOi * 4 sen à sen 0j * 4 cos ФК, 
0<<3л/4, 0<0<2x 
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En los problemas del 17 al 20, hallar una función vectorial cuya gráfica sea la 
superficie de revolución obtenida al girar la gráfica de la función dada alrededor 
del eje indicado. 


1 y Я 
17. у= —, 1<х< 20. Eje de giro: X 
х 
E „1 
Rpta. R(x, 0) =xi+ —cos 0j + —senOk, 0<0<2m1<x <20 
x x 
1 q ; 
18. у= —, 1<x< 10. Eje de giro: X 
e 


1 1 
Rpta. rœ, 6) =xi+ — cos 0j + — sen ӨК, 0<0<2x 1<x<l0 
e e 


19. y=senz, 1<2< л. Eje de giro: Z 
Rpta. r(z, 0 = senzcos Oi+senzsen Oj+zk 0<0<2x 1<2<л. 


20. ==8- y, 1<y<2. Eje de giro: Y 
Rpta. r(y, Ө) = (8— у?) cos 0i+yj+(8-—y*) sen ӨК, 0<0<27, 1 Ey zz. 
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JOSEPH LOUIS LAGRANGE 
(1736-1813) 


JOSEPH LOUIS LAGRANGE nació en Turín, Italia, de ascendencia francesa. Es 
considerado como un matemático francés. Sin embargo, también es considerado 
como matemático italiano. Fue bautizado con el nombre de Giuseppe Ludovico 
Lagrangia. Más tarde, a este nombre se le dio forma francesa. Su padre fue tesorero 
de una oficina publica de Turín. 


Su familia lo indujo a estudiar abogacía. Su interés en la matemática nació al 
leer un trabajo de Halley en el cual aplica el algebra al estudio de la óptica. Desde 
entonces, por su cuenta, se abocó al estudio de la matemática, sin la ayuda de algún 
tutor o profesor. 


Lagrange es uno de los matemáticos más notables del siglo ХУШ. Gran parte 
de su obra está contenida en tres obras publicadas en París: Mécanique Analytique 
(1788), Théorie des Fonctions Analytiques (1797) y Legion sur le Calcul des 
Fontions (1806). En estos libros está resumida la matemática pura y aplicada del 
siglo XVIII. 


En 1756, Lagrange fue elegido miembro de la Academia de Berlín y el айо 
siguiente es reconocido como miembro fundador de Real Academia de Ciencias de 
Turín. Por esta época, la Academia comenzó a publicar su revista, Mélanges de 
Turín. Lagrange fue el principal contribuidor en los primeros volumenes. En 1766, 
a la edad de 30 años, sucedió a Euler como Director de Matemáticas en la 
Academia Berlín. Su trabajo matemático durante su estadía en Berlín fue muy 
variado: astronomía, mecánica, estabilidad del sistema solar, probabilidad, 
fundamentos del cálculo, etc. 


En 1787, Lagrange dejó Berlín y se mudó a París. Allí se incorporó como 
miembro de la Academia de Ciencias, donde permaneció hasta el final de su 
carrera. 


ACONTECIMIENTOS PARALELOS 


Durante la estadía de Lagrange en Paris estalló la revolución francesa (1789) 
y fue testigo del Reino de Terror (1793-1794). Vivió los primeros años de la era 
napoleónica. En Venezuela la campaña libertadora ya estaba en plena marcha. 
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SECCION 3.1 


FUNCIONES DE DOS O MAS VARIABLES 


En nuestro capítulo anterior hemos tratado funciones de valores vectoriales de una 
variable real. En este capítulo estudiaremos las derivadas de funciones de valores 
reales de dos o más variables reales. Este tipo de funciones son abundantes. Así, en 


А 7 ia 1 T 
la fórmula que nos proporciona el área de un triángulo, А = Сы , es una función de 


dos variables, la variables b y h, que representan la longitud de la base y la longitud 
de la altura. El volumen de una caja rectangular, V = lah, es una función de las tres 
variables /, a y h, que representan el largo, ancho y altura de la caja. El promedio 


1 23 , Las 
Р = —(х+ху+. s T3.) es una función de n variables. La notación para estas 
n 


funciones es similar ala utilizada para funciones de una variable. Así, 


1. z= f(x, y), significa que z es función dex y de y. Aquí, z es la variable 
dependiente y x, y son las variables independientes. 


2. w = fix, y, Z), significa que w es función de x, y, z. Aquí, w es la variable 
dependiente y x, y, z son las variables independientes. 


3. u= f (Xi ху» s la significa que и es función de xı , X2, . . ., Xn. Aquí, u es 


la variable dependiente y xj, хә... , x, son las variables independientes 


Nosotros, casi exclusivamente, trabajaremos con funciones de dos o tres variables. 
Para un desarrollo más preciso, establecemos la definición de función de dos y tres 
variables. 


FUNCIONES DE DOS VARIABLES 


DEFINICION.| Una función real de dos variables es una función 
FD>R,z= Ax, y), 
donde D es un subconjunto de R?. 


El conjunto D = Dom ( f) es el dominio Y Z 
de la función y puede verse como una 
región del plano XY. 
Elrango de f es el conjunto =/(х, y) 


Rang (f )7 { (х,у) eR/ (х,у) єр} 
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La gran mayoría de veces, una función se presentará mediante una fórmula 
algebraica, sin especificar el dominio. En este caso entenderemos que el dominio 
está conformado por todos los puntos para los cuales la fórmula está definida. Se 
llama a este conjunto el dominio natural de la función. 


EJEMPLO 1.| Función polinómica y función racional de dos variables. 


Se llama función polinómica de dos variables, x e y, a una función 
X mn " 
que es suma de funciones de la forma cx y , donde c es un número 
real y m y n son nümeros naturales. 


Así, son funciones polinómicas, las siguientes: 
Дх, y) = 55у? — 3! +2, 
gx, y) =x y + 40у? - 10xy' 


Я - EAE 2 
Si z = f(x, y) es una función polinómica, entonces Dom( f ) = К 


Una función racional es un cociente de dos funciones polinómicas. 


y X; " А 
Si A(x, у) = fe») es una función racional, entonces 


E 


Dom( h ) = R? -{ (x, y) cR? / g(x, y) - 0] 


Si f(x, y) = 4 g(x,y), entonces Dom (f) = ta. y) ER? / g(x, y) > 0} 


EJEMPLO 2. | Dada la función f(x, y) = y 36-9x? —4y” . Hallar: 


a. El dominio de f b. El rango de f 


Solución 
a. Tenemos que: 
36-9-4y>0 > 92 +4у2 <36 © 4 z pia 
Luego, 
Dom (f) = le jen s du 


Esto es, el dominio de f está conformado por los puntos 
del plano que están dentro y sobre la elipse 
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b. Sea z=4/ 36-9x? -4y? . 
Como z es la raíz positiva de 4 36-9x? -4у?° , tenemos que z>0. (1) 


Por otro lado elevando al cuadrado z =4/ 36-9x? — 4 y? se obtiene que: 
= 36-91? -4y? <> 9x? « Ay) +22= 36 
Pero, 9х2 +4y 20— z«36 >|2|<6 = -6<2<6 (2) 
De (1) у (2) setiene0 xz x 6. 
Luego, Rang (f) = [0, 6] 


EJEMPLO 3. | Hallar el dominio de la función fx, у) = In y- x°) : 


Solución 
En general, si f(x, y) = In(g(x, y)), entonces 
2 
Dom (f )- { (х, y) eR / g(x, y) » 0j 


En nuestro caso tenemos que g(x, y) = y — х? у 
у-ж№>0< y»x 
Luego, 
Dom (f)= [х у)е в /у> xj 


Esto es, el dominio de / está conformado рог los puntos del plano que están 
estrictamente arriba de la parábola y = х? 


OPERACIONES CON FUNCIONES DE DOS VARIABLES 


Las operaciones con funciones de dos variables se defines de manera enteramente 
análoga al caso de funciones de una variable. El lector, con sólo agregar más 
variables, puede extender esta definición al caso de n variables, con n > 2. 


DEFINICION. | Dadas las funciones f: Dr К, е: р, ә R, donde 


Dy -Dom(f) y Dg = Dom( g) 
1. Lasuma o diferencia de / y g esla función 
ft g:DjfIDg э R, ($13) (0 y) = Дух, y) + gi. y). 


2. El producto de f y g es la función 
fe: DjADg э R, (Ја) у) = Дх, y) 80, y). 
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3. El cociente de f y g esla función 


Lo a (Den fi. 
g g g(x,y) 


donde Dyg = DfNDg — {(х,у)є D¿ / в(х,у)=0 } 


EJEMPLO 4. | Sean las funciones f(x, y) = щ(у =x?) у g(x,y)= y 9 -x -y 
Hallar, con sus respetivos dominios, las funciones: 


1. f+g 2. fg „7 


Solución 


En primer lugar, hallemos el dominio de / y el de g. 

En el ejemplo anterior se encontró que Dy = (o y) eR?/ у> х2} 
2 2 2, 2 2 

Рог otro lado, (х, у) € Dg < 9-х -y 20 O х + y <3. 


Esto es, Dg = (y) eg? /х2 + y? < 32 | 


Ү у= 


Dr 
Ahora, 


1. (у +в)@,у)= Дх, у) + 6») = In(y=1?)+ 9-х 
Dr+g = Dy ADe 


Il 


((1y)eR?/y>x) f {(х,у)є В? à +y? «y 


{(х,у)є В? /ух>х?,х? +y <32) 


Esto es, el dominio de la función f + 2, está conformado por los puntos que 


2 


están dentro y sobre la circunferencia x^ + y? = 3 y están estrictamente arriba 


de la parábola y = x. 
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2. (fa) 6) 6) 805 3) (у) f 97:2 у? 


El dominio de fg es el mismo que el de f + g . Esto es, 


Dg- {(х,у)є ®? /у> xx ey? «3? 


Pen fen), np-*) 
: "E (ху) /9—,2—)? 


Dgg = Рур, — {(х,у)є Dg /в(х,у)=0 ] 


= DfNDg — (oy) e Р, /x? + у? =9} 


= {(х,у)є В? / у> х?, x? +у?<3?) Юк, 


GRAFICA DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES 
Sea f: D > К una función de dos variables, z = f(x, y). Se Пата gráfica o 


gráfico de esta función al siguiente subconjunto de R? 
S= {(х,у,а)є ®?/2= fe») y (x»)en] 


Al gráfico de una función z = f(x, y) también se le llama superficie. 


EJEMPLO 4. | Esbozar el gráfico de la función 


Дх, у) = 4 36-9x? ду? : 
Solución 
Sea z= 4 36-9x? -4y? . Tenemos que z 2 0. 


Por otro lado, elevando al cuadrado y ordenando obtenemos: 


Z= 36-9x? - Ay! > ox? c Ay? +22-36 
2 2 2 
хут um 


2 32 6 X 2 
Esta ültima expresión es la ecuación de un elipsoide. Sin embargo, como z > 0, la 


gráfica de la función f(x, y) =4/ 36—9x? – 4y? es la mitad superior del elipsoide 
x y 2 
Е: AS 5 
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OBSERVACION. 
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Si se cuenta con la gráfica de una función z = f(x, y) se puede 
deducir intuitivamente el rango de esta función. Este está dado 
por la proyección del gráfico sobre el eje Z. Así, en el ejemplo 
anterior, se ve claramente que la proyección del gráfico de la 


función fx, y) = 4 36-9x?-4y? sobre el eje Z es el 
intervalo [0, 6]. Esto es, Rang ( f ) = [0, 6]. Este resultado lo 
obtuvimos analíticamente en el ejemplo 2, parte b. 


CURVAS DE NIVEL 


La intersección del plano horizontal z = k con la superficie z = f(x, y) es una curva 
en la superficie que está a la altura k del plano XY, llamada curva de contorno. La 
proyección vertical de esta curva de contorno sobre el plano XY es la curva f(x, у) 
= К, llamada curva de nivel de la superficie 


Curva de contorno Curvas de nivel f(x, у) = Е 


EJEMPLO 5.| Sea la función f(x, y) = x ^ y? +1 


a. Hallar el dominio de f. 


b. Hallar el rango de f. 


с. Esbozar el gráfico de f. 


d. Dibujar las curvas de nivel correspondiente 
a k-1,2,5y 8. 


Solución 


a. La función f(x, y) = x^ + y? + 1 es un polinomio. Luego, 


b. Como x? + у? 20, fx, у) xi - y! +121. 
Luego, Rang Cf) = [ 1, 00). 


Y 2 2 f 
с. La superficie z= x + y + 1 es un paraboloide 


Dom (f)=R? 


circular con vértice en el punto (0, 0, 1). 
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d. k=1 >x +y «1-12 x y! =0 
Esta curva de nivel se reduce а un punto, el 
origen (0, 0). 


Y 
k=2 >x + у +1=2 >x +y =1 
Esta curva de nivel es la circunferencia de 
centro en el origen y radio r = 1. 
2 2 2 2 
k=5>x +y +1=5 >x +y =4 
y y Г X 


Esta curva de nivel es la circunferencia de 
centro en el origen y radio r — 2. 


k=8 >x +y 41-8 > +y =7 
Esta curva de nivel es la circunferencia de 
centro en el origen y radio r= JT: 


EJEMPLO 6. | Identificar y esbozar las curvas de nivel de la silla de montar 


mI: 2 
2= х - у 
Solución 
Si > 0, las curvas de nivel son la hipérbolas х? – y? = k, o sea 


2 2 
х y ET 


(e) (Vx) 


Si k< 0, las curvas de nivel son la hipérbolas y? — x? = — k, o sea 


Si k — 0, entonces 
y-x-0e(y-x)(y-x)-0€y-7x б y=x, 
que son dos rectas que pasan por el origen. 
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FUNCIONES DE TRES VARIABLES 


Una función real de tres variables es una función 
ПЛЕ КҜ, у= f(x, y, 2), 
donde E es un subconjunto de R`. 


El rango de f es el conjunto 
Rang (7) = {/@ y3eR/Qy2eEj 


EJEMPLO 7. | Hallar el dominio y el rango de las siguientes funciones 
1 


№ a x y? 


b. goo y, 2) = y In (2=x) 


а. Дх,у,2)= 


Solución 
а. (x,y, z) e Dom (f ) < 22+x2+y?>0 < (х, у, z) % (0, 0, 0). Luego, 
Dom (/) = R^ - { (0, 0,0) } 


. 1 
Por otro lado, los valores de la función Дх, y, z) =————— son 


y 22 4x2 4 y? 


estrictamente positivos y los podemos hacer tan grandes o tan pequeños como 
queramos, tomando puntos (x, y, z) cercanos o lejanos al origen. Luego, 


Rang ($) = (0, 00) 
b. (x; у, 2) e Dom(g) &»z-x »0 Dz >x. Esto es, 
Dom (f) = | (x »z) eR! z»x] 


Es fácil ver que: Rang (g) - R 


El gráfico de una función de tres variables, f: E > R es el conjunto 
| (х, y,z,w) eR*/w= f(x,y,z) y (x,y,z) eE ) 


Este gráfico. por estar en un espacio de cuatro dimensiones, es dificil visualizarlo. 
Para ayudarnos en el estudio de la función f contamos con las superficies de nivel, 
que son las superficies que tienen por ecuación 


Дх, y, 2) = k , donde К es una constante 


EJEMPLO 8. | Identificar las superficies de nivel de las funciones: 


a. Дх, у,2)=х +у +22 


b. gl, yz-z-x-y 


Solución 
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a. Las superficies de nivel son las gráficas de la ecuación х + у> +22 =k 


Si А> 0, la superficies es una esfera de centro en el origen y de radio МЕ 
Si k=0, la gráfica consiste únicamente del punto (0, 0, 0, 0). 
Si k<0, no hay superficie de nivel. 


2 a n р 2 2 2 
b. Las superficies de nivel son las gráficas de la ecuación z^- x° -y = k 


Si k>0, la superficies es un hiperboloide de dos hojas. 
Si k=0, la superficies es cono 
Si k<0, la superficies es un hiperboloide de una hoja. 


PROBLEMAS RESUELTOS 3.1 


PROBLEMA 1. | La función f: R? >R estal que f(x +y, x — y) = Axy. 


1. Hallar la fórmula que defina а f(x , y) 
2. Hallar f(2, 5). 
3. Hallar f(3x, 4). 


4. ¿A dónde manda f los puntos de la hipérbola x = y = 1? 
Solución 


1. Sea х+у= а y x-y-f. 
у= +8 a - В 


х+у=а 
Resolviendo el sistema | hallamos que x = сле у у= 


х-у= 8 2 2 
Ahora, 


Fla, В) = Дх +у,х ву e (£22 (222]- 7 8°. 
Esto ез, fla B)= Ê- ff. 


En igualdad anterior, cambiando la variable с por la variable х y la variable 8 


por la variable y, obtenemos: f(x, y) = xu y. 


2. 40,5)-2^ -5 ——21 


3. fax, 4) = (3x) - 4 = 92 — 16. 


4. S1 (x, y) está en la hipérbola, entonces х? – y =] y (х,у) = eic y =1, 


Esto es, f manda a los puntos de la hipérbola dada a 1. 
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PROBLEMA 2. | Hallar el dominio de la función f(x, y) = NI x?-1 4 a 4-y? 


Solución 
Ѕеа а(х, у) = Vx? -1 y ло) = Y 4? 
Dg= | (ху) ®?/х^-1>0 }= ((1,y)eR?/x? 21] 
= Í (x»)eR'/xs-1 v x21} М 
Рһ= | (x.y)eR?/4-y? 20] | 
= { (х,у) ®? / у? <2} uN E 
= ( (x,y)eR?/-2< y<2) 5; 


Df = Dg nD,- | (x. y) eR? /x «-1 v х>1} Г\{ (x,y) e R?/-2< у<2} 


2 

PROBLEMA 3. | Hallar el dominio de la función f(x, y) = E OE 
х? + y? —9 

Solución 

2 
y“ -x 
(x, y) € Dy &» ————— 20 
4 х? + у? -9 


Sly=x20 ^x ty-9»0)v(5-x <0 ^x ty -9«0) 
e (xz ^ х +у> 32) м (25 ^ х + y < 32) 
Si у= | (х,у)/х< y! ^ x «y! >з? у R2 = {(х,у)/х> y? ^ x + у? <3?\, 


entonces Dy = R1 U R2 


gus р" 


Dr=Ri U R2 
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PROBLEMA 4. | Hallar el dominio de la función f(x, y) = cos ! (z) 
x 
Solución 
Sea cos*[2) - Luego, È =c0s 0 y -1<2%<1>3-1<2 a 2<1. 
X X X х х 


Pero, х2 0 v x«0 
Si x> 0, entonces 


-1< a ups —-х<улу<х 
X X 


Si x « 0, entonces 


-1<” a pee -х>улу>х 
X X 


En consecuencia, 


Dy— f(x. y)/x» 0 ^ —XXy ^ у<х}0 (х, у)/х<0 ^ —-X2y ^ y2x) 


PROBLEMAS PROPUESTOS 3.1 


ЗЕ 


Sea f(x,y)=xy- 1, hallar a.f(3,2) b. f(5,4y) e f(x ^y, x —y) 
Rpta. a.f(3,-2)=-7 b. f(5,4y) = 20y-1 e fæ+y,x-y)=x -y -1 
2. Sea f, y) =x y -xy * 1,x(0 720 y у(0 t , hallar 
a. f (x(t), y) b. (1), »(1)) 


Rpta. a. f (0), (0) = 4$ t —2 1 b. РО), (0) 23 
3. Sea f(x, у) = е* 77, х() = (A y yO = In(I/t), hallar 


a. f (x(t), y(0) b. f (x2). »Q)) 
Rpta. a. f (Ò, y(0) = Ë b. f(x(2), у(2)) = 4 
y 
4. Sea f(x, y) f (61? -1)at , Hallar: a. f(x, y) b. /Q, 1) 
Rpta. a.f (x, y) = 20у — x) x -y b./Q,1)-- 13 


л 


. Sea f(x, у) =In(+? +)? ), hallar 
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a. x аб) ЛО). Z, siho) = 05) 
Т ах 


Rpta а. = = b. — = 
dy 1+ y? X 


dg 2y dh _2 
Xx 


6. La función f: R? > R estal que f(x +y, х- у) = x+ xy. Hallar la fórmula que 


1 
defina а Ax, y). Rpta. f(x, y) = e +a) 


7. La función f es tal que f(x/y, x+y) =x ey Hallar 


a. La fórmula que defina a lx, у). b. El dominio de f. 


-1 
Rpta. a. f(x, y)= dl b. у= ((x,y)/x%-1) 


8. Sea La función Дх, y, z) = хуг? —3. Hallar: 
а. f, -1, 1/3) b. A-6, Ê, e) c. a+b, a-b, b^) 


Rpta. a. -7 b. -f e —3 с. abt — Ь° —3 


En los problemas del 9 al 18 hallar el dominio y el rango de la función dada. 


9. Ро, у)= х2 +52 -2 Кра. Ру = R?, Rang (f ) =[ 2, оо). 
10. у(х, у) = х\/у Ера. Ру={ (х,у)/у20 ], Rang (f )= R 


11. fena Rpta. Df = (x, y) )/у>0 }, Капе (f ) = R 


13. fG,y)- 4x * Ay Вр. рұ= у)/х>0 ^ y 20 |, Rang(f) =[ 0, oo). 


1 1 
+= Кріа. Dy — 


14. Fo, y) = Nus Jy 
15. fœ, у) = [ху 


Кра Ру={(х,у)/х>0лу>0 } U l(x.»)/x 0^ y €0 |, Rang (/) =[ 0, оо). 
16. (х, у) = 4 9—x2- y? Кра. Dj =| (х,у)/?+у° <9 |, Rang (f ) -[ 0, 3]. 


17. f(x, у) = | In +? + y?) Rpta. Dy = R?, Rang(f) =[ 0, оо). 


| 
{ ( 
12. Ук,уу)=]х+у Кра. Dy=1 (x,y)/x+y20],  Rang(f) = [0, 00). 
as 
(C 


y)/x>0 ^ y 20 ), Rang(f) = (0, оо). 


18. f(x y)7 Е Крга. Dj = В? —{(0,0)}, Rang (f ) = (0, oo). 
In (14? + y? 
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19. f(x, у) = sen” (x +y? -3) 


Rpta. Dj = (х,у)/2.< х?+у* «4 \, Rang (f )=[-л/2, л/2]. 


En los problemas del 20 al 29 hallar el dominio de la función dada. Describa el 
dominio en forma simbólica y en palabras 


20. f(x, y) = ln(x? +y? -1) 
Rpta. Dp=( (х,у) х?+ y?>1 К Los puntos del plano que están fuera del 
circulo unitario, excluyendo los puntos de la circunferencia unitaria. 
21. f(x, у) = In(xy) 
Rpta. ру={ (х,у)/х>0л y >0 } U (х,у) х «0^ у<0 ] . Los puntos del 


plano que están en el primer o tercer cuadrante, excluyendo los ejes. 


22. f(x, у) = In(y+x)y y-x 
Rpta. ру={ (x,y)/ y >-XNMY2xX js Los puntos del plano que están arriba 


de la rectas y = ~x, y = x, excluyendo los puntos de la recta y = ~x e 
incluyendo los puntos de la recta y = x que cumplen con x > 0. 


23. f (x, y) = sen” (x) + y. 
Rpta. Dy— { (х, у) /-1<х<1 } ‚ La franja vertical del plano encerrado por la 
rectas х = —1 y x =1, incluyendo las rectas. 
24. f (x, y) = sen” (x) – sen” (у). 
Rpta. Dy— { (х,у)/-1<х<1л-1<у<1 } . El cuadrado del plano encerrado 


por la rectas x=-—1,x =1,у = –1 y y =1 incluyendo los lados. 
25. fe y) = y Vx 
Rpta. Dy-| (x, y)/ у> Vx ^xz0 ) . Los puntos del plano que están arriba 


de la rama parabólica y = Vx y a la derecha del eje Y, incluyendo a 
los puntos de la rama parabólica y al semieje positivo Y. 


Гоу) = 4 x-J» 
Rpta. р;=| (х, y)/x > у ^y20 n Los puntos del primer cuadrante que 


están a la derecha de la rama parabólica x — Му ‚ incluyendo los puntos 
de ésta y los puntos del semieje positivo X. 


27. f(x, y) = In(1+ y - x) 
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Rpta. ру={ (x,y)/ y 2x ho Los puntos del plano que están arriba de la 
recta y = х, incluyendo sus puntos. 
28. f(x, y) = (x-y)N 2—1 
Rpta. ру={ (х,у,2)/2>1 la Los puntos del espacio que están arriba del 


plano z = 1, incluyendo los puntos del plano. 


29. у(х, у) = 4 x e y^ +22 1 + In(4 x? y? 2) 


Rpta. ру (х, y,z) /1<х° + у? +22<4 ) . Los puntos del espacio comprendido 


entre las esferas centradas en el origen y de radio 1 y 2 incluyendo sólo 
los puntos de la esfera de radiol. 


En los problemas del 30 al 36 describir las curvas de nivel de la función dada. 


30. f(x, у) = 4 xy Rpta. Familia de hipérbolas: xy = K 


31. РО, у) = 4 у? -х? Rpta. Familia de hipérbolas: y -x =K 


32. f(x, у) = (> -x Rpta. Familia de parábolas: y — x uet 
2 2 
33. f(x, y) = ех *? Rpta. Familia de circunferencias: x y =]n k, k>1 
х2 у? 
34. f(x, у) = 4— 4x? -y? Rpta. Familia de elipses: JAA == 1, 0<k<2 
1- k^ 4-k 
4 


2 
35. f(x, у) = 5 24 E Rpta. Familia de circunferencias: х? + (v т)? = yi 
x + y 


E -ky  (y-Q/k 
36. f(x, y) 7 => +2y Rpta. Familia de hipérbolas: Y (00-070) ( y Z 
y +2х 


Г е) (ё- 


En los problemas del 37 al 40 describir las superficies de nivel de la función dada. 


37. f(x, y, 2) =x- 2, Rpta. Familia de cilindros: х = 2+ К. 


2 
38. f(x, у, 2) =(х^ + y? + 2) . Rpta. Familia de esferas: x^ UN +22 = үк 


39. f(x, у, 2) = 4 4x? +4у? —z. Rpta. Familia de paraboloides: = 
2 


2 
40. f(x, у, 2) =y 9x? +4y? +62. Rpta. Familia de conos: (z- (k/6)y. VI E 


=x уг 
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SECCION 3.2 


LIMITES Y CONTINUIDAD 


CONJUNTOS ABIERTOS Y CONJUNTOS CERRADOS 


DEFINICION.| Bola abierta. 


Sea x, un punto de К" y r>0. La bola abierta de centro en 
хо y radio ғ, denotada por B(xo, r), es el conjunto de puntos x de 
R” que están a una distancia de xy menor que r. Esto es, 


В(хо, г) = {х ЄК" / |х - xol <r} 


Veamos como es una bola abierta en los casos particulares n= 1, 2, 3. 


а. Sin= 1, entonces В" =, xp es un número real y la norma es el valor absoluto. 


En este caso, la bola abierta В(хо, r) es el intervalo abierto (xo =r, Xo t r). En 
efecto, 


x-xl«r «> -r«Xx—xy&«r€» xo rsx €«rtx 
Luego, Baxor) = {x € R/ ГЕЧЕ = (xo- r, Xo +1) 


b.Sin-2ysi хо= (х0, Yo) у х = (х, y), entonces la bola abierta B(xp, r) es el 
conjunto de puntos “interiores” del círculo de centro en (xo, yo) y radio r. Esto 
es, el conjunto de puntos del círculo que no están en la circunferencia. En efecto, 


|х 7 xo| <7 < | (1x0) +(y 30)" SEI e (x-xy *(v-»o) < 
Luego, 
B(xo, г) =} (х,у) e R2/ (х-х)*+(у- ж) <2} 


c.Sin=3 y si хо= (хо, Yo, Zo) y X7 (х, у, 2), entonces la bola abierta B(xo, r) es 


el conjunto de puntos “interiores” а la esfera de centro еп (хо, уо» zo) y radio r. 
En efecto, 


| x — xol <r c» n (к=җ) +(y=y0) Мес) <r 


> (1x0) +( yy) * (zz) <7 
Luego, 


В(хь г) ={ (xy, 2) € R/ (х хо) +(90) + (2-20) <P} 
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7, 
Xor Ху Xotr 
X Y 
n=1 n=3 


DEFINICIONES. | Sea U un subconjunto de R^ . 


a. Conjunto abierto. 


Un punto x de U es un punto interior de U si existe r > 0 tal que B(x, r) С U. 
Un conjunto U es un conjunto abierto si todos sus puntos son interiores. 


b. Punto frontera y frontera de un conjunto. 


Un punto x € R" es un punto frontera del conjunto U si toda bola abierta 
B(x, r) con centro en x contiene al menos un punto de U y al menos un punto 
que no está en U. La frontera de U, es el conjunto formado por todos sus 
puntos frontera. A la frontera de U se lo denota por OU. 


x es punto interior de U x es punto frontera de U 


c. Conjunto cerrado. 


Un conjunto es cerrado si contiene a todos sus puntos frontera. Eso es, 4 es 
cerrado si 04 С А. 


EJEMPLO 1. | a. El espacio total R” es abierto, ya que todos sus puntos son 


interiores. En efecto, si x es cualquier punto de IR", toda bola 


abierta B(x, r), cualquiera sea el radio r, está contenida en К". 


b. Toda bola abierta B(xo, r) es un conjunto abierto. Ver la 
demostración en el problema resuelto 8. 


Cap.3 Derivadas Parciales 167 


с. La frontera de una bola abierta В(хо, ғ) de R? es la 
circunferencia que la bordea; es decir, la circunferencia de radio 
r y centro Xe. 


d. R” es cerrado. En efecto, es evidente que R”, por ser el 


espacio total, no tiene puntos frontera. Es decir, OR" — y 
como Ø C В", entones IR? es cerrado. 


Si un conjunto contiene sólo a algunos y no todos sus puntos 
frontera, entonces el conjunto no es ni abierto ni cerrado. 


LIMITE 


Consideramos una función de n variables f: U >R, donde UT Res un 
conjunto abierto. Sea xy un punto de U o un punto de su frontera. El significado de 
Lim f(x)=L 
XX 
es enteramente análogo al caso de una función de una sola variable. Intuitivamente, 
significa que al valor f(x) lo podemos acercar a L tanto como se desee con sólo 
mantener a x cercano a xe. La precisión de esta idea la establece la siguiente 
definición. 


DEFINICION.| Sea f: UC В" OR, donde U es un conjunto abierto. Sea xo 
un punto de U o un punto de su frontera. Diremos que el límite de 
f(x) cuando x tiende a x, es L, lo cual lo escribiremos así 


Lim f (x)- L 


X—XQ 


si dado cualquier € > 0 (por pequeño que sea) existe б > 0 tal que 
0«|x-xo| «8^ xeu > l59-Ll <e (1) 


La desigualdad 0 «| x — xo || implica que no consideramos el caso х = хо, lo cual 
significa que para el límite, el valor f(xo) no interesa. Aun más, la función puede no 
estar definida en el punto хо. 


Por otro lado, la condición x є U de la expresión (1) sólo es necesaria cuando xo 
es un punto de la frontera de U. En efecto, si Xp € U, como U es abierto, se escoge 
© lo suficientemente pequeño para que la bola abierta B(xp, © ) esté contenida en 
U. Еп este caso, 0 < | X—XQo | < 8 implica automáticamente que x є U y en 


lugar de (1) se escribe simplemente así: 


0«|x-x | «8 => [Дх-1|]<є Q) 
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OBSERVACION. | En el caso particular de que f sea una función de dos 
variables, esta definición se expresa así: 


Sea f: UC R? > R, donde U es un conjunto abierto. Sea (хо, yo) 
un punto de U o un punto de su frontera. 


Lim f (x, y) =L, 


(x y) (o. Yo) 
si dado cualquier = > 0 existe б > 0 tal que 


0< y (х-х„)* +(9=y0 «6 n(x,y) e U => | Дх, m-Ll<e 


EJEMPLO 2. | Mediante la definición de límite probar que: 
1. Lin x-a 2. Lim  y-b 


(x. y)>(a, b) (x, y)>(a, b) 
Solución 


El dominio de ambas funciones es U =R? . Por lo tanto, la condición (x, y) € U 
se cumple automáticamente. 


1. Sea fx, у) =х y L =a. Entonces | Дх,» -L| Е Ix- al. 


Luego, dado € > 0, debemos hallar б > 0 que cumpla: 


0« y (xa) «(y-bJ. «8 > | x-al <e a) 
Bien, tenemos que 
Ix-al- | (х-а)? < Jara + (yb) Q) 


En consecuencia, para el € > 0 dado, tomamos ё = = 


Veamos que se verifica (1). En efecto, por (2) y considerando que б = €: 


0c (ra «(y-b) «8 >  |x-al «8 > | x-al <e 


2. Similar a 1. 


EJEMPLO 3.| Mediante la definición probar que: 


2ху? 


im =0 
(x, y)>(0. 0) х4 + y? 


Solución 
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2xy? 


4 y? 


El dominio de la función f(x, у) = es U=R?-Í (0,0) } 


Dado e > 0, debemos hallar б > 0 que cumpla: 


2 
0< 4 (x-0)? +(y-0) <8 A (5y)eU => 2 770 <E 
x +y 
O sea, simplificando, 
2 
os hey! <8 m IE <e (1) 
x+y 
Bien, 
2 2 2 
= = 2|х | I < 2)х| = =2|x|=24x <2 х2 +у? 0) 
x +y X +y y 


£ : 
Luego, tomamos б = 2 y teniendo en cuenta (2), obtenemos (1). En efecto, 
2 
€ 2 
0« y 1% + y? CE = uu ys <e > АУ 


хі + y? 


<= 


En el siguiente teorema presentamos las leyes de los límites para funciones de 
varias variables. Estas leyes y sus demostraciones son las mismas que las 
correspondientes leyes de los límites para funciones de una variable. 


TEOREMA 3. 1.| Leyes de los límites para funciones de varias variables. 


Sean f, g: U С R” — К dos funciones definidas en un 


conjunto abierto de IR^. Sea xy un punto de U, o bien, un 
punto de su frontera. Supongamos que 


Lim f(x)=L y Lim g(x)=M 
XX XX, 
Entonces 


1. Lim (f £g)(x) = Lim(f(x)*20))-7 Lim f(x)+ Lim g(x) =L+M 


XX, XX 


2. Lim( fz)(x) = Lim(f(x)g69)7 Lim f(x) Lim g(x) =L M 


XX, хх) 


3. Lim (с) (х) = Lim (cf (x)) = c Lim f (x) =cL, donde c es una constante. 


XX XX X—XQ 
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Lim f (x) 
4. tm (^) sg л. = A xeu 
хэхо\ g x>x g(X) Аш в) M 


5. Lim Y f(x) = Y Lim f (x)= VL, donde L2 0 sin es par. 


X—Xo X—Xp 


COROLARIO. | Sif: R? > В es una función polinómica, es decir, 
Дх у) = e y", donde c,,, es una constante, 


m,n 
entonces 
Lim (х,у) = У ошй" = f (a,b) 
(х0) 90,0) E 
Demostración 
Lim (ху) = Lim CX Vd 
(+. y)>(a, b) e) туз à 

- Lim Con X y^ |, or (1 
2 Um „| тх У | por (1) 

m,n 
= С, Lim x" y" |. or (3 
2, mn NL y | por (3) 


- Li Li , 2 
Lem a] uma): mo 


m,n 


- Уссат рог е1 ејетріо 2. 


m,n 


El corolario anterior se refiere a funciones polinómicas de dos variables. Sin 
embargo, es obvio que también se cumple para funciones polinómicas de 3, 4 o más 
variables. 


EJEMPLO 4. | Aplicando el teorema anterior y su corolario, hallar 


3| 2 2 2 
a Lim 3 y-2 Lim Аке EM ES 2 
(3252) x? +y? (xy, z)>(0, 0,1) xX +y +25 + 1 


Solución 
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: 2 
Lim 3x^y-2 
200 30y-2 TEM = 3(-1) (2)-2_ 4 
$ Lim 5 5 = 3 
(130,2) x? + y Lim (+3) (+25 
(x y) >(=1 2) 
Lim Y? + 2472 — 5 
qx ey +22 — 5 (х,у,2)(0,0,1) d 


b. Lim CIEN 
(x»22(001 x? +у? +2? + 1 Lim (+ y du 1) 
(х, y, z)>(0, 0, 1) 


a 


: 2 2 2 
3 Li x +у +25 | – 5 
ИЕ ba ene) 
Lim (P ex «zs 1) 
(x, y, z)>(0, 0, 1) 
NOST M EE 4 5 


0-0 P+ ї+ї 2 


INDETERMINACION DE LA FORMA 2 


Muchas veces, al calcular el límite de un cociente, cuando el límite del numerador 
"E ; ; ; 0 
y el límite del denominador son ambos 0, aparece la forma indeterminada m Como 


el caso de funciones de una variable, la indeterminación puede salvarse mediante 
procesos algebraicos como simplificación o racionalización. 


y -1 


EJEMPLO 5.| Evaluar Lim 
(x.»)9(.1) x?y? 21 


Solución 

TEE uu P Gv- D (2? x1) 
Am A == == 1m AAN A A A 

(ху)ә(Ь1) х2у2 -1 (ху»)ә(%1)  (ху—1)(ху+1) 


- Lim x? y? +ху+1 E 1212 +1(1)+1 СЕ. 
(х,у)ә(1,1)  xy+l 1(1)+1 2 


LIMTES A LO LARGO DE CAMINOS 


Nuestra intención, en esta parte, es extender las ideas de límites laterales tratados 
en nuestro primer curso de Cálculo. 
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Supongamos ahora que tenemos una función de dos variables, z = f(x, y), y un 
punto (хо, yo) en su dominio. En este caso, nos podemos acercar а (xo, yo) a través 
de las infinitas curvas que pasan por (xo, yo). De todas estas curvas, tomaremos las 
que son suaves, o sea las curvas que son descritas por funciones que tienen derivada 
continua. A estas curvas las llamaremos caminos o trayectorias. Si C es un camino, 
al límite de la función Дх, y) cuando (x, y) se aproxima a (xo, yo) a lo largo del 
camino C lo denotaremos así: 

Lim / (х, y) 


(x y) >(%o, Yo) 
(a lo Largo de C) 


Recordemos la definición de límite dado anteriormente para funciones de dos 


variables: f: UC R?>R, 


Lim  f(x,y)=L, si dado cualquier = > 0 existe б > 0 tal que 
(x y) (20. Yo) 


0< d (х-х„)* +91 Y «8^QG, eU» fx p-Ll «e 


Aquí, la ünica restricción que nos ponen para aproximamos а (xo, yo) es que no 
salgamos del dominio U. Por lo tanto, el límite siguiendo cualquier camino C 
contenido en el dominio U y que pasa por (xo, yo) deber ser también L. En 
consecuencia, si existe un camino a lo largo del cual el límite no existe o si existen 
dos caminos a lo largo de los cuales obtengamos límites diferentes, entonces el 
límite tampoco existe. En resumen, tenemos el siguiente resultado. 


TEOREMA 3. 2.| Regla de las trayectorias 


1.581 Lim (х,у) = L, entones, para todo camino C que 
(x y) (o, Yo) 


pasa por (xo, yo) se cumple que Lim ГА (х, y) =L. 
(x у)Э(х,, Yo) 
(a lo largo de C) 


2. Si existe un camino С que pasa por (xo, yo) para el cual no 
existe el límite de f a lo largo de C, entonces no existe 


Li 
Eus eu 


3. Si existen dos caminos que pasan por (xo, yo) a través de los 
cuales obtenemos dos límites diferentes, entonces no existe 


Li " 
cu e 


EJEMPLO 6. | Un límite que no existe. 


2 


Evaluar Lim ——— 
(х, y)>(L 0) x^ + y^ -1 
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Solución 


1. Hallemos el límite a lo largo del eje X, o sea, a lo largo del camino 


С.= { (00) /у=0 } 

2 2 

AA а араб 
(х,у)ә(1, 0) x24 2-1 x x?40? —1 xl 

(а lo largo de Cj) 


2. Hallemos el límite a lo largo de la recta vertical que pasa por el punto (1, 0), o sea, 
a lo largo del camino 


C; 1o »/x-1] 


2 2 2 
Lim | ——-——-  Limz2—-—- Lim%= Liml=1 
(xy)>(L0) x? +y? -1 y>0 12 +y -1 y>0 y? y<>0 
(а lo largo de C) 


2 


Estos límites son diferentes. Luego, no existe Lim == 
x, y) AL, 0) x^ + y^ -1 


EJEMPLO 7.| Otro límite que no existe. 


2 
xy 


Evaluar Lim 
(x y)>(0, 0) х4 + y? 
Solución 


1. Hallemos el límite a lo largo del eje X, o sea, a lo largo del camino 


Ci l6 »/y-0j 


2 2 
Lim ERO AM 
x, yJ2(0, 0 4 2 x0 xí +02 x>0 x>0 
x+y x 
(а lo largo de Cj) 


2. Hallemos el límite a lo largo del eje Y, o sea, a lo largo del camino 


Co= 16 »/ x-0] 


2 2 
Lim ЖУ = Lim—--- Lim =Limo0=0 
(х, y)>(0, 0) х EN y? y>0 0“ +y? y>0 у“ y>0 
(а lo largo de C;) 


A esta altura podríamos sospechar que el límite es 0. Sin embargo, 
ensayemos con un tercer camino. 
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3. Hallemos el límite a lo largo de la parábola y = x;o sea, alo largo del camino 


Сз= { (y /y=X* } 


2 
. х 1 Loo b 
1 Z? = Lim = im — = Lim — 
(х,у) (0, 0) 54 +y x>0 4 2Y 150 2x4 | y50 2 
x +{х 

(alo largo de C;) 
Como tenemos caminos a lo largo de los cuales los límites son diferentes, 


2 
xy 


concluimos que no existe Lim x ud 
(x. y)>(0, 0) x ty 


EJEMPLO 8. | Un límite que existe. 


2:2 


Р x^y 
Evaluar Lim 
(о) о 0) 22 4 y? 


Solución 


1. Hallemos el límite a lo largo de la recta у = тх. Osea С | = ta. y) / у= тх} А 


Observar que cuando m = 0 tenemos el eje X. 


2.2 2 2 2.4 
Lim ry = Lim E (mx) = Lim йү 
í bu ue х? +у? x20 y? + (mx) x20 y? (1+x?) 
a lo largo de 1 
2.2 2 
т (0 
cpu. equa PI pos qug 
x90 14m x20 1+т x90 


2. Hallemos el límite a lo largo del eje Y. C= { (х, у) /х=0 } 


í 0 . 0 ; 
Lim 2 = Lim 57 Lim — = Lim 0=0 

UN х2 pu y20 0% + у y20 y yo0 

a lo largo de 2 


3. Hallemos el límite a lo largo de la parábola y =x?. O sea С; = { (х, у) А yea } 


2 
x? ES | 6 х 02 
Lim T im = Lim ar x 0 
(x,y)>(0,0) 2 2 x20 y2 ( + a] x>0 l+x 1+0 
(alo largo de G) ARNE 


Los tres resultados obtenidos anteriormente nos hacen conjeturar que existe el 
límite indicado y que es iguala 0. Pero, esta conjetura, para aceptarla como cierta, 
debe ser probada. Para esto, aquí, recurrimos a la definición de límite. 


Dado = > 0, debemos hallar б > 0 tal que 
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2,2 
0< (x-0f + (9-0)? «8 > 50 | <e 
x +y 
O sea, 
0< 2 2 -ó > xy! « 
4 x^ y 2-5 £ 
x^ y 
Bien, tenemos que: 
3-2 22 22 x (à +у?) 
ху _ ху Ге ВИЕ << 2+2 < 82 
х? + y? х2 + y? х2 + y? х2 + y? 
Esto es, 
2-2 
x^y < 8 
х? + у? 


En consecuencia, tomamos ё = ү €. 


Comprobemos que esta escogencia рага & funciona: 


0< 4x + y? <ð > 


2.2 
Xy 


х2 +у 


2 
< (у = 
(05€ 


La regla de las trayectorias para probar la no existencia de un límite, aunque la 
hemos enunciado para funciones de dos variables, ésta es válida también para 
funciones de 3 o más variables. 


EJEMPLO 9.| Probar que el siguiente límite no existe 


2.3 
xy"z 


Lim 


(х,у, 23>(0, 0, 0) xf y 26 


Solución 


1. Hallemos el límite a lo largo del eje X. C = t. y, Z) / y=0,z= 0} 


Lim ——— = иш—————= Lim—= Lim0=0 
(x. y, z)>(0, 0, 0) х6 4 26 хәб x64 (oy хәб x x0 
(а lo largo de С) 


2. Hallemos el límite a lo largo de la recta diagonal. С = { (x, у, 2) / y-x-z } 
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Ou 2 3 
; ху 2  X(x) (x ; . 1 
Lim X Е p POE. Lin—-- Lim== — 
(х, y, z) 0, 0, 0) x6 y 76 x20 х6 +(х)° x>02xf x>02 2 
(а lo largo de C;) 
ху? 2? 
Como los dos límites son distintos, el límite Lim no existe. 


(x. y, z)>(0, 0, 0) x6 y 76 


CALCULO DE LIMITES MEDIANTE COORDENADAS 
POLARES O COORDENADAS ESFÉRICAS 


Algunas veces, para evaluar ciertos límites de una función de 2 variables, es 
conveniente hacer un cambio a coordenadas polares. En el caso de 3 variables, es 
conveniente cambiar a coordenadas esféricas. En términos precisos, 


1. Si buscamos Lim 
(x, y)>(0, 0) 


tenemos la función  F(r, 0) = f(r cos 0, r sen Ө). 


f (x, y), haciendo el cambio x = r cos 6 y =r sen б, 


Ahora, sabiendo que r = 4 x? + y? , tenemos que (x, у) > (0,0) & r> 0”. 


Luego, Lim ,y)= Lim F (r,0). 
5 (х, y)>(0, y e ») r>0* í ) 


2. Si buscamos Lim f(x,y,z), haciendo el cambio 
(х, у, z)>(0, 0, 0) 


х= psen ó соз O. у= psen фѕеп 0,2 = рсоѕ ф, 
obtenemos la función F(p, 6 à ) = Ќр sen $ cos 6 р sen $ sen 0, р cos Ө). 


Ahora, como p= y х? + y? +2? , tenemos que (x, у, z) >(0, 0, 0) € p > 0”. 


Luego, Li ,y,z)= Lim F(p, 0, д). 
БЕ OS perz) рр еб) 


El siguiente teorema nos dará respuestas rápidas. Su demostración la presentamos 
en el problema resuelto 7. 


TEOREMA 3. 3 


1. Si F(r, 0) = g(r, Ө) h(r), donde g(r, 0) es acotada y 


Lim h(r)- 0, entonces 
Ы 


Lim F (r, 9)= Lim [е (т, 0)h(r)]=0. 


r=>0* 


2. Si F(p, Ө à) = glp, Ө à) h(p), donde g(o, O, à) es acotada y 
Lim h (p)=0, entonces 


p>0 
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Lim F(p, 6, ф)= Lim [2(». Ө, $)n(p)]=0. 
p>0 p>0 


EJEMPLO 9.| Cambiando a coordenadas polares, probar que 


х2 2; 
Lim 2: cx 
(х,у)Ээ(0, 0) x? y 
Solución 
Tenemos que: 
2 2 
xy? Е (r cos) (r sen) 2 соѕ20 ѕеп20 r^ 
Дх, y) z 2 m U 


х? + y? (r соѕ0)? *(r seng)? г? (соз20+ѕеп20) 


= cos?0 ѕеп20 г? = F(r, 0) 
Si hacemos g(r, 0) = соѕ20 ѕеп20 y h(r)7 r^, entonces F(r, 0) = g(r,0) h(r) 
La función g(r, 0) es acotada. En efecto, 


| (7.6) | = | соѕ20 sen? |- | соѕ20 | | ѕеп20 | <(DO)=1 


Por otro lado, la función h(r)=r? es tal que Lim h(r)= Lim 12=0. 
r—0* r—0* 


Luego, por la parte 1 del teorema anterior, 


2:2. 
Lim xY Lim [Е (r, 0)| = Lim [ cos? ѕеп20 "| -0 
(x. y)>(0, 0) x? + y? r—0* r>0* 


EJEMPLO 10.| Aplicando coordenadas polares, probar 


x*y? 
Lim "UNE US 0 
(х, y)>(0, 0) x ty 
Solución 
Cambiando coordenadas polares tenemos que: 
4 3 
x*y?  (rcosO) (rsen) соѕ0 ѕепЗ0 r’ _ costa senta E 


X + у* (r cos oy +(r sen oy rÍ (соз®Ө +sen*0) cos^0 + епі 


4 3 
І cos Ө sen"Q 
La función 0(0) = ————————— es acotada. En efecto, 


cos^0 + sen^Q 
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4 3 3 3 
(0) | = n sen”0 [sento | <1 
cos Ө +ѕеп Ө ¡Sen 0 1+ 0 
cos^ 
Por otro lado, la función A(r)=7 es tal que Lim h(r)= Lim г? = 0. 
r>0* r=>0* 
En consecuencia, por el teorema 3.3, tenemos: 
4 3 4 3 
Lim —= Lim aa | | =0 
(x. y)>(0, 0) x^ + y r>0" | соѕ Ө +sen*0 


EJEMPLO 11.| Cambiando a coordenadas esféricas, probar que 


Lim Ее) 
(х, y, z)>(0, 0, 0) x? +y? + 22 
Solución 


Tenemos que: 


e xz _  (psengcos0)(p sen ф sen 0)(p cos $ ) 


xy +2? (p sen $ cos oy + (p sen ф sen oy *(p cos ф y 


3 2 
„р чёп рыч Econ (sen? cos ó sen Ө cos ө)» 
p 


La función 2(0 9) = ѕеп2ф cos ф sen Ө cos Ө es acotada. En efecto, 
|2(0, $) | = | ѕеп2ф cos ф sen Ө cos 0 | 
< | ѕеп2ф | cos ф || sen Ө || cos 0 |< (1) (1) (D (1) =1 
Por otro lado, la función А(р) = pes tal que Lim h( p) = Lim p =0 
p0* p90* 


En consecuencia, por la parte 2 del teorema anterior, se tiene 


m , us тш Tun [(веп2ф cos ф sen Ө cos ө) А = 0 
xy, ZA, 0,0) x” + y +z p 
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CONTINUIDAD 


La definición de continuidad para funciones de varias variables es exactamente la 
misma que para funciones de una variable. 


DEFINICION. | Continuidad en un punto. 


Sea f: UCR” 5 R una función definida en un conjunto abierto U 


de RP y sea xo e U. Se dice que fes continua en x, si se cumple que 
Lim f (x)- хо). 
XX, 
También se acostumbra definir la continuidad del siguiente modo: 
f es continua en хо si se cumplen las condiciones siguientes: 


1. f está definida en xo, Es decir, existe Axo). 


2. Existe Lim f (x) 


XxX) 


3. Lim f (x)- хо). 


Observar que la tercera condición ya lleva implícita a las dos primeras. En efecto, 
Lim f (x) = (хо) ya nos está diciendo que tanto el límite como f(xo) existen. 
XX, 


En términos de 2—0 esto se expresa así: La función f es continua en хо si 
ve >0 38 >0 tal que |x-x, | «8 — | Хх) - xo «€ 


La función f es discontinua en x, si no es continua en хо. Esto significa que no 
se cumple al menos una de las tres condiciones anteriores. 


Si no se cumple la condición 2, la discontinuidad es esencial. En cambio, si se 
cumple esta condición y no se cumple la condición 1 o 3, la discontinuidad es 
removible. Se llama así, porque la discontinuidad puede eliminarse redefiniendo la 
función así: 


Дх) = Lim f(x). 


XX, 


es continua en 


EJEMPLO 12.| Determinar si la siguiente función f(x) = 


el punto (0, 0). 


Solución 


El dominio de f es R? - ((0, 0). Como / no está definida en (0, 0), no se 
cumple la primera condición de la definición. Por tanto, / es discontinua en (0, 0). 


180 Cap.3 Derivadas Parciales 


Sin embargo, esta discontinuidad es removible. En efecto, en el ejemplo 6 anterior 


2.2 
; x 
se demostró que Lim E 0. Luego, a la hacemos continua 
q 2.2 g 
DERIT 


redefiniéndola así: 


Jte yj Em si (x, )«(0,0) 


0, si (x, y) - (0,0) 


EJEMPLO 13.| Determinar si la siguiente función g: RR 


2 
х 


Уві (х,у) + (0,0 
80,5) = 41 x* «y? ИО 


0, si(x, y)=(0,0) 


es continua en (0, 0). 


Solución 


2 
Sabemos, por el problema resuelto 5, que el límite Lim = Y по existe 
(х,у) (0, 0) xt + y? 
y, por tanto, falla la condición 2 de la definición de continuidad. Luego, la función 
g es discontinua en (0, 0). Esta discontinuidad es esencial. 


DEFINICION. | Continuidad en un abierto. 


Sea f:UCR”> R una función definida en un abierto U 


de R”. Se dice que f es continua en U, o simplemente 
continua, si f es continua en todo punto x de U. 


EJEMPLO 14. | Verificar que una función polinómica 
f; R2 > R, fxy)- ка. з 
т,п 
es continua en R? . 
Solución 


Sea (a, b) cualquier punto de RR? . El corolario al teorema 3.1 nos dice que 


s Te y 0» = Эр" = f (a,b) 


m,n 
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Esta igualdad nos dice que el polinomio es continuo en el punto (a, b) y, como es 
cualquier punto de R? , concluimos que es continuo en R?. 

Por supuesto, este resultado también es válido para una función polinómica 
f:R”" > R den variables. 


De la definición de continuidad y de las leyes de los límites (teorema 3.1) se 
demuestra, sin mucha dificultad, el siguiente resultado. 


TEOREMA 3.4! Sean f,g:U C R"> R funciones definidas en el abierto U 


de В" y sea c una constante. Si f g son continuas en U, 
entonces 


1. La función f + g es continua en U. 
2. La función fg es continua en U. 


3. La función cf es continua en U. 


4. La función "a es continua en U — {х e U/ g(x) = 0} 
g 


5. La función Y f(x) es continua en U si n es impar y en 


U- lx e U/ fix) <0} sines par. 
De acuerdo al ejemplo anterior y a la parte 4 de este teorema, la función racional 


f 


-— es continua en su dominio, que es IR" — {х eU/ (х) = 0} 
g 
2 


EJEMPLO 15. | La función racional A(x, y) = —=— es continua en 
x^-yt-l 


R^ { (х,у) / х? + у= 1} 
O sea, h es continua en todo el plano, excepto en los puntos de 


la circunferencia x? + y? =1 


El siguiente teorema, cuya demostración omitimos, nos dice que la composición 
de dos funciones continuas es continua. 


TEOREMA 3.5| Continuidad de una función compuesta. 


Sea f: UC R”— R, donde U es un abierto deR”. Sea 


g: 1 К, donde! < R es un intervalo que contiene a AU). Si 
f es continua en x eU y g es continua еп f(x), entonces la 
función compuesta g of es continua en x. 
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EJEMPLO 16.| Verificar que la siguientes funciones son continuas en R?. 


2 3 
1. Бх, у) = e 7 2. С (х,у) = sen(+y/(+7 +y? +1)) 


2 3 
3. Hx, y) = e Y + son(xy/ (x? + y? +1)) 
Solución 


1. La función f(x, y) =x? — y? es un polinomio y por tanto, es continua en todo R?. 


La función g(z) = e^ es la función exponencial, de cual sabemos que es 
continua en todo R 


Tenemos que F= g o f. Luego, por el teorema anterior, F es continua en R?. 


T х 2 ; 
2. La función f(x, y) = -= es una función cuyo denominador nunca se 
x^ +у +1 


anula. Por tanto, f es continua en todo R? . Sabemos que la función g(z) = sen z 
es continua en todo R 


Tenemos que G = g o f. Luego, por el teorema anterior, С es continua en R?. 


3. Vemos que И = Е + G. Luego, la función H es continua en todo IR? , por ser 


suma de dos funciones continuas en R? . 


PROBLEMAS RESUELTOS 3.2 


3 
x y 


PROBLEMA 1. | Probar que el siguiente límite no existe Lim 
(x,y)>(0, 0) x6 + y? 


Solución 


Hallamos los límites por varias trayectorias. 


1. Sea C; eleje X. С= { (у) /у=0} 


| x? (0) | 

Lim ————- Lim 

(к, у)э(0,0) x$4(gf х0 
(А lo largo de Cj) 


= Lim0=0 


2. Sea C; el eje Y. Q= { (х,у) / x ^0] 
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3 
0 
Lim UI A фе 
(х.у)э(0, 0) (0) +y? y>0 y? уэ 
(A lo largo de С) 


3. Sea С; la recta y = mx, donde m + 0 


3 3 4 
x" (mx 
Lim = = = Lim | de =: im ul 
(х,у)ә(0,0) х? + y x>0 х° (mx) x0 y? (xt +m?) 
(A lo largo de C;) 
2 2 
т(0 
= Lim "ES (0) - 0-0 
x20 х'+т (0) +m m 
4. Sea C, la parábolas у = ax”, donde a + 0 
3 x? (ах?) 5 
Р ху | : 
3200) © 77 Lim 35 Lim y 37725 
x,y)>(0, 0 + x>0 6 2 x>0 | + | 
(А lo largo de C4) ES * +(ах | A 
0 
E A ж 


x>0 х2 ка? (0) «a? a? 


A esta altura podríamos conjeturar que el límite si existe y es igual 0. Nuestra 
conjetura es falsa. En efecto, tratemos este otro camino. 


5. Sea С; la curva у=. 


3 x) (+) 6 
Lim YY = Lim = Lim — = Lim Че 
(х,у)ә(0,0) x$4.52 x20 6 (39 хәб х%°(1+1) x02 2 
(A lo largo de C;) 4 x 


Como los límites por caminos distintos no son iguales, el límite no existe 


PROBLEMA 2.| Cambiando a coordenadas polares, probar 


sen (+ + y?) 
1. Lim | ——————-1 
(х.»)ә(0,0) 24, 


х sen(x? + у) 
2. Lim EC OE ЕВЕ 0 
(»»)9(00) х^ +у 
Solución 
sen и 


1. Recordemos que Lim =1 y que r= х2 +у 
uo0 и 
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Tenemos (x, y) > (0, 0) <r > 0”. Luego, 


sen (+? «y! se(r?) E sen(u) 


Lim | ——— — —- Lim 2 —], donde и= 1? 
(xy) 9(0, 0) х2 + y? r30* r из u 
x sen (x? «y! | sen (+? +y?) 
( 


Lim 1 Lim 
) (»)0.0 x24? 


-[oJ[1] 70 


PROBLEMA 3.| Cambiando a coordenadas polares, probar 


Lim | ———— ——-0 
(х»)ә(00) 324.5? 
Solución 
sen (х + ”) sen(7? (cos'0 sen*0)] 
Lim = Lim 7 
(х,у)ә(0,0) x? + y? r=>0* r 


(Aplicando la regla de L'Hopital) 
3r? (cos'o t sen?6]cos (^ (сов'0 + sen*9)] 


r>0* 2r 


Pero, g(r, 0) = 5 (оо? +зеп30) сов? (cos*9 +sen*9)) es acotada. En efecto: 
| е (7,Ө) | = | (cos*0+sen*0)cos(r” (cos*0+sento)) | 


< | (cos*9+sen*9) | 


El eos(r? (сов?Ө+веп?ө)) | 
2 
< 2| (cos*9+sen*9) (o < Al | соѕ?0 | 4 веп?@ | | < x +1)=3 


Por otro lado, tenemos h(r) ^r y Lim r=0. 
r>0* 
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Luego, por la parte 1 del teorema 3.3, 


3 3 
sen|x^ + y 
Lim | | = Lim Е (совӨ+зеп?Ө)со[,5 (со20+ х0), = 0 
(х, y)>(0, 0) х2 + у? r>0* 


1— 
PROBLEMA 4.| 1. Probarque Lim 1©%9У—1 
(x. y)>(0, 0) xy? 2 


2. Hallar el numero real c que hace continua en (0, 0) a la 
siguiente función 


1—cosx . 
=. si (х, у) = (0, 0) 
Дх, y) = 4 3x^y^ +x y 


с, si (x, у) = (0, 0) 


Solución 


1. Sea и = ху. Tenemos que (x, y) > (0, 0) > и > 0. Luego, 


1- . T= А : 
Lim LM = йк e = Lim (L'Hopital) 
(x. y)>(0, 0) x y u>0 u u>0 2и 
" l gy SE a me 1 
2u>0 u 2 2 
l-cosxy _ E 1-соѕ ху _ Я l-cosxy 1 


а о сакл ыо i 23 
(x. y)>(0. 0) 3x^y^ ex^ у? (x y)>(0 0) x^y^ (3e y) (5»)9(00) x^y^ 3+у 


- Lim мазы ЕСС | Lim = 
(x»)9(0,0) x2 y? (x. y)>(0, 0) 3+ y 


Н 


Я 1 
Para que f sea continua en (0, 0) debemos tener que f (0, 0) = e Luego, c = 


ol 


PROBLEMA 5.|1. Hallar la región del plano donde la siguiente función es 
continua. 


Áx, y) = | 


x? +4у?, six? +4y? <1 


six? +4y2>1 


E 


2. Redefinir f para que sea continua en todo R? 
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Solución 


1. El dominio de f es R?. 


Sean U,- |х, y)/ x? +4y?<1 k 


О = {(х›)/ x? +4у?> 1 | y 


C= |, y)/ x? +4у?= 1 | 
Los conjuntos U} y U, son abiertos y el conjunto С es frontera de ambos. 


En el abierto U} la función f es el polinomio f(x, y) = х? +4 y? . Por lo tanto, f 


es continua en todo U, . 


En el abierto U, la función f esla función constante f (x, y) = 2. Por lo tanto, f 
es continua en todo U; . 
Examinemos la continuidad en el conjunto C. Sea (xo, D un punto de C. 
Luego, 
xy? +4 Des =1. 


Por ser (хс, Xo.) un punto frontera de U; , tenemos que 


Li ores Li 2 +ду2\ = 2 4 „2 =]. 
wey ») al Tu ) Ko ERY 
((х, y) еп 0) 


Por ser ( x un punto frontera de U; , tenemos que 
o, Yo, р 2 Я 


Lim — f(xy)- Lim (2) =2 
(x »)308. Yo) (х, у)э(х,, Yo) 
((х, y) en U;) 
Como los dos límites son distintos, no existe Lim ГА (х, у) у, еп 


x, y)2(x,. Yo) 


consecuencia, f es discontinua en (х, Уо ). 
m А 2 A 2 
Conclusión: f es continua еп U} U U, = R^- С. О sea, f es continua en R*, 


excepto en los puntos de la elipse С.: х2 + 4y? =1, 


2. En vista de que Lim f (x. y) = 1 redefinimos f del modo siguiente: 
x, Y) (o, Yo) 
(x. y) en ui) 
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2 2 iA. 2 
x^-4y^, six" +4y* <1 
к») 


1, six? +4y2>1 


PROBLEMA 6.| Mediante la definición € —8, probar que 
ху+х2+у2 
2 


Lim =0 
(x, y, 2)ә(0, 0, 0) x2 + y? +z 


Solución 
Debemos probar que dado €> 0, existe un б> 0 tal que 
Xy + х2 + yZ 


2 2 


0< | (x, y, z)- (0, 0, 0) {< б =» 
х2 +у +2 


-0| <€ 


O sea, 


Xy t XZ + yz 
0< Jx EE холаи 
\/ x^ y? +2? 
Bien, considerando que 


|> | EX x ey qz. y | < х?+у* +22, |2 | ga x^ y^ za , tenemos 


у+хш+уи | |х||у| + [lla] + 151121 


da Ry uz? x 4 y^ +7 
2 2 2 2 2 2; 
3d x +у +2 4x tytctz 
< куе шу СМО БЕСЕ шз Эш? 


х2 +у2 +22 
: £ ; 
En consecuencia, tomamos ё = E y asíobtenemos 
€ ху+х®+ yz € 
0< 4x +y +z <8 => 4 E < N x py Er 437 =є 
3 х2 + y 42? 3 


PROBLEMA 7.| Probar el teorema 3.3 
1. Si F(r, 0) = g(r, 0) h(r), donde g(r, 0) es acotada y 


Lim ^(7) = 0, entonces 
r—0* 
Lim F (r, 0)= Lim | g(r, 0)n(r)]=0. 


r20* r>0* 


188 Cap.3 Derivadas Parciales 


2. Si F(p, Ө 9) = glp, Ө 9) h(r), donde g(p, @ 9) es acotada y 
Lim A(r) = 0, entonces 
r>0* 
Lim F(p, 9, $)- Lim [е (р. 9, 6)H(0)]=0. 
p>0 p>0 
Solución 
1. Como g(r, 0) es acotada, existe M > 0 tal que 
| (т.б) |< M, V (7, 0) 
Debemos probar: Dado e > 0, existe 6 > 0 tal que 0«r«6ó >| F(r,0) | «£g 
Bien, como Limh(7) = 0), para & = EUN , existe б > 0 tal que 
r0 M 
0«r«8 > |h(r) «e = 
Ahora, Si 0 <r < 6, tenemos 
€ 
|F (r, 8)-| g(r, 8)n(r) = АС 8) | h(r) |< м h(r) [<me =M 7 =g 


Esto es, hemos probado lo que buscábamos: 


0«r«8 2 |F(r, Ө) |< = 
2. Similar a la parte 1. 


PROBLEMA 8. | Probar que una bola abierta B(xy, r) de R” es un conjunto 
abierto 


Solución 
Sea x un punto de B(xo, r). Debemos hallar un 5 > 0 


tal que Bx, s) E Bíxo, ғ). La figura adjunta nos 
sugiere que 


s-r- |х|. 


Ahora, sea y € B(x, s), entonces | y-x| <= y, de 


acuerdo a la desigualdad triangular, tenemos 


ух. | = [ух [+ [x-xol <s + || |х| |х =7. 


Luego, B(x, s) С В(хо, r). 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 3.2 


En los problemas del 1 al 15 usar las leyes de los límites y los teoremas sobre 
continuidad para hallar el límite indicado. 


1l. Lim —Y— Араб 2. Lim 9) х2+у2-7 Rpta.3 


(х, y)>(0, 0) x? "s y? +2 (x. »)2(-3. 5) 
А 1 : 1 

3. Lim 2. Rpta. — 4. Lim ln e-x? d Rpta. — 

(x. »)9(4. 1) J x - 5y 3 (x. y)>(0, 0) 2 

e” t e? 

5. Lim — Вріа. 2 6. Lim sec х tany  Rpta 43 

(x. y)>(0, 0) senx-cos y (x. у)э(0, л /3) 

552 
| соз[ху—2 1 | In (1+ xyz) 

7. Lim TAR Rpta. — 8. Lim ————— РВріа. In 2 

(xœ y z)>(L1,1) xy+z 2 (x,y,2)>(1,1,1) Xyz 

2 

9 Dini AE Sugerencia: Lim ша 1 Rpta. 2 

(x y)>(0, 0) ху > 0 

e"sen e"'sen(x 
10. Lim к) Rpta. 1 11. Lim o) Rpta. 1 
(x. y)>(0, 0) y (x. y)>(0, 0) ху 
(e -1)(е?> 1 е* =1 

12 Lim Sugerencia Lim =] (L'Hospital) Rpta. 2 

(x. y)>(0, 0) ху x0 x 

(e 1) (е2 1) (е? 1) 
13. Lim — Rpta. 6 
Xx, y, Z)>1(08, Ч, XYZ 

(х,у, z)>(0, 0, 0) y. 

T T (1— соз x)sen 2y tan 32 Р 
И im а. 
(x, y, z)>(0, 0, 0) хул Р 
Т - (1— cos x)sen 2y tan 32 T 
{ im pta. 

(x. y, 2) >(0, 0, 0) x? yz 


En los problemas del 16 al 23, en primer lugar, simplifica o racionaliza la 
función. Luego, usa las leyes de los límites y los teoremas sobre continuidad 
para hallar el límite indicado. 

3 4 
MEE a Copas) 
16. Lim | -———— —— Вріа. 0 17. Lim 


T———— Rpta. 24 
(x, y)>(1, 0) (x-1) + y? (x. y)>(1, 2) (х-1)(›? -4) ad 
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2 2 
— х +2-2 
їй. dde AA ti чес cid CAE nue 
(x.»)2Q. -1) у+ 1 (x, y)>(2, 1) х2 y? —4 16 
@. dno AE ы A a Y» Rpta. 2 
(х, y)>(0, 0) Ax f y (x, y)>(0, 0) х2 + y? +1-1 
/ 2 
22. Lim MEG ems l 
(x. y)>(0, 0) х? y? 
3.3 
zx у аы el ПЕ 
(x. y)>(L 1) Y y E 2 


En los problemas del 24 al 38 demuestre que el límite indicado no existe. 


2 CA 
244. Lim — 25. Lim = y - 
(х,у) (0, 0) x^ + y (х,у) (0, 0) x^ + y 
2 2 2 
26. Lim з= 27. Lim = = 
(х, y)>(0, 0) x +2y? (х, y)>(0, 0)2x? -y 
2 
28. Lim = = 29. Lim zx y» 
(x y)>(0, 0) 3y^ — x (x. y)>(0, 0) x^ + y 
3 
30. Lim 20 


(y) (0, 0) x? +8у6 


31. Lim аш. 


ENDE PPP IE Sugerencia: Factorice y considere los 
(x. y)>(L 2) x^ + y^ -2x-4y+5 
caminos (rectas) Cy: у= 2, С: у =х +1 


32. Lim ДЕ 
(x,y)o(a, a) \у-а 
Cj -u-20 469 y -a= 3(х-а). 


| ,dondex>a y у> а. Sugerencia: Considerar la rectas 


2 2 2 2 
(х, у, z)>(0, 0, 0) x^ t y^ +2 (х, у, z)>(0, 0, 0) x -y^ +z 
35 Lim саа 36 Ti зды ае NE 
(х, у,2) (0, 0, 0) х3 + уз + 23 (х, y, 2) (0, 0, 0) x? + y? +27 
х? +3y? ay x? уг? 


37. Lim ————— 38. Lim 
(х,у„:)ә(0,0,0) x? -y (x, y, z)}>(0, 0, 0) x6 +z6 
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En los problemas del 39 al 44, cambiando a coordenadas polares o esféricas, 
probar que el límite existe y es el indicado. 


2 3g. 
39. Lim = ;-0 40. Lim сва =1 
(x. y)2(0, 0) x^ + y (х,у)ә(0,0) x%+ y 
2 2 2: 2.2 
+ 
4. dme. teg 42. Lim _— =0 
(x. y)>(0, 0) ШЕ + y) (x. y)2(0,0) x^ + у +z 
3 tan (+ py? +2?) 
43. Lim noU — 50 44, Lim =1 
(х,у, z)>(0, 0, 0) x? + y? +22 (»»2)(000) х2 +y? +22 


En los problemas del 45 al 57, hallar el número real с que hace дие la función f 
sea continua en el punto (0, 0). 


xc 


y 2 
ХУ 6 (х,у) (0,0 
ано Rpta. с= 0 
с, si (х, у)=(0,0) 
ах yb ey 
LL. (у, у) (0,0 
46. f(x, y) = х2 + у? SEG OLD Rpta. с= 0 
с, si (x, у) = (0,0) 
x? 
‚ si (х,у) + (0,0 
47. fo, y) - 1124 y? SPON) Rpta. c=0 
C, si (x, y) — (0,0) 
3 3 
E, si (х,у) * (0,0) 
48. fo, y) = 4 х2 + у2 Rpta. с= 0 
с, 51 (х, у) = (0,0) 
sen( x? + y? ) 
MiS Г; 2 /'° (x, y) # (0,0) Rpta. c=1 
x +y 
с, si (x, у) = (0,0) 
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de д ode 
51. fx, y) = ^ id )n( teh si 053) (0,0) Sugerencia. r? = x? + у?. 
с, si (x, у) = (0,0) 
Rpta. c= 0 
y sen x si (x, y) = (0,0) 
32. foy) = 3124 y? K j Rpta. с= 0 
с, si (x, у) = (0,0) 
Py 
=— |, si(x, y) * (0,0 
53. fo, y) = is х2 + y? б) = (0,0) Rpta. c=0 
©; si (x, у) = (0,0) 
4,4 
+ | 
—> Z y ві (х,у) # (0,0) 
54. f(x, y) = (+ +y?) Rpta.c=0 
с, si (x, у) = (0,0) 
_5 зепду”_ si (x, y) = (0,0) 
55. fo, у) = 1x22 4 xy? u | Rpta. c=5 
€; si (x, y) = (0,0) 
xy E 
т, 8 (x, y) + (0,0) 
56. Ах, у) = 4 |х |+|у Вріа. с= 0 
с, 51 (х, у) = (0,0) 
2 
sen^(x-y) . 
—— ~ si(x,y) % (0,0 
See OS Rois 3s 
с, si (x, у) = (0,0) 


En los problemas del 58 al 67, hallar la región de continuidad de la función dada. 


58. Кх, у) = 4 1 =x2-y? Кра. (x, y)! x3 ey 1] 


59. f(x, у) = — Rpta. R? 
x +y +1 
sen(y-x°) j 
60. fx, y)= ET AN Rpta. la, у/ у=х l 
ух 


61. f(x, у) = n(x? +y -9) Rpta. lo. y)/ x? + y? >9 } 
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62. Дх, у) = | n(x? -»)-1 Rpta. lo. y)/ y«x-e] 


х2 + 2 
63. fi.) = n| -3—2— Кра. Ax, y)! y «16 y>3} 
y*-4y-3 
64. Дх, у)= sen"! (x? +у?-3) Кра. (x, у)! 2«x! + y? «4 } 
65. fx, у, 2) = к а Rpta. lo. y, z)/ zx + y} 
x +y“ = 2 
2 2 2 2 
+ у, sl +y"<4 
66. Ax, у) = А CS Rpta. R?- 1, y)/ x+y? 2a] 
0, 51 х2 +у2>4 
sen(x+y) . MT 
—————, six 
67. fo у) = x+y T Rpta. R?- iG, y)/ x+y=0} 
0, six+y=0 


En los problemas del 68 al 70, hallar el valor de c que hace continua en todo R? 
a la función dada. 


х? + y?, si x? «y? «4 
68. Дх,у)= > Rpta. с=4 
с, si x +y2>4 
2 2 : 2 2 
y 1-x^-4y*, 4y* <1 
69. f(xy)- i 7 жр: Rpta. c=0 
с, six? +4y2>1 
sen(x + 
ые si х+у +0 
70. fa, у) = x+y Rpta. . c-1 
с, six+y=0 


En los problemas 71 y 72, mediante la definición (usando є—б) probar que 


(x. n y 00») 0 


71. Ax, у) = а Eon + 72. х,у) = x sa| +) +y senf =) 
x y y x 


73. Probar que la siguiente función es continua en R?. 
1 3 
—sen(xy), sixx*0 
Дх, у)= үх Lo) 
y, six=0 
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SECCION 3.3 


DERIVADAS PARCIALES 


En esta sección extenderemos el concepto de derivada a funciones de varias 
variables. Comenzamos con funciones de dos variables. 


DEFINICION. | Sea z= f(x, y) una función de dos variables. 


1. La derivada parcial de f respecto a la variable x es la 
función, denotada por f, , tal que su valor en un punto (х, y) 
del dominio de f está dado por el siguiente límite, si éste 


existe, 
xth,y)- f(x, 
f (х,у) = ¿NES i » Ay) 


2. La derivada parcial de f respecto a la variable y es la 
función, denotada por f, , tal que su valor en un punto (х, y) 


del dominio de f está dado por el siguiente límite, si éste 
existe, 


: ytk)- f(x, 
T py rt rn 


Otras notaciones para las derivadas parciales: 


Of 02 
Ox дх 


Of _ Oz 
Oy ду 


2. „= h=Df=D,f= 


LA=A=D¡f=D,f= 


Si se quiere indicar la derivada parcial de f respecto a la primera variable en el 
punto (x, y) se escribe así: 
Oz 


СА СА 
(х,у) дх 


дх 


(х,у) 


En forma análoga, para indicar la derivada parcial de f respecto a la segunda 
variable en el punto (x, y) se escribe así: 


9f (> 
ra y); 


f(xy), fiy), Df (x, y), D. f (x. y); 


Oz 
(ху) Y 


д д 
(ху), (ху), Бә (х,у), Df (х,у), (о), 2, 


(xy) 
EJEMPLO 1. |51 Ax, у) = 2x? — 5xy + 3y”, aplicando la definición anterior, hallar 
L f(x.) 2. у, (ху) 
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Solución 


1. £,(x,y)= Lim fer hy)- / (х,у) 


h>0 h 


2(х+в)* —5(х +) y+3y? -| 2x? -5x7 +31? | 


= Lim 
h>0 h 

ИЕТ 2x? +4xh+2h? —5xy-Shy+3y? –2х2 +5ху-3у? 
h>0 h 


he hl4x + 2h? -5y 
E Luo Қа + 28-5) 
h>0 h h>0 h 


=Lim (4x + 2h-5y) = 4x – 5y 
h0 


Esto es, f. (х,у) = 4x - 5y 


fF (xy -k)- f (х,у) 
k 


Topo D 


2x? =Sx(y+k)+3(y+k) -|2? -5ху+3у? | 


= Lim 
k>0 k 
- Lim 2x? —5ху—5хК +3у> t 6yk +3k? -2x? +5ху—3у° 
k>0 h 
= 2 К(—5х +6y+ 3k 
Tim 2520 EA р (-5x +6y ) 
k>0 k k>0 h 


= Lim(-Sx + 6y+3k)=-5x + бу 
k=>0 


Esto es, f, (х,у) = – 5у + 6y 
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REGLA PRACTICA PARA HALLAR LAS DERIVADAS PARCIALES 


Sea la función z = f(x, y) 


1. Para hallar f, (х, y) se deriva a f(x, y) respecto a x, considerando a la variable y 


como constante. 


2. Para hallar f, (х, y)se deriva a f(x, y) respecto а у, considerando а la variable х 


como constante. 
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EJEMPLO 2.] Si fx, y) = 4x y? — 5xy^ +2x-8, hallar 
1. fx (х,у) y fx (1,2) 
2. (ху) у f (712) 


Solución 


1. А, (ху) 48) y - 50y* «2-0 = 132 y sy +2 
f.(-,2)- 12(-1)? QY 5(2) +2 = 48 – 80 + 2 = -30 


2. (у) = 4 y) - 5x (4°) + 0-0=8x y 20x y" 


(+12) = 8€ 1Y (2) - 20(-1) (2)? = —16 + 160 = 144 


2 
EJEMPLO 3.] Si z= (+ + yen ‚ hallar 


1. de 2. ez 
Óx Oy 
Solución 
oz = xy? 2 3 2 xy? > xy? 2[.2 3 ху? 
1. 2 (2х+0)е ЕБ (x +y IE e | 2xe" + y (x +y Je 
2. E - (о+зу?)е®” + (+ e (oe) - aye * 2ху(х? yen 
ду 


EJEMPLO 4.| Si f(x,y)= sin (à? = »?), hallar 


1. D.f (x, y) 2. Df (х,у) 
Solución 
2. 
1. Df (xy) = : D pe x 
e e 
2. рул) = LG a > E 
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EJEMPLO 5.| Si z= Iny x? + y? verificar que 25у =1 
x 


Oy 
Solución 
ЖЕЗГЕ 2,26 1, [2,2 
z= IW x^ +y = n(x +y?) = Inf «y! 
Luego, 
202. 2) 
б lx у nb 2x. 22 ў 
Ox 2 х2 +у 2х°+у? x + y? 
pw) 
Oz lð 1 2y y 
ду 2 x+y 22 +у? х + y? 
2 2 
xig = > + x E л укы 1 
дх ду х2 + y? х? + у х2 + y? x +у° x +y 


DERIVADAS PARCIALES Y CONTINUIDAD 


Sabemos que en el caso de funciones de una variable, la existencia de la derivada 
en un punto implica la continuidad de la función en ese punto. El ejemplo siguiente 
nos presenta una función de dos variables que tiene ambas derivadas parciales en un 
punto y, sin embargo, la función no es continua en ese punto. Mas adelante veremos 


que para tener continuidad de la función, además de existir la derivadas parciales, 
estas deben ser continuas. 


EJEMPLO 6.| Una función que tiene derivadas parciales y no es continua 


‚ Si Go y) + (0, 0) 
Sea la función f(x, y) = 4 x? + у? 


0, si (x, y) = (0, 0) 
Probar que: 


1. f,(0,0)=0 2. /,(060) =0 3. f es discontinua en (0, 0) 


f(0-5,0)-f(0,0) .. 0- 


1. f, (0, 0)= Lim = iip Lim( 0 ) =0 


һ—›0 h h>0 h h>0 
. fF(0,0+h)-f(0,0) _. 0-0 ,. 
2. f. (0, 0)= = Lim—— = Lim( 0 ) 20 
деш л pru c 
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3. Sea С, eleje X y С, la recta diagonal y= x. 


Lim ХУ - Lim (0). = Lim. - 0 
(х,у)ә(0,0) x? +y x20 x^ +0 x20 x 
(A lo largo de Cj) 
2 
; ху - tx RS DET 
Lim s Lim USED Lim Lim 375 
(x,y)>(0, 0) x +y xo0 x^ +x хэ0 2% x>0 


(A lo largo de С) 


Como los límites son diferentes, f no tiene límite en (0, 0) y, por lo tanto, f no 
es continua en (0, 0). 


INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS DERIVADAS PARCIALES 


Sea S la superficie que es la gráfica de la función 
z — f(x, y). Sea P — (a, b, c) el punto de S tal que 
c= Қа, b). 

El plano у = b es vertical y paralelo al eje X. Este 
plano corta a la superficie S formando la curva Cj. 


Esta curva es el gráfico de la función g(x) = f(x, b) en 
el plano y = b. 


Sea / la recta tangente а Cj en el punto P = (a, b, с). 
La pendiente de Г es g'(a)= f, (a,b). 


En forma análoga, el plano x = a, que es vertical y 
paralelo al eje Y, corta a la superficie S formando la 
curva С», a la cual la podemos ver como el gráfico 7, 
de la función А(у) = Да, y). Si L2 es la recta tangente 
a C5 en el punto P = (a, b, c). La pendiente de L2 
es h'(b)= f, (a,b). 


СА] 
La proyección de la curva Сі sobre el plano 
coordenado XZ es una curva como indica la figura 


adjunta. Un vector director de la recta tangente L es 
el vector 


Tı=i+ f,(a,b)k=(1,0, f, (a,b) ) 


La proyección de la curva С» sobre el plano 
coordenado YZ es una curva como indica la figura 


adjunta. Un vector director de la recta tangente L2 es 
el vector 


T,=j+ f,(a,b)k=(0, 1, f,(a,b)) 
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En consecuencia, las ecuaciones de las rectas tangentes / у L2 son: 
Ecuaciones vectoriales 

Li: (x, у, 2) = (а, b, c) t (1, 0, f, (a,b) ) 

La: (х,у, z) = (а,Ь, c) + (0, 1, Íy (a,b) Y 


Ecuaciones paramétricas 


x=a+ t х=а 
Li: y=b Lo: 3y=b+t 
z=c+1f, (a,b) z=c+tf, (a,b) 


Ecuaciones simétricas 


‚ х-а z-c ‚ у-Ь z-c 


1 Ly (a,b) 


‚ х=а 


2 


EJEMPLO 7. | Sea 5 el paraboloide z= f(x, y) = 9 x? y 


1. Hallar la pendiente de la recta L , que es tangente a la curva С 


que es la intersección del paraboloide con el plano y=2, en 
el punto (1, 2, 4). 
Hallar las ecuaciones paramétricas y simétricas de £;. 


2. Hallar la pendiente de la recta L, , que es tangente a la curva C2 


que es la intersección del paraboloide con el plano х = 1, en el 
punto (1, 2, 4). 
Hallar la ecuaciones paramétricas y simétricas de L3. 


Solución 


1. Tenemos que f, (x, y) = —2х. La pendiente 
de C1 en el punto (1, 2, 4) es 


f,(1 2) 2. 
Un vector director de 4 es 
Ti 7i + f,(L2)k =(1, 0, 22). 


Luego, las ecuaciones paramétricas y 
simétricas de Ду son: 


x=1+!1 


L: {у=2 Lj - ‚ y=2 
z=4-2f 
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2. Tenemos que f, (x, y) = -2y. La pendiente de C» en el punto (1, 2, 4) es 
fb) 24 
Un vector director de L, es T2=j + f,(1,2)k= (0, 1, 4). 


Luego, las ecuaciones paramétricas y simétricas de L) son: 


iit 2 4 
Lo: {у=2+{ Lo: B sued 
z=4-4t 


DERIVADAS PARCIALES DE FUNCIONES DE MAS DE DOS 


VARIABLES 
Si у= х, xo,. . ., Xn ), entonces tiene n derivadas parciales. Si i=1,2,...,n, 
OW “ү Fat + В, ae Х„)— S Oia Xi Kao Ху) 
Ox, һәб h ў 
Otras notaciones para eu : EM CU = JeF h= D J =D; 
OX; Ox; Ox; 1 1 


Una función de tres variables w = f(x, y, 2) tiene tres derivadas parciales: 


ду Ow Ow 
—- fala yz), == fila yz) y —= f(x yz). 
2 Ey 2) hær) у E f (onyx) 
En la práctica, para hallar, f,(x,y,z) se deriva f(x, у, z) respecto а х, 
considerando a las variables x e y como constantes. Para hallar f, (x,y,z), se 


deriva f(x, y, 2) respecto a y, considerando a las variables x y z como constantes. 
En forma similar se procede para hallar f. (x, y,z) 


EJEMPLO 8. | Hallar las derivadas parciales de la función 


TES ge жук za 
Solución 
x x i 
y ду У 
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DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 


Sea z = f (x, y) una función de dos variables, x e y. Sus derivadas parciales, f. y 
fy. a las que llamaremos derivadas parciales de primer orden, son también 


funciones de x e y. En consecuencia, las podemos volvemos a derivar respecto ax y 
respecto a y. Estas derivadas de las derivadas, son las derivadas parciales de 
segundo orden de / y son las cuatro siguientes: 


1. Derivando 2 veces respecto x. 


alf of 0% 
= = р р 
Te EL “(| ax? ax? xx f uf 
2. Derivando 2 veces respecto y. 
o(or| 0f д°« 
y= Uy). = | | Dy f Du 
yy ( »), Oy Loy ду? ду? yy 
3. Derivando respecto a x y luego respecto a y 
a (fN f 0% 
= = = = =D,(D =D =D 
Лу (А), E) дудх дудх D Л) nd. (2f 


4. Derivando respecto a y y luego respecto a x. 


_ ЕСА _ 6 кн 
Лх EN 22. дхду дхду р, (0,7) ру Df 


2 
En el caso 3 tenemos que f, = I Observar que en la notación fj, el orden 
удх 


de derivación va de izquierda a derecha (primero se deriva respecto а х y después 


respecto a y). En cambio en la notación 


2 
2. y p 
el orden de derivación va de derecha 
x 


z 


a izquierda. Igual sucede en el caso 4: / = er 
хоу 


A las derivadas parciales f y / se les llama derivadas parciales de 


segundo orden mixtas. 


EJEMPLO 9. | Hallar las derivadas parciales de segundo orden de la función 


Aa, y) = x sen y + e? 
Solución 


= x cos y + xe 


of 
д 


д 
Tenemos que: 9r seny+yeY y 
Ox y 
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Luego, 
fr o() ә A EN 
ax? 212) [sen y+ ye j= >? 
2 
а f- _ (2 = L(x cos уз хе? |= xseny + x^e? 
oy? | ду\ду 
2 
of 202) = © (sen y + ye” }= cos y txye" + e” 
OyOx ду\дх ду 
2 
SP NONE E: ME Al, cos y + хе?) = cos y +xye + e 
OxOy  OxLOy Ox 


Observar que en el ejemplo anterior las dos derivadas parciales mixtas son iguales. 
Esto es, 


Pf f 
дудх дхду 


—cos y +хуе + e" 


Este resultado no es casual. El siguiente teorema, que se prueba en el problema 
resuelto 7, nos dice que, bajo ciertas condiciones de continuidad, esto siempre se 
cumple. 


ТЕОЕКМА 3.6 Teorema de Clairaut-Schwarz 


Si fj, fy. fy y fy, están definidas y son continuas en un 


conjunto abierto que contiene al punto (a, b), entonces 


Љу (a,b) =/ ж (a,b) 


¿SABIAS QUE ... 


ALEXIS CLAUDE CLAIRAUT (1713-1765) nació en 
París. Fue introducido a las matemáticas desde temprana 
edad por su padre, quien era un matemático distinguido. 
Cuando estaba aprendiendo a leer, ya fojeaba la obra de 
Euclides, Los Elementos. A los 9 айоз ya dominaba la 
geometría analítica, el cálculo diferencial y el cálculo 
integral. A los 10 años leyó la obra de L'Hopital. En 1731, 
cuando tenía 18 años, fue electo miembro de la Academia 
de Ciencias de París, convirtiéndose en la persona más 
joven que ha sido elegida como miembro en toda la historia 
de la academia. A. C. CLAIRAUT 
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Si nos piden calcular una derivada parcial cruzada de una función que cumple con 
la condiciones del teorema anterior, éste nos faculta a escoger el orden derivación 
que más nos convenga. 


EJEMPLO 10.| Escogiendo el orden de derivación. 


z . senh y? 
Hallar Sj 2=2ху – ————. 
OxOy 4 1+ y? 
Solución 
ez 


. Observando la función vemos que 


s Я 2 
El teorema anterior nos dice que = 
OxOy  OyOx 


la segunda derivada mixta nos da una respuesta más rápida. En efecto: 


Oz 0|0 ч senhy? || 0 
дудх ду|ах i 1+у2 ду 


(2у)=2 


DERIVADAS PARCIALES DE TERCER ORDEN 


Las derivadas parciales de segundo orden, fix, fiy> / y Љу también son 


funciones. Por tanto, podemos hallar sus derivadas parciales, las cuales son las 
derivadas parciales de tercer orden. Podemos seguir con este proceso y obtener las 
derivadas parciales de cuarto orden, quinto orden, etc. 


Si f es una función de dos variables, entonces f tiene 2 derivadas parciales de 
primer orden, 4 de segundo orden y 8 de tercer orden. 


EJEMPLO 11.| Si Ax, y) = xe” + sen (ху), verificar que f, уху, /хух Y ухх son 


iguales. 
Solución 


f. y) = 3х2е? + y cos (xy), f y) = xe? + x cos (xy). 
х y 


fa Gy) = 6xe? — y sen (ху), fa (x,y) = 3x%e” + соѕ(ху) — xy sen (ху) 
xx xy 
Лк (х,у)= Зх2е? + cos (xy) — xy sen (ху). 
Г (х,у) = бхе? —2у sen (xy) - x y^cos (xy) 
хху 
Far (х,у) = 6xe” — y sen(xy) —y sen (xy) — xy cos (ху) 
xyx 


= 6xe” —2у sen (xy) — xy cos (ху) 
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2 
Р (у) = 6xe” — y sen (ху) — y sen (xy) — ху cos (xy) 


= бхе? — 2y sen (xy) – ху” cos (xy) 


Vemos que: 


Fay (oy) = Ау (у) (У) = бхе? – 2y sen (ху) — ху? cos (xy) 


Si f es una función de tres variables, entonces f tiene 3 derivadas parciales de 
primer orden, 9 se segundo orden y 27 de tercer orden. 


EJEMPLO 12.| Si fx, y, 2) = senh (x? 2? +522), hallar ER 


Solución 


Fy (x,y,z) = cosh (x? +2y? 52) 20 +2у° +52?) 

=2x cosh(x? +22 +52?) 

E Doy aca ЕЛ ЛГУ. 
Fez (2) = 2xsenh(x +2у° +52 IA +2y” +52 | 

= 20xz senh (+? +2y? +522) 
Гаа) 2002 cosh(x? +2y? +52?) (e +2y? +5z°) 


= 80xyz cosh(x? + 2y? + 52?) 


PROBLEMAS RESUELTOS 3. 3 


PROBLEMA 1. | Hallar las derivadas parciales de primer orden de la función 
Solución 


] 72; 2 
z= In a шш, = m(x 4x y? ) - (ne te? ) 
x+a х^ + y? 
Luego, 


22 (х= ху ) – an x. y? ) 
х 


Ox Ox 


z= In 
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1 = d 1 " X 
x= xy? x+ xb. y? 


xy Pairy әу? 
Esto es, 
êz 2 
Ох х2 + y 
Por otro lado, 


ха +? xay? 


os — 


ж. ERASE 
EEE] 


х2 + у 


Esto es, 
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PROBLEMA 2.| 1. Sea Н (х) = f f (t) dt , donde f es continua y ^ y g son 


diferenciables. Probar que 
H'(x)= f(h(x))h'() - f(s(3))g'(x) 


2. Hallar derivadas parciales de primer orden de las funciones: 


a. u(x, у) = f EG 
y 


ху 


b. w(x, у) = f зеп (г?) 


Xty*z „ 


с. P(x,y,z)= f el dt 
Xyz 
Solución 


1. Sea ғ) = | о) а. 


El primer teorema fundamental del cálculo nos dice que F'(x) = f(x) 
Ahora, 


h(x) 0 h(x) 
H(x) = | © dt = | 10 dt + n f (t) at 
h(x) g(x) 
-| aj AO a= Fa) - Fle) 


Esto es, 
ніх) = Po) = F(C) 
Aplicando la regla de la cadena y el primer teorema fundamental del cálculo, 
H'(x) = (0х) (х) — Е'(е(х))в'(х) 
= (О) (x) - /(є(х))в'(х) 
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b. =- ef lw = геп(х›)* Ea) ЕР вепх?у?) 
а elf 59 = sen (Co) 0) -— sen(x?y?) 


х+у+: 2 2 
a LN al] e «| = зун) Hie) =) © (эт) 


222 
— yze* У? 


Xtyctz 2 2 2 
90:9, f el dt = 29+) (хужа) d 2 (хуг) 
ду ly д д 


2,2 
2 


2 2 
x ez) T xze* y 


0ф ош dom (хуг)? д 
& Zn “(х+у+:) е s 9) 


2 Jom _ х2у22 


PROBLEMA 3. | Ecuación de Laplace y funciones armónicas 


Se llama ecuación de Laplace (en honor a Pierre-Simon de 
Laplace, 1.749—1.827) a la siguiente ecuación diferencial parcial 


Se dice que una función и = u(x, y) es armónica si es 
solución de la ecuación de Laplace. 


Esta ecuación fue planteada por Laplace, estudiando el 
potencial gravitacional, y por Euler, estudiando el movimiento 
de fluidos. 


Probar que la función и = In х? + y? es armónica. 
Solución 
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X 
21, 19 
us ENE DE u E +y )-x(2x) 24 y? 
= 5 27? 2 2 2 
Ox х2 + y? x^ y Ox (x+y?) (x+y?) 
4 NET) 
ди үх? +y y ди (х EX )-xQ») _ x-y 
EO 2 2 2 E 2 
Oy х2+у2 X +y ду E +) (2 +?) 
2 2 25 73 2 2 
дѓи \ Oftu | —x^*y "NE il HN 


PROBLEMA 4. 


Solución 


Tenemos que: 


La Ecuación de Ondas 


Se llama ecuación de ondas a la siguiente ecuación 
diferencial parcial 
2 un 
DX. donde a es una constante. 
Ox 


Esta ecuación fue deducida por Johann Benoulli II alrededor del 
айо 1.727. Afios mas tarde fue replanteada por Jean Le Rond 
d'Alenbert al estudiar los movimientos de cuerdas vibrantes. 


Probar que la función 
u — sen kx cos kat, dondea y k son constantes, 


satisface la ecuación de ondas. 


2 
ди __ ka sen kx sen kat, UM a. да? sen kx cos Kat. 
дї д? 
ди д?и 2 
— = К со kx cos Kat, — = – К sen kx cos Kat. 
Ox ox? 
Ahora, 
2 2 
си = – а? sen kx cos kat. — a? | — k?sen kx cos kat.) = а? си 
x 


e? 


д 
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PROBLEMA 5.| Si f tienen todas sus derivadas parciales hasta de tercer orden 
y son continuas en un abierto U, probar que en U se cumple: 


Dimf = рў = Рэ 
Solución 


Aplicando el teorema de Clairaut tenemos que: 


1. Df = Dp2(D,f) = Da (Df) = Рў 


2. рў = D;(Dif) = Dr (Df) = Daf 
Vemos que: 


Di»? f = рў = Роў 


xy (a? -y*) | 
PROBLEMA 6.] Sea /(ху)=+ i3 "^ (x.y) + (0,0) 
0, si (x, y) = (0,0) 
Probar que 
a. D¡f(0,y)==y b. D,f(x,0)=x 
c. Dj5// (0,0) = ES d. Df (0,0) = 1 


De e y d obtenemos que Dj; f (0,0) *D,¡f (0,0). ¿Por qué 


este resultado no contradice el teorema de Clairaut-Schwarz? 
Solución 


a. Caso 1. y z0 


-0 
f(0«&y)-f(0y) |. may 
DAf(0y)-L =L 
рент, аш: 
| »(-»)) „(0 y?) 
— Lim = = 
h>0 д?+у? +y? 


Caso 2. y=0 


|. f(0+h,0)-f(0,0) 0-0 
PG= Tin h ^50 h 


De los casos 1 y 2 obtenemos D; f (0, y) = — y, para todo y. 
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b. Caso 1. х=0 


xh( 121?) 
– 0 
Е IIT 
D, f (x,0)= а 0050). (8.0) _ ага um 
h>0 h h>0 h 
x(x? 12) x(x? -0?) 
= Lim = = 
h0 х2 4 p? х2 +02 
Caso 2. х= 0 
,0+h)-f (0,0 = 
аа Ud) SAVED a 
h0 h h>0 h 


De los casos 1 y 2 obtenemos D» f (x,0)=x, para todo x. 


Df (0,04 h)= DPF (0,0) ,, —h=0 _ 


. Dy) f (0,0)= Li EP 

c. Diz f (0,0) Lim , Lim 
D -D | _ 

d. 2,17 (0,0) = Lim 227 (0+h,0)=D2. (0,0) _ Lim? 0 = 1 

hen h h>0 А 


El resultado Dif (0,0) +  Dj5,f(0,0) no contradice el teorema de 
Clairaut-Schwarz porque este teorema exige la continuidad de las derivadas Dj; f 
y 0,17 еп (0, 0), y éstas no lo son. En efecto, veamos que Dj» f no es continua 
en (0, 0). Haciendo los cálculos correspondientes hallamos que: 


x64 9x1 y? 914 — у6 
3 
Dif (х,у)= Ea +y?) 


0, 51 (x, y) 2 (0,0) 


‚ si (x, y) (0,0) 


51 nos acercamos a (0, 0) por las rectas L: y = mx tenemos 


Lim Р(х,у) = Lim уо (х,тх) 


(x, y)>(0, 0) 
(А lo largo de L) 
li х° + 9х* (тх) -9x? (mx) -(тх)° 
= Li 
med (2 +(тх)?) 
х° (1+9т? -9g^ -т°) 149m? 26a “уб 
= Lim 3 "gei e 
2 х® (1+m?) (im?) 


Si m = 0, el límite es 1. Si m = 1, el límite es 0. Luego Ру f. no es continua en (0, 0). 
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PROBLEMA 7. | Probar el teorema de Clairaut-Schwarz 


Si fis fy. Љу У fyyestán definidas y son continuas en un 
conjunto abierto U que contiene al punto (a, b), entonces 
Л» (а,Ь)= fyx (a,b) Y IN 
Solución Р DN 


4 
: _ а,Ь +һ (a +h, b + B 
Sea л = 0 y suficientemente pequeño рага que el AE \ 


rectángulo de vértices 
(a,b), (a+h,b), (a,b+h) y (a+h,b+h) 


esté contenido en U. 


1 
I 
| U І 
L 


Na, b) (a+ h, b) y 
b 2 


= 2 


Consideremos la siguiente expresión: 


АФ) = та) f (a+hb)- (ар) + (ab)] 


Sea Іа función 


g(x)- F(xb+h) — f (x,b) ) 
donde x es tal que (x, b + л) у (x, b) están en О. 


Tenemos que 
1 
A(h) = ¿esla *h)- g(a)] 
Por el teorema del valor medio, existe c tal que a<c<a+h y 
1 1 1 
40- aleloa] (0) = [4 (eb+1)-4,(0.0)] 


Aplicando nuevamente el teorema del valor medio a f, conseguimos un número 
а talqueb<d<b+h y 


1 
40) = fiy (64)һ |= л, (64) 
Ahora, si h > 0, entonces (с, d) > (a, b) y, como f es continua, tenemos 


рУ ¿y ren £o (o 


En forma análoga, expresamos А(Л) de la forma siguiente: 


AQ) = 5 [fla+hb+h)-f(a,b+h)-f(a+h,b)+f(a,b)), 
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Aplicando dos veces el teorema del valor medio y tomando en cuenta la 
continuidad de f,, obtenemos que 


Lim 4(1)= fi. (a.b) 


En consecuencia, fy (a,b)= fy, (a,b) 


PROBLEMAS PROPUESTOS 3. 3 


En los problemas del 1 al 15 calcular las dos derivadas parciales de primer 
orden de la función indicada. 


1. Дх, y) = (4x-5y) C NS 6(4x-5y) ?, B. LP qq) d 
Ox Oy 2 
2. f(x, y) = x?sen y? Rpta. HN 2x sen y? , Y — 2xy cos y? 
Ox Oy 
3. f(x, y) = e" (sen x - cos х) кра. = e" (cos х+ѕеп х), 
x 
9 ep (sen x — cos x) 
Oy 
4. fo, y) xy + 2 mande Uer > 
y Ox y ду y 
x? + y? 2 2 of 2x 4ху? 2 2 
5. Ax, y) = ESTE +y ) Rpta. —= DONE 5 n(x +y ), 
y =y ôx x^—y (+ - y? 
2 
F = 5 de 8 88 y 2 In(x?+ y?) ; 
ду х^-у (+ -y 
2 y/x 
6. Ќх, у) = Qu [| Rpta. e [2х-› n(x? /»)] 
y Ox x? 
y/x 
a £ Е (227) х 
ду x 
7. fix, y) = tan! (x y) Ra die y» Р ДЕ de 
Ox l+x“y Oy 2| y (1 x^») 
8. f(x, y) = an (Z) Rp z Е C NE; 
x O xy бу х2 +у? 
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9. f(x, у) = sen! i: Rpta. DE. Ly L f > > 
х2 +у? Ox  x^-y^ ду E +y?) 
2 2 3 
10. fe, у) = x^ Кра. = y, зух ах 
дх ду 
11. fx у) = x” +y” Ера. = улар Es xy 4 x nx 
Ox ду 
X» 3 А 
12. f | e! dt Nude e, Ф оу 
y Ox ду 
y X 
13. f, y) = [p +1)а + Du -1)й ВО ы 
xX y Ox ду 
sen х 2 5 К 
14. л®»- | e dt Rpt а gu C 
y Ox ду 
xA y? 
22.2 
15. f(x, y) = f te dí bog des 2x (s? «y!je ЕР 
х дх 
Ff 2 


En los problemas del 16 al 21 calcular las tres derivadas parciales de primer 
orden de la función indicada. 


E 1 Of _ х 
16. Дх, y, 2) = 5 Rpta. x " a : 372 
1-х7-у -=z 1-х -= у -z | 
of _ y Ff _ 2 
3/2? 3/2 
ду (1-2-2 -:2) Oz (1-2-2 -:2) 
212422 $E aos 
mt кра. retrata) 
OAE A 0 
Ff T +у +2 k F ael ty^tz ) 
ду Oz 


18. f&»2-(1-x* -y -2 ew Кра = y ey ez 1) zem 
Y 2 y! ez? -1)-2y e, -- [5(22 +3? +z? =I) 2z [00% 
ду д2 
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2.3 3 
19. Аманат 5 Rpta. AE . d. 2 
xy^z 


Oz 1+х^у 2 


Ix ИРЕ 
20. f(x, y, z)= In poe e Rpta. ЖЕ у 


+з? +у?+:2 Ox x ey ed (x+y? 21) 
Жл — MÀ ——  — 
oy М2 +y +z? (x2 +y? z2) - DO y eg (x+y +z) 

21. f(x, y) = bé Lee dt кра. = 1 Пя Мне 
x+y+z X X 


En los problemas del 22 al 26, evaluar la derivada parcial indicada 


22. fx, у) = cos l(xy), f.(L 1/2) Ара f, (1, 1/2)» 43/5 

23. fo, y)= tan (225) + tan”! (1?) fj. 1) Аре f, (1, 1)=3/2 

24. fir, Ө) = r^tan 0 -r sen 0, fo(17/4) Кра fo(,2/4)- 2 -42/2 
25. f(x, y, 2) = senh(V z) + senh (x22), f (1 1,0) Rpta f. (1 1, 0)=1 


26. fx, y, z) ^  sen?x «sen? y  sen?z , f, (0, 0, 7/4) Rpta f, (0, 0,77/4)= /2/2 


En los problemas 27 y 28, hallar el valor de las derivadas parciales indicadas 
aplicando la definición 


27. D¡f(0, 0) y Daf (0, 0) si Ду) = 12 +2" si (x,y)%(0, 0) 
0, si (x,y)=(0, 0) 
Rpta. D,f (0, 0) =1, D,f(0, 0)=1 
2y? si (x,y)=(0, 0) 
28. Df (0, 0) y Daf (0,0) si Лу) Aa s , 
0, si (x. у) = (0, 0) 
Rpta. Djf (0, 0) =0, D f (0, 0)=0 
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En los problemas del 29 al 31, calcule fj, y fy. Verifique que las derivadas 


cruzadas son iguales. Esto es, f= fy. 


29. fix, у) = е*зеп y Rpía f; = e'cosy fy, 
1 
30. Дх, у) = х?е” ES Кра fy =х?е” (xy +3) >= fy, 
2 
y 1 y 2y y 
31. f(x,y)- tan| = Rpta ју = sec 1+—tan = f 
x x? x x x 


En los problemas 32 y 33, calcule Dj55f , Роу Ро. Verifique que 
Dif = Рр = Роў 


32. Јо, у) = x^e? * y nx Кра Di f = Daf =D f =x e + 2 
x 
33. f(x у) = x^cos y + y?senx 


Rpta О» = Рр = рў =— 2x cos y +2 cos x 


34. Siz- 2 , Verificar que к 3; 
x+y Ox Oy 
34. Si z= sen | 2 , verificar que eg yea 
x+y Ox ду 
: 2 2 А Oz 02 
35. Si z= n(x +ху+ y ), verificar que х——+ y =2 
Ox ду 
36.Siw= 2+2 + ‚ Verificar que у PELAR ¿e 
AY Ox ду Oz 
37. Si w= — verificar que MU ¿e | 20% =—у 
Xy yz xz Ox Oy Oz 
38. Si w= [2 |, verificar que zou UM pus -0 
X Xx Ox Oy Oz 
39. Si w= — verificar que СЕ abu pud =” 
| ое дх ду 2 3 
x^ +y 
п 
40. Si w= AS , verificar que Lm РШЕ. ы =0 
х+у-2 Ох ду Oz 


En los problemas del 41 al 43, verificar que la función dada satisface la 


dz д? 
ecuación de Laplace: — + = =0 
Ox ду 
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1 2 Е 
41. z= Xe -e ?)senx 42.z = tan (2) 
2 х 


43. z= sen х senh y + cos x senh y 


En los problemas 44 у 45, verificar que Іа función dada satisface la ecuación de 
Qu uw 0 
Laplace tridimensional E pulla Н = 


0: 
ox? ду? ez? 


1 
44. u= —————— 45. u = е® cos cz 


y х2 +у2 +2? 


En los problemas 46 у 47, verificar que la función dada satisface la ecuación 


de ondas: Ta —. 
46. z= In(x+at) 47. z= ех + cos (kx + akt) 


En los problemas 48 y 49, verificar que la función dada satisface la ecuación 


д e? 
del calor: “i а? ш 
д e 
2 
48. z= e cost 49. z= е" “sen nx 
a 


z ¿Ez Oz 
ox? дхду ду? 


z Oz А oz 


50. Siz= (x-— y)In(x+ y) verificar que 


51. Siz= an!(2) verificar que 


x Ox0y  Ox?0y ôy âx 
3 3 
52. Siz= ye" * xe" verificar que _ 5 = e 
OxOy Oy“ Ox 
д22 | Oz 02 


53. Si f (х,у) = g(x)h(y) verificar que z 


OxOy | Ox Oy 


g(x.t) 2 
verificar que /(х,у)= f e™ dusatisface la 
0 


54. Si g(x.t)- 


2 
ecuación del calor > а? а 
et ду? 
55. La ley del gas ideal nos dice que РУ = nRT, donde P es la presión, V es el 
volumen, Т es la temperatura, п es el número de moles del gas y R es una 
constante física. 
a. Despeje cada una de las variables P, V y T en término de las otras y hallar 
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OP ду OT 
oV' or У ӘР 
b. Muestre que жо =-1 c. Muestre que por Wz n 
OV OT ОР OT OT 


56. Sea la función f(x,y) = e^" g(x,y). Hallar los valores de a y b para los 


cuales se cumplen que: 
ёх(х,у)= 2, 0 y)e de /у(х,у)= f (yh Лу(ху)+1= /(х,у)+а 
Rpta.a-b-1 


En los problemas 57 y 58 demuestre que las funciones f y g satisfacen las 
siguientes ecuaciones, llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann. 


I8 y T5998. 
57. f(x,y) = e'cosy, g(xy)^ e'sen y 
58. f(x,y) = In(x?+y?), g(x,y) = ап! (y/x) 


59. Si f y g satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, f.=8y y f,--8,. 


2 2 
probar que f, g y f ^g satisfacen la ecuación de Laplace: ex + 22 = 0 
Ox ду 


60. Si f(x, y) = , probar que 


xy? : 

aa (x, y) (0, 0) 
x cy 

6, 51 (x, y) =(0, 0) 
a. D, f (0, 0) =0 b. D» f (0, 0)=0 c. Dy» f (0, 0)=0 d. D», f (0, 0) =0 


61. Sea f(x,y)- чы (xy), їх#0 y y#0 


0, six=0 ó y=0 
Probar que 
a. Df (0, y)==y b. D,f (x, 0)=x 
с. Dy» f (0, 0)=-1 d. Dj f (0, 0) =1 


En los problemas del 62 al 67, hallar las ecuaciones simétricas de la recta 
tangente a la curva de intersección de la superficie con el plano, en el punto 
indicado. 

62. Superficie 2 = х? + 8у2, Plano: у= 1, Punto: (2, 1, 12) 
x-2  z-12 


Rpta. = ‚ у=1 
р 1 4 y 
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63. Superficie z= х2 + 8y?, Plano: x=2, Punto: (2, 1, 12) 


-1 -12 
Rpta. 222 ‚ ж=2 
1 16 


2 
64. Superficie жою —y, Plano: y=1, Punto: (1, 1, 1/2) 


x-l z-1/2 
Rpta. —-= 
5 1 -1 


‚у=1 


2 
65. Superficie z 22 — F —y, Plano: x=1, Punto: (1, 1, 1/2) 


y-l z-1/2 
Rpta. = ‚ х=1 
r 1 =1 
66. Superficie z= y 36-53? -ту? , Plano: y=1, Punto: (2, 1, 3). 
x-2_ 2-3 
Rpta = ‚ у= 
„ае у, 
67. Superficie z= 4 36-5x?-7y?, Plano: х =2, Punto: (2, 1, 3). 
Rpta. pee т=з. х=2 
1 -7/3 


SECCION 3.4 


FUNCIONES DIFERENCIABLES, PLANOS TANGENTES 
Y 
APROXIMACION LINEAL 


FUNCION DIFERENCIABLE 
Para el caso de una función de una variable dijimos que y = f(x) es diferenciable 
en el punto a si existe la derivada f'(a). La mera existencia de la derivada f'(a) 
nos garantizó tres resultados importantes: 
1. La gráfica de y —/(x) tiene una recta tangente en el punto (a, Ќа)) 
2. La función у = f(x) es continua en a. 


3. Los valores f(x) con x cercano a а pueden aproximarse con los valores de 
una función lineal. 


En el caso de una función de varias variables, la mera existencia de las derivadas 
parciales no garantiza resultados similares a los anteriores. Así, en el ejemplo 6 de la 
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sección anterior se presentó una función de dos variables que tiene ambas derivadas 
parciales en (0, 0) y, sin embargo, no es continua en este punto. 


En esta sección presentamos el concepto de diferenciabilidad para una función de 
dos variables, el cual nos permitirá rescatar los resultados que corresponden a los 
tres antes mencionados. Esto es, si z = f(x, y) es diferenciable en el punto (a, b), 
entonces se debe cumplir que: 


1. La gráfica de z = f(x, y) tiene un plano tangente en el punto (a, b, fa, b)) 


2. La función z = f(x, y) es continua en (a, b). 


3. Los valores f(x, y) con (x, y) cercano a (a, b) pueden aproximarse con los 
valores de una función lineal. 


Sea 2 = f(x, y) una función definida en un conjunto abierto U y (a, b) un punto 
de U. Se llama incremento de f, y se denota por Af o Az,a la diferencia de los 
valores de fen los puntos (a+.4x,b+ Ay) y (а, Б). Esto es, 


Az=Af= f(a+4x,b+ Ay) – f(a,b) 


DEFINICION. | Función diferenciable. 
Sea f: UC R?> R, donde U es abierto. Sea (a,b) un 


punto de U. Diremos que f es diferenciable en (a, b) si existen 
f,(a,b) y f,(a,b) y además 4f puede escribirse de la forma: 


Af= f (a,b) Ax fy (a,b) Ay+ £x + & Ду 


donde e, >0 у £5— 0 cuando (Ах, Ay) (0, 0) 


La función f es diferenciable en U si f es diferenciable en 
todo punto (a, b) de U. 


EJEMPLO 1. | Probar que la función f: R?>R ‚ fo у) = x? + у? 


es diferenciable en R?. 
Solución 


Sea (a,b) cualquier punto de R? . Probaremos que f es diferenciable en (a,b). 


Tenemos que: f,(a,b)=2a, f,(a,b)=2b y 


Af =f(a+4x,b+4y) - f (a,b) = (a+ Ах)? + (6+ Ay) -a? -b? 


a^ * 2aAx + (Ax) + bà - 2bAy + (Ay) a? -b° 


2aAx +2b4y+ (Ах) + (ду)? 


Si hacemos & = Ах y €, = Лу, obtenemos 
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AS Лх (a,b) Ax+ Л, (a,b) Ay+ E Ax + E Ay 
Además, e, =4x>0 y =) = Лу > 0 cuando (4x,4y)> (0, 0) 


En consecuencia, f(x, y) = x? + y? es diferenciable en (a, b) 


DEFINICION. |Sea f: UC R? — R , donde U es un conjunto abierto U de R? 


1. La función f es de clase c0) (se lee: “С cero") en Usi f es 
continua en U. Denotaremos соп CÓ) (U)al conjunto de 
todas las función de clase C?) en U. 

2. La función f es de clase c (se lee: “С uno") en U si sus 
derivadas parciales fi (x, y) y 2 (х, y) existen y son 
continuas en todo punto (x, y) de U. 

Denotaremos con c (U ) al conjunto de todas la función de 
clase c en U. 


En general, probar que una función es diferenciable es un trabajo laborioso. Para 
una buena cantidad de funciones, el siguiente teorema nos alivia este trabajo. 


TEOREMA 3.7 | Sea f: UC R? > К, donde U es un conjunto abierto de R?. 


51 f es de clase c en U, entonces f es diferenciable en U. 
Demostración 


Ver el problema resuelto 9. 


EJEMPLO 2. | Probar que la función f(x, y) = 3x? — 2xy + y 


es diferenciable en R?. 
Solución 


Sea (x, y) cualquier punto de R?. Las derivadas parciales de f son 


f¿(x,y)= 6x-2y, fy(a,y)= =2х+3у°, 


las cuales son continuas en R?. En consecuencia, por el teorema anterior, f es 
diferenciable en R?. 


Es fácil ver que cualquier polinomio de dos variables es diferenciable en R? . 
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OBSERVACION. La proposición recíproca al teorema anterior es falsa. Es decir, 


> : а : 1 
existen funciones diferenciables que no son de clase c ) . 


En el problema resuelto 8 probaremos que la siguiente función 


(+ ev! Jsen[ 1/y х2 + y? ) si (x,y)%(0,0) 


0, 51 (x, y) = (0,0) 


es diferenciable еп el punto (0, 0) y, sin embargo, sus derivadas 
parciales no son continuas en este punto. 


F(xy)= 


DIFERENCIABILIDAD Y CONTINUIDAD 


El siguiente teorema nos proporciona uno de los resultados buscados. 


TEOREMA 3.8 | Toda función diferenciable es continua 


Sea la función f: U C R? > R, donde U es abierto. Si f 
es diferenciable en U, entonces f es continua en U 


Demostración 


Ver el problema resuelto 10. 


COROLARIO.| Toda función de clase CU) en U es de clase c) en U. Esto es, 
cO (u)c c9 (u) 


Demostración 


Si f es de clase c en un abierto U, por el teorema 3.7, f es diferenciable en U 


y, por el teorema 3.8, f es continua en U. Esto es, f es clase c) en U. 


DEFINICION.| Sea f: UC R2 R, donde U es abierto. 


1. Seak 2 1. La función f es de clase c9 en U si todas sus 
derivadas parciales de / de orden К existen en todo punto de U 
y éstas son continuas en U. 


2. La función f es de clase ce» en U si f tiene todas sus 
derivadas parciales de todo orden y éstas son continuas en U. 


EJEMPLO 3. | Las siguiente funciones son de case ce» en R? 
К 3 
1. f(x,y)=x sen (ху) 2. g(x, y)» ye? 
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Con los mismos argumentos usados en el corolario anterior se prueba que: 


«merce cio 


jc c9 (v) 


PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL AL GRAFICO 
DE UNA FUNCION {= f(x, y) 


Sea z = f(x, y) una función de clase c en un conjunto abierto U de R? y sea 5 


la superficie determinada por la gráfica de f. Sea Ро = (ху, Уо,20) un punto de S, 


donde z,- f (as Yo ). Es natural definir el plano tangente a la superficie S en el 


punto Po =(х,,у,,2,) como el plano de R?que contiene a todas las rectas 


tangentes en el punto Ро a las curvas de $ que pasan por Ро. 


Al inicio de la sección anterior, cuando se trató la 
interpretación geométrica de las derivadas parciales, se 
presentó a las rectas L1 y L2 que son tangentes en el 
punto Ро a las curvas С| y С» que se obtuvieron 
intersectando la superficie 5 соп los planos verticales 
y = уу, X =X. Estas dos rectas determinan un plano. 
Este es el plano tangente que buscamos. En efecto, más 
adelante probaremos que la condición de que z = f(x, y) 
sea de clase c garantiza que este plano contiene a todas 
las rectas tangente a las curvas de S que pasan por Po. 


U de R2. Sea (х,у) un punto de 


Y 


X (xo, Уо, 0) 


DEFINICION.| Sea z = f(x, y) una función de clase c en un conjunto abierto 


U y Zo f (х,у). El 


plano tangente а la superficie z = f(x, y) en el punto Po = 


(xo. yo.zo) es el plano que contiene a 


punto Po — (хо, y, z; ) a las curvas: 


las rectas tangentes en el 


1.C1: z= f(x, yo) у 2. C2: z=f(xə V) 


TEOREMA 3. 9 | Plano tangente a la superficie z = Дх, y). 


Sea 2 = f(x, y) una función de clase c en un conjunto abierto 
UdeR?. Sea (x,,y,) un punto de U y z, = f (х,у). 


Un vector normal al plano tangente a la superficie z = f(x, y) en 


el punto Po — (Xo; ys, z; ) es 


E 
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El plano tangente a la superficie z = f(x, y) en el punto 
Po= (Xo yo, zo) tiene por ecuación 


Yo reo + fy (хь )(>—) — (®-) =0 


O bien, 


¿RA CO E + LIS) 


Demostración 
Un vector director de la recta L1 , tangente a la curva Сү:2 = f (x, y), y = o» es 


T,=i+ Лх (хоу) (1,0, Jis)? 


Un vector director de la recta L2 , tangente a la curva С2:2 = f (xy, y), х= хо, es 


Tj-j* f, (xy. уе) к (0,1, f, (xo v)? 
Un vector normal al plano tangente es 


i j k 
п = (0, 1, Лу (х,у) x (1,0, Лу (х,у) = 1 0 Fy (х,у) 
0 1 Jia) 


ш (Л (xo Yo) fy (xo Yo) -1) 
En consecuencia, la ecuación canónica del plano tangente es 


Лх (хь, eeu) fy (x0: Yo JOY Yo) (z z,) =0 


O bien, despejando z y tomando en cuenta que z, = f (ху, Yo) ; 


z= f (xo Yo) + fx (xs Yo (x 39) a Íy (xo: Yo MY 7 Yo) 


Se llama recta normal а la superficie z = f(x, y) en el punto Po = (x,,y,,z,) a 


la recta que pasa por Po y es perpendicular al plano tangente. Un vector director 
para esta recta es el vector normal n: 


n= Us (xo Yo) fy (xo: Yo) -1) 
En consecuencia, las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta normal son: 


X= Xo + fy (ху, Yo )ї Б, Е т 
у= yo + fy (х,о), 2 = Yo -= ° 


2=20- t 
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2 


2 
EJEMPLO 3. | Sea el paraboloide elíptico z= Er T 


1. Hallar la recta normal al paraboloide en el punto Po = (3, — 4, 2). 


2. Hallar el plano tangente al paraboloide en el punto Po = (3, — 4, 2). 


Solución 
2 2 
Si z= fx, у) = TA > tenemos que 3, -4)=2 y 
2 2 
лку) 2 &6-9-2, (ку)? 2 fG-4--2 y 
n= (£,(3,-4),£, (3,-4),-1) = (2/3, -2, -1) 
Luego. 


х=3 _ у+& z-2 


1. La recta normal es: à 
2/3 -2 -1 


2. El plano tangente es: z - 2 + 505-3) – 2(y+4).0 bien, 2x— 6у– 32-– 24 =0 


APROXIMACIONES LINEALES 


Observando una superficie y uno de sus planos tangentes podemos concluir que 
los puntos del plano cercanos al punto de tangencia están próximos a la superficie. 
A continuación formalizaremos este resultado. 


Sea 2 — f(x, y) una función de clase c) en un conjunto abierto U de R?. Sea 
(a, b) un punto de U y с=/ (а,Ь). De acuerdo al teorema 3.7, f es diferenciable en 
el punto (a, b) y, por tanto, 


Af = /,(а,Ь)Ах+ fy (a,b) Ay + E¡ ÁX+ €) Ay 
donde 6 >0 y £5 — 0 cuando (4x,4y)> (0,0). 


En consecuencia, si Ax y Ay son pequeños, Af y f,(a,b)Ax+ fy,(a,b)Ay 
están cercanos. Esto es, 


Af ғ Лу (a,b) Ax fy (a,b) Ay (1) 


Considerando que Af = f(a+Ax,b+Ay)-f(a,b) y haciendo x= a + Ax, 


у= b + Ду, tenemos que Ax -x-a, Ду = у – b, y a la expresión (1) la podemos 
escribir así: 


(ху) f(ab)* fe(ab)(x-a)* fy (a b)(v-b) 


Los términos de lado derecho de la aproximación anterior corresponden a la 
ecuación del plano tangente. Con estos definimos la siguiente función lineal: 
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Lx y)>= f(ab)* /,(а,Ь)(х-а)+ fy(a.b)(v-5). 
а la que llamaremos función de aproximación lineal de f en el punto (a, Б). 


La aproximación, 


Fay) Loy) = /(а,Ь)+ f,(a,b)(x=a) + /,(а,Ь)(у-Ь) 


recibe el nombre de aproximación lineal o aproximación tangencial de f en el 
punto (a, b). 


EJEMPLO 4.] Sea fx, у) = y 26-x? -2y? 


1. Hallar la función de aproximación lineal de f en el punto (3, 2). 


2. Hallar una aproximación lineal de / (3.01, 2.06). Compare la 
aproximación con el valor real. 


Solución 
1. Tenemos que f(3,2)= 4 26-32 -2(2) =3, 
Е -3 
Лх (х,у)= : z Л Ө, dE ed 
26—x^—2y 
-2y -4 4 
f(x») = vade ce 
y 26—х? -2y? 3 3 
Luego, 


L(x,y)=3 (x — 3) E 2) 


2. f(3.01,2.06) = L(3.01, 2.06) = f (3, 2) -(3.01-3) (2.06 2) 


= 3 – 0.01 ; (0.06) = 2.91 


El valor de f (3.01, 2.06) con 9 cifras decimales es (3.01, 2.06) = 2.907352748 
y la aproximación lineal es L(3.01, 2.06) — 2.91 


DIFERENCIALES 
DEFINICION.| Sean z= f(x,y) y 4x y Ay los incrementos de x y de y. 


1. Las diferenciales de las variables independientes x e y son 
dx=Ax у dy-Ay 


2. La diferencial total de la variable dependiente z es 
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dz 8 dx + 2 dy = fi, (x, y)dx* Л, (x. y) dy 
Ox ду 


La diferencial dz también es denotada por df. 


Sabemos que Af = f, (a,b) Ax + f, (a,b) Ay . Luego, 


Af =df = dz. 


Además, si tomamos dx=Ax=x-a y dy=Ay=y-b еп la fórmula que 
define a la diferencial total, obtenemos: 


dz- f, (a,b)(x—-a) Ta (a,b)(y-b) 


En consecuencia la aproximación lineal la podemos expresar así: 


f(x, y) А f (a,b) + dz 


EJEMPLO 5.| Sea la función z= f(x,y) = des ху xy 


1. Hallar la diferencial total dz 


2. Si el punto (2, 3) cambia al punto (2.01, 2.98), utilice la 
diferencial dz para hallar un valor aproximado de A f. Halle la 
correspondiente aproximación lineal de / (2.01, 2.98). 


Solución 
1. Tenemos que: dz — - dx + 2 ау, 2 Ax? 2xy, с + 3y? 
Ox ду дх ду 
Luego, dz = (4? 2xy)dx H ( х2 + 3? Jay 


2. Tenemos que: (2.01, 2.98) = (2 + 0.01, 3 — 0.02). Luego, hallando el valor de la 
diferencial dz para el caso, х= 2, у= 3, dx = 0.01 y dy = — 0.02, obtenemos: 


а= Ee -2(2)(3) |(0.01) + [-02) +3(3} [c 0.02)= - — 0.26 


Luego, 
Af =— 0.26 


Por otro lado, sabemos que: f(x, y) ~ f(a,b) + dz . Luego 
FOOL 2.98)= f (2,3) + (- 0.26) = 2° — 23) + 3? + (- 0.26)=30.74 


Esto es, (2.01, 2.98) = 30.74 
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EJEMPLO 6.| Mediante diferenciales halle un estimado de 


\/ 35.94 2/ 27.09 


Solución 


En primer lugar observamos que y 36 ans 6(3) = 18. Este resultado nos 
sugiere que tomemos la función 


z= f(x,y)- NES Y y y el punto (36, 27) 


Tenemos que: 


_ Жу _ ХУ? 1 
Tr (x, y) эх > f (36, 27) 2\36 4 
NE _ Узб 2 
(9) = = > /,(36, = ORE 


Sabemos que 
Р(х,у) f(a,b)+dz, donde dz= f,(a,b)(x—a) fy (a, b)(y - b) 


O sea, 


(ху) f(ab)* f.(a.b)(x-a)* f, (ab)(y-b) 
En nuestro caso, x = 35.94, у= 27.09, a = 36, b = 27. Luego, 


2 
\/ 35.94 427.09 = 4/36 4/27 + 7 (3594-36) + 3(27.09-27) 


18 4 n 0.06) + = (0.09) = 18 — 0.015 + 0.02 = 18.005 


Una calculadora (que también es una aproximación) nos da 18.00495491. 


INCREMENTO ABSOLUTO, RELATIVO Y PORCENTUAL 


Tenemos una función z = f(x, y) y un punto (a, b) de su dominio del cual nos 
movemos a un punto cercano (a+Ax,b+ Ay). Al incremento en los valores de 


z=fÁ(x, y) y asu aproximación podemos expresarlas de tres maneras: 


Incremento Absoluto: Af Aproximación Absoluta: df 
Incremento Relativo: AF Aproximación relativa: af 
f (a,b) f (a,b) 


x100 Aproximación Porcentual: gr x100 


Af 
f (a,b) f (a,b) 


Incremento Porcentual: 
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EJEMPLO 7.| Los catetos de un triángulo rectángulo miden 6 y 8 pulgadas. Al 
cateto más corto se lo alarga 0.4 pulgadas y al otro se lo acorta 
0.2 pulgadas. Usando diferenciales, hallar: 


1. Una aproximación (absoluta) del cambio de la hipotenusa. 
2. Una aproximación relativa del cambio de la hipotenusa. 


3. Una aproximación porcentual del cambio de la hipotenusa. 
Solución 


En general, si los catetos miden x e y pulgadas, la longitud de la hipotenusa es 


z= f(xy) ey 


cuya diferencial total es 


d= —————ах+ — dy 
х2 + y? X ty 


Cuando х = 6, у = 8, dx -0.4 y dy = – 0.2 tenemos: 


6 8 6 8 
1. 4z x dz = —————(04)+ ————(- 0.2) = —(0.4) * —(- 0.2) =0.08 
: pd ) m ) TM ) T) ) 


Luego, la hipotenusa se alarga aproximadamente 0,08 pulgadas. 
Az _ dz _008_ 

f(68) (6,8) 10 
Az dz 

/ (6, 8) / (6, 8) 


х100 = 0.008х100= 0.8 % 


ESTIMACION DEL ERROR MAXIMO 


Buscamos evaluar la función z = Дх, y). Para esto, en primer lugar, debemos 
evaluar las variables х e y. Supongamos que estas dos últimas evaluaciones se han 
hecho con error Ax y Лу, respectivamente. Al evaluar z = f(x, y). con estos errores, 
se cometerá el error 


Az — f(x + Ax, y + Ay) — fx, y). 


Silos errores Ax y Лу son pequeños, el error Az puede ser aproximado por la 
diferencial dz. Esto es, 


Az = dz E iy | a iu OA | 4 ay 
dx dy dx dy 
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En esta expresión, tanto las derivadas parciales como los errores, pueden ser 
negativos. Tomando valores absolutos: 


haze dias £| jas 


df 
—— lA 
f lar 


si [dx Am, son los valores absolutos de los errores 


E 


y | А“); 


máximos de las magnitudes x, у, 2, respectivamente, entonces una estimación del 
máximo error al evaluar z es 


|а": |= 


d (1) 


А” |+ | 1 | 4 | 


EJEMPLO 8. | El volumen de un cilindro circular recto de radio r y altura Л está 


dado por V = лт?һ Al medir el radio se obtuvo 8 cm., con un 
error de a lo más 0.1 cm. Al medir la altura se obtuvo 25 cm, con 
un error de a lo más, 0.12 cm. 


1. Usando diferenciales estimar el máximo error que se comete al 
calcular el volumen con estos datos. 


N 


. Estimar el máximo error porcentual. 
Solución. 


1. Tenemos que: V= 7r?h y dV- Za +Z- 2zrh dr + zr^dh 


51 Ar y Ah son los errores cometido al medir el radio r y la altura Л, nos 


dicen que | Ar | <0.1 y | Ah | < 0.12. Para hallar el máximo error al calcular 
el volumen, tomamos los errores máximos al medir r y h. Esto es, tomamos 


dr= | AM, 


-01 y dh= | Amp |= 012 


Luego, de acuerdo a la fórmula (1), una estimación рага el máximo error en el 


"|+ 4 |а п) 


-l * 


cálculo del volumen es 


| Ay |- dV 
dr 


= | 2zrh | AQ, 


= 2n(8)25Y(0.1) + z(8)^ (0.12) - 40 + 7.687 
= 47.681 cm". 


Lo: . 3 
Esto es, el máximo error al calcular el volumen es, aproximadamente, 47.687 cm”. 
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2. Tenemos que parar=8 y h=25, el volumen es 
V = л(8) (25) = 1,6007 cm”. 
Una aproximación al máximo error porcentual es 
(m) 
| AST _ 47.687 
1,6007 


x 100 x100= 0.95 % 


FUNCIONES DE TRES O MAS VARIABLES 


Todos los temas anteriores tratados para funciones de dos variables se extienden 
de forma natural a funciones de tres o más variables. 


Así, si se tiene la función w= f (x,y,z), su diferencial total es 


Si (a,b,c) es un punto del dominio de f y a se incrementa en Ax, b se incrementa 


en Ду, c se incrementa en 4z, el incremento de la función es 
Aw=A4f= f (a Ax,b Ay,c Az) – f(a,b,c) 


y la aproximación lineal es 


f(x,y,z) = f(a,b,c) + f (а,Ь,с)(х-а)+ Íy (а,Ь,с)(у-Ь)+ f; (a,b,c)(z-c) 


EJEMPLO 9. | Se planea construir un tanque rectangular de cemento para 
almacenar agua. Las medidas interiores del tanque deben ser: 1.8 
m de largo, 1.5 m. de ancho y 1.2 m de profundidad. Si el tanque 
no tendrá tapa y el grosor de sus paredes deben ser de 10 cm., usar 
diferenciales para estimar el volumen de cemento necesario. 


Solución 


Si x es el largo, y es el ancho y z es la profundidad, entonces el volumen y la 
diferencial total son: 
oV дү oV 


V — xyz, dV — dx + dy + dz = yz dx * xz dy + xy dz 
Ox Oy Oz 


Allargo x = 1.8 m se lo incrementa еп dx = 20 cm. = 0.2 m (10 cm. en cada 
extremo) 


Alancho y = 1.5 m se lo incrementa en dy = 20 cm. = 0.2 m (10 cm. en cada 
extremo) 
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A la profundidad z = 150 cm se lo incrementa en dz = 10 cm. = 0.1 т (по hay 
tapa) 
Luego, 
AV x dV = (1.5)(1.2)(0.2)  (18)(1.2)(0.2) + (1.8)(1.5)(0.1) 
=0.36 + 0.432 + 0.27 = 1.062 m? 


А А 3 
El volumen de la mezcla necesaria es, aproximadamente, 1.062 m 


PROBLEMAS RESUELTOS 3. 4 


PROBLEMA 1. | Sea 5 el gráfico de la función f(x, y)-x + y + 4 (ху) 


1. Hallar el punto Ро=(х,,уо,20) de S en el cual el plano 
tangente es paralelo al plano 5х + 5у-2+3 = 0 


2. Hallar el plano tangente a S en el punto (ss YobZo ) E 


Solución 
1. Tenemos que: 


Лх (х,у) zi +1 > Fe (х,у) = 1+ 


Л, (х,у) =1+ - > do) = 1+ 


Un vector normal al plano tangente en el punto Ро = ( Хо, Yo» Zo ) es 


moto A dd E ] 
Xo Yo 


Un vector normal al plano 5x + 5у—2+3 = 0 es 


n= ( 5,5, -1) 
Como el plano tangente y el plano 5x + 5y — z + 3 = 0 son paralelos, los vectores 


normales nı y n2 son paralelos. Esto es, existe А tal que 


(1+ 4/х,, 1+ 4/y,, =1)=4(5,5, -1) >-1=4(-1)> 4=1> 


14+4/x, =5 


(1+ 4/х,, 1+ 4/yo, -1) =( 5, 5, -1) > bum => x= l y yo=l 
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Ahora, zo7 f(x,,y,)7 /(1 1)=1+1+ 4 In(0M0)) =1+1+40) =2 
El punto de tangencia (xo, yo, Zo ) = (1, 1, 2). 
2. Sabemos que la ecuación del plano tangente en el punto. (x, yo, z, ) es 
z= (х) + Salto YoMx—%0) + fy (žo Yo) (Y — Yo) 
En nuestro caso, f (1, 1)=2, f (1 1)=5, f,(L 1)=5. Luego, 


2=2+ 5(х-1)+ 5(y-1) ,o bien 5x+5y-z-8=0 


PROBLEMA 2.| Sea 5 la superficie z = ES y Po=(xo»Yo»z0 ) un punto de S. 
Xy 


1. Probar que el plano tangente a S en el punto (x, y, z, ) puede 
escribirse en la forma: 
cts ue ue 
o Jo 2 
2. Probar que todos los tetraedros formados 


por los planos tangente a S tienen 
volumen constante igual a 


у= 21| 
2 


Solución 


1. Sabemos que el plano tangente a S en el punto (х,,у,,20) 


está dado por 


z= e) ES fs (39 Yo (x xs) F Fy (ху, ь)(>— ) (1) 


Pero 2, = f (%,»)= 


Хо Yo 

k k 
f(x») = => fe») —— 
Xy Xo Yo 

k k 
fy (%y) = -—у > uy 2 
ху XoJo 

Reemplazando estos valores en (1): 
k k k 
2= 2 (x Xo) 5 (y Yo) > 


XoYo Xo Yo XoYo 
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k k k k k 
z= z + zy + > 
XoYo Xo Yo XoYo Xo Yo Хо Yo 
k k k 
3—* + y + 2= 3 => 
Xo Yo Xo Yo ХоУо 
Dividiendo la expresión anterior entre z, = £ : 
XoJo 
RT Е 3 
Xo Yo Zo 


2. Tomamos un punto P, -(x,,y,,z,) cualquiera de 5. Por la parte 1, una 


ecuación del plano tangente en este punto es 
Xo Yo Zo 


Si (a, 0, 0), (0, b, 0) y (0, 0, с) es el punto donde plano corta al eje X, eje Y 
y eje Z, respectivamente, entonces 


Boa 0 a ыша... Ш H 2 H 0 232 b7 3у,, 
Xo Yo Zo Xo Yo Zo 

Күн © =з—>с= 324. 

Xo Уо 20 


El volumen del tetraedro es: 


PROBLEMA 3. | El volumen de un conoo circular recto está dado por 


1 
= -arh 
3 


Al medir el radio r se comete un error de a lo más 2 %, y al 
medir la altura Л se comete un error de a lo más 1 %. 


Estimar el máximo error que se comete al calcular el volumen. 
Solución 


Se tiene que: 


| dr 100 < 1. O bien, 
r 


<2 y | Z 100 
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Ahora, 
уы к ne жуы Е 
ôr дһ 3 3 
OV _ 2/3 zrhdr | 1/3лт°аһ _ Ar, dh 
Vo Barh 1/3 zr^h r h 
Luego, 


sa 9r 


r 


h 


4 < 2 (0.02) + 0.01 = 0.05 


eV ¿7 | h 
V r h 


Esto es, al calcular el volumen el máximo error relativo cometido es, 
aproximadamente, 0.05. El máximo error porcentual es, aproximadamente, 5 96. 


PROBLEMA 4. | El periodo de oscilación de un péndulo está dado por 


T=2xyL/g, 
donde L es la longitud y g es la aceleración de la gravedad. 


El péndulo es llevado de un lugar donde g = 32 pies/seg? a un 


lugar cerca del polo norte, donde g = 322 pies/seg?. Debido al 
cambio de temperatura, la longitud del péndulo cambió de 2 pies a 
1.97 pies. Estime el cambio del periodo. 

Solución 


Tenemos que: 


L-2, AL=-0.03, g=32 y dg-02 


Luego, 
2 
arzar= (003) - О) (0.2) 
32(2) 32,/32(2) 
Hi a EA c ы dolor 
8 128 64 


Esto es, el periodo del péndulo disminuye, aproximadamente, 0.0167 segundos. 


PROBLEMA 5.| Dos lados de un triángulo miden 6.1 m y 5.92 m, y el ángulo 


que forman es de 62°. Mediante una aproximación lineal y la 


ley de los cosenos, estimar la longitud del tercer lado. La ley de 
los cosenos dice: 
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c? 2 a? + b? — 2ab cos 


Solución 
b с 
Sea c= f (a, b, 0) zd a? + b? —2ab cosÓ . Entonces 
dc- f, (a, b, Ө) Aa + fp (a,b,0) Ab + fg (a,b,0) 40 z 
Cuando а= 6, b=6, 0-60? => entonces 
л 


Да=6.1-6=0.1, 4b=5.94-6=-0.06, 40-62? Ше жс. 


/ (6, 6, 60°) = ү] 62 +62 —2(6)(6)(1/2) =6 y 


de= f,(6, 6, 60)(0.1)+ f, (6, 6, 60)(—0.03)+ fo (6, 6, 60)(7/90) 
Рего, 


= 6—6(1/2 
fala, b, 0) = шы АШ > /,(6, 6, 60) = pode e T 
|| а? + b? —2ab cosO 6 2 
- 6-6(1/2 
% (а, b, 0) = кеше > f(6, 6, 60) = а д 
а? + b? —2ab соѕ0 6 2 
e)(6)(4 3/2 
fola, b; 8)» ab send > f, (6. 6, 60) E X | e NES 


V a? + b? -2ab cos 
En consecuencia, 


1 1 л 
dc = 0.1)+ 0.06) + 34 3| — | =0.2018138 
e=H(01)+ 1(-006)+ 3/3 (2) 


Por último, 


c= f(6.1, 5.96, 62°) = f (6, 6, 60%) + dc = 6 + 0.2018138 = 6. 2018138 


Esto es, c = 6.2018138. 
La calculadora nos el valor 6.202574851 


PROBLEMA 6.| Se miden los lados a y b de un triángulo con un máximo error de 
0.4 % y 0.5 %, respectivamente. Se mide el ángulo Ө 
comprendido entre estos lados y se obtuvo 30°, con un error 
máximo de 0.2%, Usando diferenciales estimar el máximo error 
relativo y el máximo error porcentual en el cálculo de área, 
mediante la fórmula 


1 
= —ab sen O 
2 b sen Ө 


Solución 
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Nos dicen que: 


da 


«0.005 у |а0 soa) = 0.0035 (1) 


< 0.004, | d 
b 


Ahora, 


=>» sen Ө da + а sen Ө db + а cos 0 40 


Dividiendo entre А = jab sen 0 


айа, ЕР, 
А а 
De donde, 
ee JE a E Л ТҮ 
Á a b 


Considerando que 0 = 30°, cot 30° = АЁ y las desigualdades (1) obtenemos: 
dA | «0,004 +0.005+ /3(0.0035)=0.01506 


El máximo error relativo es, aproximadamente, 0.01506. 


El máximo error porcentual es, aproximadamente, 1.506% 


PROBLEMA 7. | La resistencia total de tres resistencias R1, R2 y Аз, colocadas en 
paralelo, está dada por 


СР ИЖЕ dj 


R К о R 


1. Probar que 


2 2 2 
as мил rap spe ran Q) 
К, К R3 


2. Si las mediciones de Ау, R2 y Ёз son de 100, 150 y 300 
ohmios, con errores máximos de 2%, 3% y 5%, 
respectivamente. Usando diferenciales estimar el máximo 
error relativo y el máximo error porcentual al calcular R. 


Solución. 


1. Derivando (1) respecto А tenemos: 


1) К ЧЕ. 
ORAR) ORAR R R 
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0 B 1 OR o(1 1 1 1 
== у + + == М 
aR (R в? OR; ORAR R R R? 


Luego, 


1 OR 1 в R (кү 


к2 р р OR R (А 
2 2 
We OR R OR R 
Similarmente, —=|— | y —=|— 
OR, no OR; Р 
Аһога, 
OR OR OR кү кү р 
dR = ——аҝ + — dR, F — dR; = |= ак |= ак» сие dR, 
OR OR) OR; Ri К R; 


2. Tenemos que: 


ак» 
2 


ак; 


3 


< 0.02, < 0.03, 


| ак 
1 


+ + Е = 
R Ri R R 100 150 300 300 50 


La igualdad (2) la podemos escribir así: 


ap d, 145 1а 
RA КУК, R, R 


Dividiendo ambos miembros entre R: 
R 
dR = р 1 ак + 1 а На 1 ак 
R RR RR RR; 


Tomando valor absoluto: 


ИШТ | 


Reemplazando en esta expresión los valores correspondientes, obtenemos: 


dR 


R 


dR; 1 | dR 1 


|R; | 


ар, 


501-0002) +1000) +i (0-05) ) = 0.0283 
100 150 300 


Esto es, el máximo error relativo es, aproximadamente, 0.0283 


El máximo error porcentual es, aproximadamente, 2.83%. 
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PROBLEMA 8. | Una función diferenciable que no es de clase c Р 
Sea la función: 


x? + y? |sen ‚ si (x, y) = (0,0) 
f(x.y)- | | x? +y 


0, si (x, y) = (0,0) 


а. Hallar /. (х,у) у £,(x,y) 


2 


b. Usando la definición, probar que la función f es diferenciable 
en el punto (0, 0). 


c. Probar que las derivadas parciales f; y f, по son continuas 


en el punto (0, 0). 
Solución 


а. Si (x, y) + (0, 0), entonces 


fx (х,у) = 2x sen AM Á (+ +у?)\сз-——— - 21 
2 2 2 2 3/2 
Py Plate) 
1 х 1 
= 2х sen cos 
Js y? J| y? e + y? 
Si (x, y) = (0, 0), entonces 
" h?sen 1 Е 

f, (0, 0) = Lim £050) А00) _ Lim h = Lim hsen—=0 

1>0 h 1>0 h hi0 |^ | 
Este último límite es 0 porque | л | Р | 0 h sen: Р | < | h | 
Luego, 

x 1 

2х зеп cos si (x,y)*(0, 0) 
f(xy) = Vary? drar ata y? 

0 si (x,y)=(0, 0) 
Similarmente, 

2y sen Е = = cos - =, si (х,у) (0,0) 
dyes Jx +y x +y Vx + y 
0, si (x, y) = (0,0) 


b. Debemos probar que: 
AÑO, 0) = f,(0, 0) Ax + Íy (0, 0) Ay + e4x+ є›Ду 
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donde e, >0 y £,>0 cuando (Ax, Ay) (0, 0) 


Tenemos que f, (0, 0) =0, 7, (0, 0)=0 у 


А/О, 0) = f (4x. Ay) - f (0, 0)= ((Ax +(4y)” Jsen E =-0 
(Ax +(4у) 
=(4x) sen : + (ду)? ѕеп l 
y (а)? +a) (Ax) +(ay) 
= f, (0, 0)Ах+ f, (0, 0)4y + (дх)зеп = (4) 
Ма)? «(Ay 
(4y)sen : (4y) 
Var) + (ay! 
= f (0. 0) Ax + f, (0, 0) Ay +&4x+ £,4y 
donde & = (Arm у 5 = (Aye == 
Jay (ay? (Ах)? +( лу)? 
Además, e, >0 y £,>0 cuando (4x,4y)> (0, 0), ya que 
( Ax)sen І 0 x|ax| y | (Ду) ѕеп | 0 |< |Ду| 


ar)? + (лу)? ay. +(4у) 


En consecuencia, f es diferenciable en (0, 0). 


c. No existe Lm fy (х, y). En efecto, tomando y=x, соп х > 0 tenemos: 


х у)Э(0, 0) 


1 x 1 
Lim /,(х,у)= Lim |2x sen cos 
(x. y)>(0, 0) de ) x>0+ | d +х? du +х? үз? "E | 


= Lim E sen —— 


x>0+ 


1 1 
ны 


1 
Pero, Lim | 2х sen =0 y Lim o T no existe. 
x>0* | N -| хә0* | y 2 у 2x 


En consecuencia Lim f (x, y) no existe y por tanto, la derivada f, no es 
(х.)Э(0. 0) 


continua en (0, 0). 


En forma análoga se obtiene que f, tampoco es continua en (0, 0). 
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PROBLEMA 9. | Probar el teorema 3.7 
Sea f: UC R? ә IR, donde U es un conjunto abierto. Si f 


es de clase c еп U, entonces f es diferenciable en U. 
Solución 


Sea (а, b) un punto cualquiera de U. Probaremos que f es diferenciable en (a, b) 


Sea B((a, b), т) una bola abierta con centro en (a, Ь) y contenida en U. Tomemos 
Ax y Ay suficientemente pequeños para que el punto (a + Ах,Ь + Ay) esté en la 
bola. 


Tenemos que 
Af = f (a* Ax, b+ Ay) – f(a,b) 
= [f (a Ax, Ь+ Ay)- f (a Ax, b)] + [ f (a Ах, b)-f (a. b)] (1) 

Ahora, aplicando el teorema del valor medio, 
f (a Ax, Ь+ Ay)- f (a Ax, Ь) = f, (а+ Ax, а) Ay, con Ь<4<Ь+Ду (2) 
f (a Ах, b)- f (a, b)= f,(c,b)Ax, con а<с<а+ Ax (3) 
Reemplazando (2) у (3) en (1): 
Af = f, (а+ Ax, d) Ay+ f, (с, b) Ax 

= f. (с, b) Ах+ f, (а+ Ax, d) Ay 

= fila, P) Ax + f, (а, b) Ay + [ f, (с, b)- f, (а, b) ] ax 


+ Ё (a+ Ax, 4)-/, (а, b)]4y 
Luego, 
А/ = fla Ь)Ах + fy (a, Ь)Ду+ &Ax + вуду, 


donde & = fy (с, b)-f,(a, b) y єз = /„(а+Ах,а)- f, (a,b) 
Como а< с< а+ Ax y f, es continua, tenemos 


Li = Li , b)- ,b)|= ,b)- , b)=0 
(лх,4у)-э(0, 0) a cbe б ) Лх (a )] Л E ) Лх (a ) 
Similarmente, como b<d<b+ Ay y f, es continua, 


uim. MON ба| fy (а+ Ax, d)— f, (а, b) |= 7, (a.b) - f, (a,b) -0 


En consecuencia, f es diferenciable en (a, Б). 
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PROBLEMA 10. | Probar el teorema 3.8 


Sea f:UC R?> R donde U es abierto. Si f es 
diferenciable en U, entonces f es continua en U. 


Solución 
Sea (a, b) un punto cualquiera de U. Probaremos que si f es diferenciable en 


(a, b), entonces f es continua en (a, 5). Para esto, debemos verificar que 


Lim (х,у) = f (a,b), lo cual es equivalente a 
(ко) (a.b) 


был ЧЁ "AS + Ах,Ь+ Ay)= f (a,b), 


lo cual, a su vez, es equivalente a 


PE a+ Ax, b Ay)— f (а,Ь) ] = 0. Esto es, Lim — Af-0 


Lim 
(Ax. Ay) (4x,4y)>(0, 0) 


Bien, probaremos este ültimo límite. 
Como f es diferenciable en (a,b), tenemos que 
Af ^ f,(a,b)Ax* fy (a,b) Ay+ £j Ax+ e, Ay 


donde £j — 0 y £,>0 cuando (Ax, Ay) — (0, 0) 


Luego, 
беа 0) JS (8D 0) Jelabjazt бл 3^ Ау 
ЫЕ DA (0, 0 a "n l 
е Е б aR (ао 812247 l 


= Lim € Lim Ax + Lim £5 Lim Ay 
(4x,4y)>(0, 0) (4x,4y)>(0, 0) (4x,4y)>(0, 0) (4x,4y)>(0, 0) 


(0X0) + (0X0) =0 


242 Cap.3 Derivadas Parciales 


PROBLEMAS PROPUESTOS 3. 4 


En los problemas del 1 al 5 hallar el plano tangente y la recta normal al gráfico 


de la función dada en el punto indicado. 


1. 


© 


m 


2 2 
x" y x-2 y-3 2—1 
‚у)= —+=—, (2, 3,2)  Rpta. 3x - 2y - 32 - 0, == 
A Жо: 1 2/3 -1 
1 
/(х,у)= zw wy el, (2, -1,1) 


x-2 у+1 z-1 


Ера. 2 4z-1=0, 
ra 1/2 1/4 a 


z= an[2), (2, 2, 7/4) 
x 


x-2  y-3 z- xz/4 
1/4 -1/4 -1 


Rpta. х+у- 42-4 +л = 0, 


.z 2e "seny, (0, 7/6, 1) 


E -1 
Rpta. x *d 3y *z PEE 0, x _у-л/6 z 


6 -1 48 -1 


‚= /х+у (4, 1,3) 


x-4 y-1_z-1 
1/4 1/4 -l 


Rpta. x -y - Az t 7 =0, 


. Hallar el punto de la superficie z = xy — 3x + 2y – 5 en el cual el plano tangente 


es paralelo al plano XY. Rpta. (-2, 3, 1) 


. Hallar los puntos de la superficie z — 8х5 12xy + y F 1 en los cuales el plano 


tangente es paralelo al plano XY. Rpta. (0,0, 1), (1, 2,-7) 


. Hallar el punto del paraboloide z = a + y en el cual el plano tangente es 


paralelo al plano 12x — 6y – 3z = 1. Hallar el plano tangente. 
Rpta. (2/3, —1, 7/3), 12x- 6y-3z=7 


. Hallar el punto del paraboloide z = xb 2? — 7 en el cual el plano tangente es 


paralelo al plano бх — 8y – z = 10. Hallar el plano tangente. 
Rpta. (3. =2, 10) ‚ 6x-8y-z=24 


10. Hallar el punto del paraboloide 2=4— 2) -= 5y? en el cual el plano tangente 


es perpendicular a la recta x - 1 – 2t, y =4-—5t, z= 3 + t. Hallar el plano 
tangente. 


Rpta. (-2, 1/2, — 21/4 ) , 32x -20y - 4z = — 53 
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11. Hallar el punto de la superficie z — x + ху en el cual el plano tangente es 
А —J3x+y=z=1 
perpendicular a la recta . Hallar el plano tangente. 
5х-у+2= 3 


Rpta. (-1, -3,2), y+z=-15 


2 2 
12. Demostrar que el plano tangente al paraboloide flt > en el punto 
c a b 
+20 2xyx 2ygy 
VERE 
c a b 


P, =( x0; уе, zo) puede escribirse en la forma 


. сх су? 
Sugerencia: z = + —— 
2 2, 

а b 


13. Hallar la linearización L(x, y) de la función f(x, y) = y ee y enel punto (0, 3). 
Mediante esta linearización aproximar (0.1, 2.95). 


Ера. L(x, y) = Py f(0.1, 2.95) = 2.0375 


14. Hallar la linearización Z(x, y) de la función f(x, y) = x? ytx cos( у-1) еп е] 


punto (—2, 1). Mediante esta linearización aproximar (2.01, 1.02). 
Rpta. L(x, у) = —3x+4y-8, 32.01, 1.02) = 2.11 


15. Hallar la linearización L(x, y, z) de la función f(x, y) = y хэ + y +23 enel punto 
(2, 1, 3). Mediante esta linearización aproximar (1.98, 1.04, 2.96). 


1 
Rpta. L(x, y, 2) = х+ту+та-3 , f(1.98, 1.04, 2.96) = 5.9 


En los problemas del 16 al 22, hallar la diferencial total de la función dada. 


16. z= хе? Rpta. dz = еЎах+ хе? dy 
17. z= xye^ Rpta. dz — | ye? + xye**? Jar + (ze + xye Y Jay 
2,2 2xy? 2х2 y 
18. z= In(1ex y | Rpta. dz ———,dx + — 535 dy 
1+ ху 1+ ху 
Scias 3y? 3 
19. z= y n(x ) Rpta. dz =—=— dx + 2yin(x Jay 
х 
20. w= (1+ хуг) Кра. dw =———ах+ E dy + ME de 
1+ xyz 1+ ху 1+ xyz 
21. w= tan”! (x+y+z) Ара. dw = : 5 (dx + dy ^ dz) 


1+ (x+y+2) 
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2. ъ= үх + [ужу = Кра dw = s т = 


En los problemas del 23 al 28, usar las diferenciales para aproximar 


Af - 7(0)- f(P). 


23. f (x,y)o x? «xy -3y?, Р= (4,1), Q= (4.02, 0.97) Ера. Af «0.24 
—Jl£3 172 Ls Z 

24. f(xy)= Py ?,  P=(8,9), 0= (7.8, 9.06) Rpta. Af =-0.03 
25. /(х,у)= 4x2 -?, Р=(5,3), Q=(5.1, 29) Ера. Af «0.2 
26. f (xy) = =, Р= (3,1), Q- (2.99, 1.5) Кра. Af «0.2 

X +y 
27. f(x. yz) d хуг, P=(12,3,1), Q- (12.1, 2.85, 1.1) Ара. Af «0.175 

Xyz 

28. f(x, yz) , P-(4, 22, -1), Q- (4.1, -1.98, 1.04) Rpta. Af =-0.2 


х+у+2 


En los problemas del 29 al 31, usar las diferenciales para aproximar el número 
indicado 


29. | (8.02)? +(14.97) Rpta.16.983 
30. In(y 254 +\/ 16.16 ) Rpta.0.06 


Rpta.3.819 


2 2 2 2 Y 
31. 34 (69 +(4.2) -1 = |(69) « (42) -1| 1 
32. Los catetos de un triángulo rectángulo miden 8 cm y 6 cm. El cateto más largo 


1 : 1 . : 
se Mun cvi y el más corto se alarga a cm. Usar diferenciales para 
Е NO Я 1 
aproximar la variación de la hipotenusa. Rpta. Se encoge 8 cm. 


33. El volumen de un cono circular recto de radio r y altura h está dado por Y = 
1 А А 
ИД Si el radio crece de 6 a 6.05 cm y la altura decrece de 18 a 17.96, 


Usando diferenciales estimar el cambio del volumen del cono. 
Rpta. AV є 3.127 
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34. Se tiene un sector circular de radio r = 30 cm. y ángulo 


35. 


36. 


л В A о 
central 0 = ru Si al ángulo central lo incrementamos en 


un grado ( 1? ), estimar en cuanto debemos disminuir el d 
radio si queremos que el área se mantenga. r 
1 
Recodar: А = е Rpta. 0.25 cm. 
Se miden los catetos de un triángulo rectángulo obteniendo 8 cm y 6 cm con un 
error de a lo más de 0.2 cm en cada medición. Usar diferenciales para estimar el 
máximo error al calcular: 
a. La hipotenusa. Rpta. 7/25 cm. 
b. El área. Rpta. 7/5 cm. 
La resistencia total de dos resistencias Ау y Ro, colocadas en paralelo, está 
1 1 1 
dada por — = — + — 
R R A 


2 2 
a. Probar que dR = z аку + A ак» 
R К, 


b. Si las mediciones de Р] y R2 son de 25 y 100 ohmios, con errores 
máximos de 0.5 ohmios y 0.75 ohmios, respectivamente. Usando 
diferenciales estimar el máximo error al calcular R. 


Rpta. b. 0.33 ohmios 


37. Sea A el área de un triángulo de lados a y b que 


38. 


forman un ángulo 0 = 30°. El ángulo Ө crece 1°, 
el lado a crece 4 % y el lado 5 decrece 5 %. b 
Usando diferenciales, estimar el cambio b sen Ө 


1 
porcentual de А. Recordar que А = 275 sen Ө. 
Rpta. crece 2% 
El periodo de oscilación de un péndulo está dado por T = 27 L/ g , donde L 


es la longitud y g es la aceleración de la gravedad. 


dT ца dg 
211 g 


а. Probar que 


b. Al medir L у g se cometen un error porcentuales máximos de 0.5 % y 
0.3%. Usando la igualdad de la parte a. para estimar el error porcentual 
máximo de 7. Rpta. 0.4% 
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2 
39. La potencia eléctrica está dada por P = P , donde E es el voltaje y А es la 


resistencia. Si 2 % es el error porcentual máximo al medir E y 3 % es el error 
porcentual máximo al medir R, estimar el error porcentual máximo al calcular P. 
Rpta. 7% 


40. Dos lados de un triángulo miden 15 m y 20 m. El ángulo que forman estos 
lados es de 60?. Los errores máximos al efectuarse estas mediciones fueron 10 


cm, 20 cm y 1°, respectivamente. Se calcula el tercer lado mediante la ley de los 


2 2 : -7 в 
cosenos: c? =a? + b? — 2ab соѕ0. Hallar una aproximación del máximo error 


al efectuar este cálculo. Rpta. 41.78 cm. 
y? y? 
"5 5? , 0,0 
41. Sea la función £(x,y)- 4 124 y? (х, y)» (0.0) 
о si(xy)-(86) 


a. Probar que /, (0,0) =0 y f,(0,0)=0 


b. Usando la definición probar que f es diferenciable en (0, 0). 
42. Sea la función f(x, y) = +? + y 


a. Probar que /, (0,0) =0 y f,(0,0)=0 


b. Probar que f no es diferenciable en (0, 0). 
Sugerencia: Pruebe que f no es continua en (0, 0). 


43. Sea la función f(x, y) (xy) x? « y?, 


2з, x(x+y) 
PA A 5. s (х,у) =(0,0 
a. Probar que /, (х,у) = "PED „л 


0, si (х,у)=(0,0) 
x? +y? + у(х 7) , SÍ (х,у) = (0,0) 

Íy (х,у) = x? + y? 
0, si (х,у)=(0,0) 


b. Probar que fes clase c en R? y, por tanto, f es diferenciable en R2. 
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SECCION 3.5 


LA REGLA DE LA CADENA 


Llamamos regla de la cadena al resultado que expresa la derivada de una función 
compuesta en términos de sus funciones componentes. Recordemos lo que dice esta 
regla para el caso de funciones de una variable: Si y = f(x) y x = g(f) son 
diferenciables, entonces la función compuesta f o g es diferenciable y se cumple que 


Fog) = f(g() 21) 
Con las otras notaciones este resultado se expresa asi: 


` dy | dy dx 
Р,у =D,y Dix Ó == =— 
Ur тс dt аа 


En esta sección, extenderemos este tema al caso de funciones de varias variables. 
Por razones didácticas, la regla de la cadena la presentamos en casos. 


REGLA DE LA CADENA PARA UNA VARIABLE 
INDEPENDENTE 


TEOREMA 3.9 | Regla de la cadena para una variable independiente y dos 
variables intermedias. 


Si w= f(x,y)es diferenciable en (х,у) y x=g(¢) e 
y = h(f) son diferenciables en /, entonces у = / (е (@),(ї)) 


es diferenciable en £ y se cumple que 


dw _ ôw dx дю dy 


(1) 
dt Ox dt Oy dt 


O bien, con otra notación, 


D, | f (e(r).h(0)]- f. (00), А00) + f, (е (0) n(o))n (0) 


Demostración 


Ver el problema resuelto 13. 


En este teorema, w es la variable dependiente, г es la variable independiente y 
х, y son variables intermedias. 
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Para reproducir con facilidad la regla de la cadena se 
construye el diagrama de árbol adjunto. Las variables las 
localizamos en tres niveles. En la parte superior está la 
variable dependiente; en la parte inferior, la variable o 
variables independientes; y en el intermedio, las variables 
intermedias. A cada rama se lo etiqueta con la derivada de la 
variable superior respecto a la variable inferior. 


dw ; ; В 
Para hallar У se siguen las trayectorias que comienzan 
t 


con w y terminan con f, multiplicando las derivadas 
correspondientes. Cada trayectoria nos da un sumando en la 
fórmula (1) de la regla de la cadena. 


EJEMPLO 1.| Sea w= x? «xy & y?, х= sent, у = cost 


Hallar e de dos maneras: 
t 


a. Usando la regla de la cadena. 


b. Expresando w como función de ¢ y derivando. 
Solución 


dw _ Ow dx | Ow dy _ 
dt Ox dt Oy dt 


(2x + y)(cos t) + (x+2y)(=sen 1) 


= (2 sen t cos t)(cos 1) + (sen t -2 cos t)(—sen £) 


= 2 sen f cos t + cos?t — sen?t — 2 sen t cos t cos?t — sen?t = cos 2t 


d 
Esto es, Pe cos 2f 
dt 


2 


b.w= x +ху+у2= sen?t + sen / cos £  cos?t 


1 
- (sen^t + соз?) « (sen cost) =1+ ¿sen 2t 
1 
Esto es, w = 1 + Ta 2t 


1 
Luego, Du E (2) = cos 2t 
dt 2 


EJEMPLO 2.) Si w- In(x?+y?), х= e y у= e" , hallar ^ 
u 


и=0 
Solución 


SA PS e 
du  Oxdu y du х? +у? х2 + y? 


dw _ Owdx  0wdy_ 2x (e) + 2y (e) 
2 
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BEES (e) " 2e " (-e*)- j ей е 
e?" pe? e" n 


Para и = 0 tenemos 
9 1-1 — 


е0 ет 
y MMC 
1+1 


429  ¿O¿¿20) 


dw 


paña 0 
du 


REGLA DE LA CADENA PARA DOS VARIABLES 
INDEPENDENTES 


TEOREMA 3.10 | Regla de la cadena para dos variables independientes y dos 


variables intermedias. 
Si w= f(x,y)es diferenciable en (х,у) y x=g(s, 0), у= 
h(s, t) son diferenciables en (s, t), entonces 
w-f ( g(s,t),h (s,t)) tiene derivadas parciales de primer orden 


en (1,5) y se cumple que 


Ow Ow Ox Р Ow ду (3) 
Os Ox Os ду 05 

у 
Ow Ow Ox | Ow ду (4) 
Ot Ox Ot дуд 


Demostración 


La demostración es muy similar a la demostración del teorema 3.9. 


EJEMPLO 3.| Siw- in( y x? +y | х= se! у у= se ' , hallar 
qm p, Y 
Os д 
Solución 


Tenemos que: 


w= (e? ) = (2+2). E D , а > 
X y 


Ahora, 
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xl e! ty et 

XU RT E EET 
(Ce) mec oi 
Б е) s(t”) > 


b Ow  OwOx А ду ду _ х (se) n y (че) x(se')- »(se*) 
2 2 


а дхф дуд x+y х2 +у? Pay 
(epe ege). nem 
= 7 7 cium О = tanh 2t 
(ве!) «(se*) EX IE 


Esto es, w = tanh 2t 
ôt 


DEFINICION. | Sea п un número natural positivo. Una función f(x, y) es 
homogénea de grado n si se cumple que 


füx, ty) = t" f(x,y), Vt» 0 y V (х, у) en el dominio de f. 


La proposición que presentamos y probamos en el siguiente ejemplo es conocida 
como el Teorema de Euler para funciones homogéneas. 


EJEMPLO 4.| Si Ax, y) es diferenciable y homogénea de grado л, entonces 
х\(ху)+у (х,у) e nf (х,у) 


Solución 
Si u=1x, v = ty, tenemos que la igualdad ftx, ty) = t” f (х, y) se transforma en 


Ku, v) 7 1" f (x, y) (1) 
Derivando respecto a t ambos miembros de esta igualdad (1): 


(us) = n f(x,y) (2) 


Pero, aplicando la regla de cadena a Z f (wv): 
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ә ИА 
aW c t a te IAN 


= x filt ty) +y fo (tty) 
Reemplazando este resultado en (2): 
x fi (00,ty)+ y fo (tty) = nt" f(x,y) 
Finalmente, haciendo £ = 1, Obtenemos: 


xfi(x y) y fa(x y)» nf(x.y) 


En el siguiente ejemplo, la regla de la cadena nos proporciona fórmulas para 
calcular las derivas parciales de segundo orden. 


EJEMPLO 5.| Sean w= f(x,y), x= g(s,t), у= h(s,t) de clase CÓ) Probar: 


2 2 2 2 2 2 2 2 
си а апу SE Ow ду 
s 


"ae? a Los oy? Los дудх Os Os Ox 8 Oy eg 

з, 8и _ д» (2) д?н (2). ¿En ду ёх, д B", ди ду 

|»? ә? Loa) ду? Lot дудх Ot Ot Ox oi ду д? 
Solución 


1. Por el teorema 3.10 sabemos que æ = DES. Ewy 
s 


—— —— .Luego, 
Ox Os ду Os 


Ow 0 Es _ аа eror Ed " [+ 


a? asla] slæ ðs дуд,| Os|OxÓs| Os әу ә 


_ 163 | ди 7x ‚| д(д# y, ди д?у 
05 дх ) Os. Ox eg? 0s ду ]|Os ду ag 


a д2 х д? ду |дх а ôw 0?x | ^w Ox | ^w ду ду дь 02 y 
Ox? Os дудх 0s |05 | Ox ðs? дхду Os ду? Os |05 ду 052 


2 2 2 2 2 2 2 
JE ы ш ME 
дудх 0s Os Ox 52 ду o 


2. Similar a la prueba anterior. 
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EJEMPLO 6.) Si х= e + e”, y=2st y w-f(x, y) es de clase c, hallar: 
ob Ыы 
' ét i дг 


Solución 


QELNR EP Yos E og sug 9 € 


“п ха дуй! ox ду дх ^ y 


Esto es, 


Qu Lu 
et Ox ду 


b. Podemos obtener el resultado rápidamente aplicando la fórmula 2 del ejemplo 
anterior. Sin embargo, para practicar el uso de la regla de la cadena, procedemos 
paso a paso. 


Ca DR а. E "205.01. E Y], 2122. 
г дё ôt дх ду д дх Ot| ду 


E or е 3 
дх ôt | Ox ôt | Oy 


Esto es, 


2 
Zr afa 
of? Ot | €x 


2 2 2 2 
2x La ду | ¿MUS y 7 0 f 


Ox] оу? д: ôyôx ôt ar? дудх 


EAE MEET E а) 
ôt | ду дх 


Рего, 


2 2 2 2 
o[ar| efe дуду ¿O OS 
Ot| Oy | дхдудї ду? д дхду ду? 
Reemplazando estas igualdades en (1): 


2 2 
ГАИ Mr DET t 2s 3e CL +a f + get 0 
дг? ox? дудх дхду ду? дх 


2 
- өг“ © ARTE E Eras f y ом Of 
ox? OyOx ду? дх 


Los teoremas anteriores son casos particulares del siguiente teorema, cuya 
demostración sigue los mismos pasos que las demostraciones de los teoremas 
anteriores. 
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TEOREMA 3.10| Si w= f(x,,x),...,x,) es diferenciable y cada х; es una 
función diferenciable de m variables t t) ...t,, entonces w 
es diferenciable de f 1)... tm, y se cumple que: 

Ow | дубу , ди ӧх , Ow 0x3 Ow 0x, 
Ot  O« O04 дә дһ Ox 04 ^ ^ Ox, OQ 
Ow _ ôw x , Ow Ox; , Ow 0x3 Ow Ох, 
Ot, Ox 0t,  @ ôb дь Ox, Ot, 


Ow _ Ow Ox Ow Ox; , Ow ӧз Ow Ox, 
- 4 + E s 
Ot, Ox Ot, до 0t, 0x3 Ot, Ox, Otm 


2: vs 0d 
EJEMPLO 7. Si w=f(x,y,2) =e* 7 ** ,x =ssent, у= сов, z=stant 


a. Hallar 20 b. Hallar Ow 
_ S | (1, 7/3) 
c. Hallar ок d. Hallar ди 
pi Ot | (1, 2/3) n 


Solución 
En este ejemplo tenemos el caso n -3 ym=2 


Ow | Ow ôx Ow Oy Ow Oz 


53,22 X 
a. + + = ES NE ІС t) 
Os | Ox Os Oy Os Oz Os AP 
2 2 2 AS 


+ Еа 1 azze E (С t) 


E 1 
=2е* ТУ * * [xsent * y cos tz tan t] 


2-2 2.002 2.00 
= 205 Sen t + s^cos^t + 5 ап dE sen^t +s cos^r + s tan? | 


2 2 
s?| 1 + tan?t 2.2 
= 25е | [ 1+ tan? | = 25 sec^t е? sect 


дуу 2.2.2 
Esto es, an = 25 ѕес27 eS 8 
s 
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дуу 


22 РУКУ, 
ES = 2(1)ѕес2 Z A) зес^(л /3) _ 2(2)° е! (27 _ ge^ 
S 


(1, 223) 


с а. ааа 


а Ox Ot дуд дд 


2 оо 
+ [230% ey hs fes sen f) + E 5 le хес) 


ВС 
Ow _ ди 0х | ди ду y MO |е me 10 еол) 


ЖИЛ: 
= де* +У +2 E cos £ —sy sen t+sz sec? | 


2.2,,2.2,2.2 
аар SAA E COS Чай? [sen t cost —cost sen f + tan t вес? | 


$ Al 1 + tan 1) 2 
= 25e [tant sec? | = = 252 tan t ѕес27 &? "sect 


ду 22 
Esto es, zu" 252 tan t sec?t е 8%! 
t 


а. 2% 


T л 2ес2 л /3 
de = 2(1) tan zi хес? = dU ee pe ^-2(43)oy е ry = 8/3 ef 


(L 7/3) 


DERIVACION IMPLICITA 


La regla de la cadena nos permite obtener fórmulas simples que facilitan la 
derivación implícita. Estas fórmulas las presentamos en dos casos. 


TEOREMA 3.11 | 1. SiF(x, y) = 0 es clase de c) y define de manera 


implícita a la función y = f(x), que también es de clase c, 
entonces para los puntos (x,y)tal que E; (x,y)2 0 se 


tiene: 
dy E T (x, y) 


dx F, (x, y) 

2. Si Р(х, y, 2) = 0 es de clase c) y define de manera 
implícita a la función z — f(x, y), que también es de 
clase c, entonces para los puntos (x,y,z) tal que 
Е, (x. y.z)+ 0 se tiene 

& F,(x,y,z) & Ру(х,у,2) 
& Р(х) "dy Fher) 
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Demostración 


Sólo probaremos la primera igualdad de la parte 2. Las otras se demuestran de 
manera análoga. 


дуу 
С -Fixy, Я = 0, ent —=0 
omo w (x » f(x y)) entonces = 


Pero, aplicando la regla de la cadena tenemos: 


Ow 0 дЕ дх | OF Oz 
0= — = —F (x,y, ‚у))=——— + == 
Ox дх (ғ e f(x ») Ox Ox Oz Ox 
_ дЕ (1) + OF Oz 
Ox Oz Ox 
Luego, 
дЕ 


дЕ д> | OF &_ o n Dex) 


Oz Ox Ox A (x,y,z) 
Oz 


EJEMPLO 8. | La ecuación xy tan z + yz — 1 = 0 define implícitamente a z 
como función de x e y. Hallar 


Oz Oz 


1. — 
Ox ду 


Solución 
Sea F(x, y, 2) = xy tan z yz — ]. Tenemos que: 
Е, (x, y, z) = y tanz, Е, (x,y,2)=xtanz+ г), Е, (х,у,2)= xy ѕес22 + 3yz? 


Luego, 
óz  F,(xy,z)_ y tanz Л д _ F, (x, y,z) z xtanz4z? 
Ox Е, (x,y,z) xy sec^z +3yz? `ду F, (х,у,2) ху sec^z +3 yz? 


1. 


PROBLEMAS RESUELTOS 3.5 


PROBLEMA 1. | Si у= (p) es diferenciable y р = ү х2 + y? +2? , probar que 


e - G4) 
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Solución 
De acuerdo a la regla de la cadena, tenemos: 


Ow | dwOp 0w_dw0p Ow | dw0p 
Ox арх’ Oy dpóy' dp 


Pero, 

до _ x до y до 2 
О eaa 
Luego, 


(sy. wy (25) - dwOpY (а ор (а рү 
Ох ду Oz dp 0x dp 0y dp Oz 
2 2 2 2 
(dw (2) К др (2) 
dp Ox ду Oz 


2 
ЕЗ x? á y? à г? 
ар х2 +у2 +2? х2 +у2 +2? х2 + у? +2? 


2 (£) carar A 
dp) | x2 +y +2? dp 
Siw=f (x, y) es diferenciable, x = r cos Q, y ^ r sen 0, probar 


que: 
(а) КОЛУ: (25) | 
ы ыш ш EE eI шм. 
дх ду Or r2 100 


Ow _ Ow Ox | Ow Oy | ôw 
Or | OxOr дудг Ф 


PROBLEMA 2. 


Solución 


Tenemos que: 


cosÓ + 9 ond > 
у 


Ms созро? + ngo (1) 
Or Ox Oy 


2 2 2 
ЕЗ = ЕЗ + 25еп@ cos м + ѕеп20 ay (2) 
Or Ox Ox ду ду 
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Ow | Ow ôx Ow ð _ Wi r send) + л cosü) > 
00 x 00 бу 00 æ Y 
0 


Y Endet + кбй Т 
дх ду 


00 


2 2 
ЕЗ = sen?a 2) 
00 Ox 


Luego, tomando en cuenta (2) y (4): 
2 2 2: 2 
ЕЗ + ES = [seno + ЕЗ + | cos9 + seno | Eu 
Or r2 00 Ox ду 
2 2 
2 ЕЗ , (w 
Ox Oy 


2 
— 2r?senÓ sog E ^ r^cos?0 e (4) 
Ox ду 


PROBLEMA 3. Forma polar de la ecuación de Laplace 
Sea w = f (x, y) de clase C), x-rcos 6, у = г sen Q Probar 
que 
3w 8w " ^w 1 д?» | 1 ôw 
a? y o? rog тё 


En consecuencia, w — f (x, y) satisface la ecuación de Laplace, 


Pw 0 | w, 18 
0 si y sólo si 2и. шем 
Ox? ду Or r 
Esta última ecuación es llamada forma polar de la ecuación de 
Laplace 


Solución 
Las igualdades (1) y (3) obtenidas en el problema resuelto anterior dicen que: 


а ЕК + ОМ y Ma r ia С +r ma 
дг дх ду 00 Ox ду 
Volviendo a derivar estas ecuaciones: 
2 
9 T^ соѕ0 2 ЕЗ + СЕГА eu 
r Or | дх Or | Oy 
2 2 2 2 
= coso] EA ду ду + seng! аА д^ му ду 
ex? г дудхдг дхду Or ду? ôr 
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2 2 2 2 
= cos 9 V (cose) 4-—" (sen6) + зеп@ f W (cos0) +2 (seno) 
ex? дудх OxOy ду? 
2 2 
= ын + 2 send соѕ0 020 + ѕеп20— 
ex? дудх ду 
2 
AE =r 1796 r send E ЕЗ r sae + Pe 0и 
eg? Ox 00| Ox ду 00| ду 
2 2 
= -r PE -r pe —r веп@ кт send) + Ea cose) 
Ox Oy ex? дудх 
2 2 
+ r cosÜ B (or senQ) + e cose) 
дхду ду? 
ду ду 2 2 д? 2 я 
= -r cosÜ — — r зеп@—— + к^$еп^0-——— — 2r“sen0 соѕ0 
дх ду ex? дудх 
+ reos! 
ду 
Аһога, 


2 2 
д Уу ү 1д Lan 10w 
eo? 2 902 rór 


2 2 2 
= ilU + 2senO nud w + guide 
ox? дудх ду? 


2 2 
ду ду 
--cosð—--senð — + веп20—— —25еп@ cos + соз^Ө—- 


H 1 Ow 1 ду д2 
r x r Oy Ox дудх ду 


[4 x r у 
2 2 2 

= (ѕеп20 + cos^8) + (se? e + costa 2% = ar A. 
дх ду Ох ду 


2 2 2 2 
Esto es, + 2н би. = = LOW 
Ox ду Or r^ 00 r Or 


a 


1 
PROBLEMA 4] Sea w= ( JEFE. y f de clase CU). 
p 


Probar que: 
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Solución 


Sea u=t Ea Entonces 
a 


Ow | Ow Ор др, ди ди Op 


Ox др Op Ox ди Op Ox 
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+ + =з 
р р а p р a p 
Similarmente, 
д? | 1 э | з y? 
= + f(u) + H -— + —|f (и) SE f" (u) 
ду? р? р? а р p* a? р? 
0?w 1 322 1 32? 1 2? 
= ЕЕ) ple A d EE "n 
ez? | pp» je f "E y us 2 e) 
Ahora, 


- -- и) + Е '(и) 
p p a| p р“ 
2 2 2 
1 E +у +2 | , 
t- 3 f"(u) 
a P 
3 3p I 3 зр? 1 p? 11 
=|-—= + = |f (u)+ =| -=> + =— |f'(u) + ——f"(u)-—— 
Ea 4-3 Er s esra 
Esto es, 
д?» w | Ow 11 
Xu u (1) 
ox? ду? e ap l ) 
Pero, 
ôw ôw ди 1 1 
, 1 =-_ , 
а ди ot (Lr) jo Y) 
д?» o(1 10 1 ди 1 
AA жес | ж , = LL , = _ "n Iu жыз "n 2 
or? 2 ©) pa (9) 2i (и) t "d e) ч 
Reemplazando (2) en (1): 
w | Qw 0w 1 ^w 
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PROBLEMA 5. Sea z= f (u,v) de clase СО) Siu =xy y v= A. probar que: 
x 


2 oz 2 ez ez Oz 
х = – 4uv 
e ду? дуди dv 
Solución 


Oz дг ди , Oz Ov д2 д2 д2 
Ox ди дх  OvOx ди 


2: ol ó y]. д[&| əfy æ 
3- ee пее ? 2 
дх Ox|" ди х° ду дх | ди Ox | x^ Ov 
0 | Oz y O(0z| 2y0z 
y 2 3 
Ox | Ou x^ ôx ðv] x? Ov 
_ ar e» 8) y д? ВВ 2у & 
| ди? Ox) дуди‘ əx | x? | диду\ дх) y2 NOx х3 ду 


En js 0)z y ] y az y. 2 y 2y 02 
| ди? дуди\ y? | x2 | диду г o2 xà x? ду 


| 
b 


| 
b 


2 д2 у? 0% у? P y? д2 2y Oz 
ди? x? дуди х2 диду х ду? x) ду 


Esto es, 


2 2 2 42 2242 
к EU 27 Oz , y Oz | 2уб (1) 
ex? ди? х2 дуди х ду? x? ду 


Por otro lado, 


Oz Oz ди Oz ду Oz Oz | 1 | 
= + = х) + 
Oy ди ду Ov Oy ди Ov 


&^z ( ди д2= (ду 1| 022 (ди\ ә2=( деу 
=% + + + 
ди? ôy) дуди\ ду x| диду \ ду) ey2 \ ду 


2 2 2 2 
OO gd Ba E 5) 
ди? OvOuN x х | диду ox 
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2 2 2 
_ 202 07 , 1 0222 
ди? дуди х2 ду? 


Esto es, 
2 2 2 2 
д2 292,592 , 10 0) 
ду? ди? дуди х2 ду? 


Ahora, teniendo en cuenta (1) y (2): 


2 д?» y ez EP y д?» e ez " y? д?» nm» Oz 
ex? ду? ди? x? OuOv x* ду? x? ду 


2 2 2 
359 


ди? дуди х2 х2 ду? X ду 
2 2 
200 | 2y Oz huy 27 E 
дуди х ду дуди ду 


PROBLEMA 6.| La ecuación de una superficie tiene la forma 


z=xf (2) donde f es diferenciable. 
y 


Probar que todos sus planos tangentes pasan por el origen. 
Solución 


Sea 2= Р(х, у)= [| y sea (a,b,c) un punto cualquiera de la superficie. El 
y 
plano tangente a la superficie en el punto (a,b,c) es 


z= F(a,b)* F,(a,b)[x-a]+ Е, (а,Ь)[у-Ь]|, (1) 
donde с= F(a,b) = 78 (2) 


Ѕеаи = t, entonces z =F (x, y)» x f (и). 
y 
Tenemos: 


F, (х,у) = (и) = f(u) + (1 (0) = f) +х/'(и) 


Е: 
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2 
к (йы (2) (4) 


Reemplazando (2), (3) y (4) en (1): 
A Cor] 
de =” Cor) 
(= ЕГ 9) 


Simplificando obtenemos que la ecuación del plano es: 


-U se Cer) 


Este plano pasa por el punto (0, 0, 0), o sea por el origen. 


PROBLEMA 7. Sea w= xy f m , donde f es una función diferenciable. 
Xy 


ЛО cu. (x у)» 
Ox 


Probar que x 
ду 


Solución 
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Tenemos que w= xy f (и), donde u= sed Rr 
ху ух 
ôw д д д 
rt) rut лу (и) 
Ж (pt y fu) УЛ Pre 
X b: 
ZZ) 


Е x? y f (u)+xy f (u) xy? f (u) – ху (и) 
= xy f (u) + ху? (и) = (x+y)xy f (u)= (xy)w 


PROBLEMA 8. | La ecuación f (22) = 0, donde la función f es diferenciable, 
EN 


define implícitamente a z como función de x e y. Sea 
=h(x, y) tal función. Probar que 


Oh Oh 
cT —=h y 
хы + "5 (x. y) 
Solución 
Sea (ка) /|®. 2) Luego, F(x,y,z) =0 y 
x x 
a) & _ Fez) (2) Oz _ F, (x,y,z) 
dx F; (x,y,z) dy F, (x,y,z) 
Si uy=2, v= zs entonces w=F(x, y,z)= f (uv). 
X X 


tenemos que: 


Ow . Of Ou | Of Ov 
Ox Ou Ox | Ov Ox 


Р, (x,y,z) = 
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д д 1 
NS 
f OL Of 17 1 4 
Ey (sz) Ou Oy E xo e 
Of Ov (1 1 
rca Re Det s 
Reemplazando (3) y (5) en (1): 
1 
а Ely) Ca tt) р or 1 SPA 
x — F,(x,y,z) i x f x "E 
x y 
Reemplazando (4) y (5) en (2): 
1 
& Fyz) Мм _ [4 
WEG») dy А 
Ahora, 
Oh дһ Oz, 6 Ц fu Vas or EN 
"m$ "а жЕ! A у 
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PROBLEMA 9. | Si f (х, y) es homogénea de grado n y es de clase co , probar: 


x^ f(x y) 2ху fi (y) y fo (y) 9 n(n-1) f(xy) 


Solución 


Sabemos, por el ejemplo 4 de esta sección, que 
xfi(x.») + у(х,у)= nf (x,y) 
Luego, tomando tx y ty en lugar de x e y: 
(4x) fi (x. ty) * (tv) fo (у) = n f (ty) 
Por ser f homogénea de grado л: 
(tx) fo (ор) (tv) fo (еу) = nt" f (x, y) 
Dividiendo entre t: 


xfi (x,t) + у)» (xt) = nt" f(x,y) 


Si u=tx y v = ty, tenemos 
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xfi(u,v) + yf (uv)= nt" f (x, y) 


Ahora, derivando respecto a £, usando la regla de la cadena, 


дһ Ou ӧд Ov Of, ди | Of, ду КЕР 
Е УТ 


dehed] ayb] - se ner > 


x? of m t ух® +у? Ф - n(n 1)? f (xy) = 
ди ду ди ду 


x^ (оу) + ху fa (0t) + ух fa (ty) Y^ foa (ity) = п(п-1)"?/ (х,у) 


Haciendo t=1 y tomando en cuenta que fj; = f? , tenemos: 


x* fu (x.y)*2xy fi (х,у) + у” foa (х,у)= n(n-1) f (х,у) 


PROBLEMA 10.| La ecuación F (х, y,z) = 0 define implícitamente a cada una de 
las tres variables como función de las otras dos: z = f(x, y), у= 
g(x, 2), x = Ду, 2). Si Fes diferenciable y F,, Ру, Е, son 
distintas de 0, probar que 


улы. 


Ox Oz ду 
Solución 


Por el teorema 3.11, sabemos que: 
ё Е у Е «à F, 


PROBLEMA 11. | Un cono circular recto está inscrito en una esfera. El radio de la 
esfera se encoge a razón de 2 cm/seg y el radio de la base del 


cono aumenta a razón de 4/3 cm/seg . Hallar la razón de cambio 


del volumen del cono en el instante en el cual el radio de la 
esfera es de 10 cm y el radio de la base del cono es de 6 cm. 
Solución 


Sean А el radio de la esfera, h la altura del cono, h* el segmento que une el centro 
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de la esfera con el centro de la base del cono y r el radio de la base. 


Tenemos que h=R * h* = Rd JR 
Si V es el volumen de cono, entonces 
= Pm = zar? CES 
Nos piden hallar T cuando А = 10 y r- 6. M. [pos 
' W 


Aplicando la regla de la cadena, tenemos: 
dt Or dt OR dt 


- re ro) E) pi EXC g^ le 


ór|3 3) óR|3 


Em 2r( Re 8-12 ee x 22 г? ju HE 
9 R? -r° 3 R? -r° 


Г 3 ЖЕСЕ; 
— R 
-4z 20+ R? 2 E А Ar г? RESP 
r 


Ahora, cuando Р = 10 у r=6 tenemos: 


= 22150108) - = = aziat]. 307 


dv 
dt 


R-10,r-6 


Esto es, el volumen del cono está creciendo a razón de 307 cm? / зер. 


PROBLEMA 12. | Un muro forma un ángulo de = соп el suelo. Sobre el muro 


de apoya una escalera de 12 m de longitud. Debido a la 
gravedad, la parte superior de la escalera se está resbalando a 
razón de 0.5 m/seg. La escalera, el muro y el suelo forman un 
triángulo. Hallar la razón de cambio del área de este triángulo en 
el instante en que el ángulo Ө formado por la escalera y el suelo 


Zu 
es de 6 radianes. 


Solución 


El área del triángulo es 
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xh= —x( y sen 27/3) By 


Luego, 

dA 0Adx , 0Ady 43 dx, V3 dy 
dt дхї дуа 4 We o ow d 
Esto es, 


dA 43 ах Уз ау a) 
a ada 4 d 
Por otro lado, aplicando la ley de los cosenos, tenemos: 
2 
122 =x? + y? -2xy d > x^ y? +ху= 144 
Derivando respecto a t: 
dx dy dx 


dy 
na y AS > 
mu Шш шй 


(›+х)®- -(2x* y) 


dx 


d Q) 


л m р: 
Ahora, cuando 0 = P el triángulo es 1sósceles y tenemos: 


х=у (3) 
Este resultado, reemplazado en (2) nos dice que: 
Der - e =5 се Ыы > 
dt dt dt dt 
dy dx 
== -= 4 
dt dt e 


Finalmente, reemplazando (3) y (4) en (1) obtenemos: 


dA 43 ах 43 dy вмз [_&)- 
= Ж x—= x—+ х 0 


o 4ш UD ud dt 


| л : І Е 
Esto es, en el instante en el que 0 = e la razón de cambio del área es 0. 


PROBLEMA 13. | Probar el teorema 3.9 
Si w= f(x, y) es diferenciable en(x, y) y 


х 
y = h(t) son diferenciables en t, entonces у = f g(t) A(t) 


diferenciable en £ y se cumple que 


dw _ ôw dx Ow dy 
dt — Ox dt | Oy dt 


(1) 


Cap.3 Derivadas Parciales 


Demostración 


Como f es diferenciable en el punto (x, y) tenemos que 
Aw= е RON + &Ax- £5 Ay , donde 
Ox ду 


ё —0 y £, >0 cuando (Ax, Ay) — (0, 0) 


Dividiendo la expresión anterior entre At : 


Aw ди Ax | Ow Ay g Ах Ay 


+ E +E 2 
At Ox At Oy At Бла DE 2) 


Como х = g(t), у = h(f) son continuas, (por ser diferenciables), tenemos que: 


4n Ax = 2 1 t + At) e(t) |= g(0) g(f) = 0 


At 0 


Lim 4y= L Lim P (t + At)-A(t) |= 0-0 =0 


y, por lo tanto, 


Lim &= Lim &=0, Lim £- Lim £5— 
At 0 (Ах, Ay)> (0, 0) Ді 0 (4x,4y) > (0, 0) 


Ahora, tomando límites en (2) obtenemos; 


ЕР ES 
419041 Ox AtI20At. Oy 4150 At 


Ax . . 4 
+ Lim & Lim —+ Lim = Lim E 
4190 At>0At A120 ^AI 0At 


dw Owdx Owdy „ах Фу _ Owdx Ow dy 
dt Ox dt дуа dt dt ха Oy dt 


PROBLEMAS PROPUESTOS 3.5 
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En los problemas del 1 al 5, usando la regla de cadena, hallar a 


1. w= х2 -ху+2у2, x^ cost, y = sen /. Rpta. 22 1-3sen21 
[4 


1 


> 
x? + y? 


2. w= 


d 
х= соѕ 2f, y=-sen 2t. Rpta. T =0 
t 
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d 1 
3. w= Ш(2х2+у), х= Ут, у= 21. Ера. == - 
[4 t 
Ay „—_ 1/3 2 2/3 dw 1-4 
4. w=e х= Її ‚ у= і раа те 


dw 
5. w= In(x+y+2), x= cos?t , y- sen?t, z = tan?t Rpta. Ела 
[4 


En los problemas 6 y 7, usando la regla de cadena, hallar ~ y К 
s 


2 


ду Ow 
6. w= ху? х= 5 sent, у= –—5 cos f. кресс = —5 cos 2t, m sen 2f 
S [4 


зу. 1 ‚х= е“ y= Киш Rpta Ow u re" £t Ow Е s(e" е“) 
х у Os et 


ax 


d d 
, y=asenx, 2 = соѕ х. Hallar = Rpta ™ = sen x 
a? +1 dx dx 


8. Seaw= (y-z) 


x? +y +22 


d 
‚х =sen t, y = cos t, z = tan t. Hallar а Rpta де? 


l| =л/4 


9. Seaw= e 


En los problemas del 10 al 13, la ecuación dada define implícitamente a y como 


función de x. Mediante el teorema 3.11, hallar £ 
X 
4 + 
10. 25+ ү/ху-у=1 Rpta dy _ xy v 
dx 24 ху-х 
2/3 у ДУЗ ЛЗ 274 dy у? 
11. x^^" 42x "y" "ty =12 Rpta == —3 — 
dx x? 
2 2 dy x+y =x 
12. n(x +y )—2х+2у=1 Ёма 2= 5 
dx x + y^ +y 
d 
13. зеп (ху) + cos(xy)-1=0 Rpta 2 E 


En los problemas del 14 al 17, la ecuación dada define implícitamente a z como 


д 
función dex e y. Mediante el teorema 3.11, hallar = ў x 


Ox ду 
Oz _ 2у+= Oz 4x—z 


x yz-x бу 2(y2-x) 


14. 4xy - yz? +2xz=0 Rpta 
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Oz z € 
15. xyz + cos(xyz) =0 Rpta. = cum 
T (хи) n Ox x ду 


16. х? + y +23 -3xyz = 0 Rpta. 


z^ (x-1) & z^ (y-1) 


| " Oz — 
17. xz -In(xz) + yz -In(yz)-1 Rpia. = x(x-y)z-1) 0»  »(xey)(z-1) 


18. El radio de un cilindro circular recto crece a razón de 2 cm/seg y la altura 
decrece a razón de 3 cm/seg. En el instante en que el radio es de 10 cm y la 


altura es de 24 cm. hallar: a. La razón de cambio del volumen del cilindro. b. La 
razón de cambio del área lateral del cilindro. 


Rpta. a. 660 cm /seg b. -12 cm/seg 


19. Resolver el problema anterior cambiando el cilindro por un cono circular recto. 
350 
Rpta. a. 220 cm/seg b. Es cm/seg 


20. Los dos radios de un tronco de circular recto crecen a С —— 
razón de 2 cm/min y la altura decrece a razón de 3 
cm/min. En el instante en el que los radios son de 6 y L 
12 cm y la altura es de 8 cm. hallar: a. La razón de 
cambio del volumen del tronco de cono. b. La razón 
de cambio del área lateral del tronco. Sugerencia: 


y- a +rR+R?)h, A= a(r+R)L=z(r+R)y (R-r) +? 
Rpta. a. 367 cm /seg Ь.—3.2л cm/seg 
21. El cateto a de un triángulo rectángulo crece a razón de 3 


cm/min. El cateto b decrece a razón de 2 cm/min. 
Hallar la razón con la que cambia el ángulo O en el 


instante cuando а = 10 ст y b=20 cm. b 
x 10 4 : 
Sugerencia: Ө = tan ! (b/a) Rpta. a -5,Td/min N 


22. El lado a de un triángulo crece a razón de 3 cm/seg, el 
lado b decrece a razón de 2 cm/seg y el ángulo Ө que 
estos lados forman crece a razón de 0.04 rad/seg . 
Hallar la razón con que cambia el área A del triángulo 


en el instante en que a = 40 cm, b=60 cmy m= fA 


1 dA 
Sugerencia: А EC sen Ө  Rpta. "SE cm? /seg 
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23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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Los lados a y b de un triángulo está creciendo a razón de 
1.5 cm/seg y 1 cm/seg. Si el área permanece constante, 
hallar la razón con la que cambia el ángulo Ө que ellos 


forman, cuando а = 16 cm, b=12cmy 0= A 


1 1 
Sugerencia: А = 250 ѕепӨ Рріа. — = — rad/seg 
[4 


El lado a de un paralelogramo está creciendo a razón 
de 8 cm/seg. El lado b decrece a razón de 4 cm/seg. 
El ángulo 0 que forman estos lados, crece a razón de , 
2 ? /seg. Hallar la razón con la que cambia el área 


cuando a = 1,8 т, b = 12 тув = 60°. 
Rpta. 2- 60(т- / 3 Jem? /вев 


Un tanque de goma, que tiene la forma de un cilindro 
circular recto, está recibiendo agua а razón de 


2л m?/hora. El radio del tanque esta creciendo a 
razón de 5 cm/hora. Hallar la razón con que crece la 
altura del agua cuando el radio es de 2 m y el 


volumen de agua en el tanque es de 127 m? 


Sugerencia: V — лт?һ. Rpta. a = 35 cm / hora 


Los lados a, b, у c de una caja rectangular están cambiando a razón de 
2 cm/min, —2 cm/min y 3 cm/min , respectivamente. En el instante en el que 
a=20cm, b=15cm y с= 40 ст, hallar: 

a. La razón en que está cambiado el volumen de la caja. 

b. La razón en que está cambiando el área de las caras de la caja. 


Ера. a. 500 cm? / тіп b. 150 cm? / min 


Un cono circular recto está cambiando de tamaño pero manteniendo su área 
lateral constante igual 60 cm? / seg . El radio de la base crece a razón de 
2 cm/seg . En el instante en el que el radio es 6 cm hallar. a. La razón con la 
que cambia la altura / del cono. b. La razón con la cambia el volumen del cono. 
/ аһ 17 
Sugerencia: А = лг h? +r? Rpta. a. d = Е b. 30 cm? / seg 
t 
Oz 


Sea f diferenciabley z= fixe - y?) . Probar que y m =0. 
Ox ду 


Sea f diferenciable, м= f(x »y-Zzz x). Probar que 0 OS DOW «dd 
Ox ду 02 
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30. Sea fes diferenciable, w= f (и), и=х + 2у + 32. Probar que 
Ow ôw Ow „дм 
++ —=6—. 
Ox ду 02 Ou 
31. Sea fes diferenciable, w= f (u,v), и=х+у, у=х— y. Probar que 


ди ди _ eJ (2) 
Ox ду ди ду 
32. Sea f de clase С), w= /(р),р=+\ х2 +у2 +22. Probar que 
3w д?» 8w > 3w 20w 
e) o? о? op рар 
33. Sean f y g de clase CÓ, z= f (x *at)* g(x—at). Probar que esta función 
ez 2 ez 
—Ú=a 
Ot Ox 
34. Sea w= f(x,y) de clase CÓ), x=e'cost, y=e'sent. Probar que 
а?» 8w 2s 3w ^w 
NM POPE 
Os et Ox. ду 
35. Ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares. 


satisface la ecuación de onda: 


Sean u-(xy), у = (xy) diferenciables que satisfacen las ecuaciones de 
Ou _ ðv v ди 


Cauchy—Riemann: y -——.Six-rcos ,y-rsen, 
x ду Ox ду 
е ди 10 " ду __1ди 
or ro00 Or r 00 


A este último par de ecuaciones se la las conoce con el nombre de forma 
polar de las ecuaciones de Cauchy—Riemann. 


36. Seaw= x? f (5E , donde fes diferenciable. Probar que: 
xx 


¿e | ; 2E: ке sey) 
Ox Oy Oz x x 


37. Sea F  diferenciable. Si F(cx — az, cy - bz) =0 define implícitamente а z 


como función de x e y, probar que 


38. Sean f y g de clase С). Si z= (же? )+ g(x-e”), probar que 
2 2 
2v £z. 02 б _ 


cl 
à?) ду? ду 
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39. Sean f y g de clase СО). Si z- xf(x+y)+ y g(x+ y), probar que 
0% 0% " 0% 
ex? дудх ду? 

40. Sea w= f (x, y) diferenciable, x= cosh г, y = senh г. Probar que: 


(9 - (8 -(899- (89 


41. Sea f(x, y) homogénea de clase n y diferenciable. Probar que 


a, fj es homogénea de grado n — 1. Esto es, Л (tx,1y)= py (x, y) 
Sugerencia: Derivar respecto a x: J (tx ty) = t" f (x, y) 

b, f; es homogénea de grado n — 1. Esto es, fù (tx,ty)= Urbs (х, у) 
Sugerencia: Derivar respecto a y: f (tx,ty)= t" f(x, y) 


SECCION 3.6 


DERIVADAS DIRECCIONALES Y DRADIENTES 


DERIVADAS DIRECCIONALES. 


Nuestro objetivo en esta sección es extender el concepto de derivada parcial. 
Comenzamos con una función de dos variables z = f (х, у). Las derivadas parciales 


A (х, y) y f, (x, y) miden las razones de cambio en direcciones paralelas a los ejes 


X y Y, respectivamente. Ahora buscamos la razón de cambio en cualquier dirección. 
Consideremos los vectores unitarios і = (1, 0) y j= (0, 1), que son paralelos al 


eje X y al eje Y, respectivamente. Las definiciones de derivadas parciales las 
podemos expresar en términos de estos vectores. 


En primer lugar, tenemos que: 
Gc h, y) = Gs y) + (А, 0) = (х, у) + (1, 0) Gs y) + hi 


(х, y * B) - Gs y) * (0, А) = Gs у)+ (0, 1) = Gs у) * hj 


Luego, 


esc pes y) e 
кси ^ p л 
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x,y-h)-fí(x, . x,y)-hj)- f(x, 
fosse Lim ”Í y+h)=£ (oy) у. Poy) hj) f s») 
10 h h—0 h 
Ahora, si en las expresiones anteriores reemplazamos al vector i о al vector j por 
cualquier vector unitario u = (ui, uz), obtenemos la derivada direccional en la 


dirección u. En términos más precisos tenemos: 


DEFINICIÓN. | Sea 2 = f(x, y) una función de dos variables. La derivada 


direccional de / en el punto (x, y) y en la dirección del vector 
unitario и = (иу, uz} es el siguiente límite, si este existe, 


f((x,y)+hu)- f (х,у) 


Du f (x. y) — Lim 


h—0 h 
us f(x huy, y * hu5)- f(x,y) 
h>0 h 


Las derivadas parciales son casos particulares de las derivadas direccionales. En 
efecto, f,(x,y) y f,(x,y) son la derivadas direccionales en la dirección de los 


vectoresi y j, respectivamente. Esto es, 
f(x y)= Dif (xy)  f,(xy)-Dyf(x»)- 


El dibujo adjunto nos proporciona la interpretación geométrica de la derivada 
direccional Dy f (a Yo) en el punto Em Yo) y en la dirección de u. 
El punto Р = (xo NS (хе, у )) está еп la 


superficie S que es el gráfico de la función 


7, 


2= f (x, y). Su proyección sobre el plano XY 
es el punto (x,, y9,0). Este punto y el vector 


unitario u determinan un plano vertical que 
corta a la superficie S formando la curva C. Sea 
T la recta tangente a C en el punto Po y L su 
proyección sobre el plano XY. Si æ es el ángulo 
entre T y L, entonces la derivada direccional 
Dy f fom Yo) es la pendiente de la recta tangente 


(х, Jo; 0) 
T. Esto es, 


Du f (Xo: Yo) = tan а 


EJEMPLO 1. | Hallar la derivada direccional de / (х,у) = xy en el punto (2, 1) 
y en la dirección u = (43/2, 1/2) : 


Solución 
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io 7 
DET E p + УЗ 2 
= Lim = Lim 
h—0 h h>0 h 


La definición de la derivada direccional de una función de tres variables es 
enteramente análoga al caso de dos variables. 


DEFINICION. | Sea у= f(x,y,z) una función de tres variables. La derivada 


direccional de / en el punto (x, y, 2) y en la dirección del vector 


unitario u =(u,,u,,uz ) es el siguiente límite, si éste existe, 


f (5 y,2)+hu)-f (x, y,2) 


Dy f (x, y,2)= im 


h—0 h 
- Lim f (x ug y hus, z hus) - f(x,y,z) 
h>0 h 


El siguiente teorema nos proporciona la condición bajo la cual existen todas las 
derivadas direccionales y una manera simple de calcularlas. 


TEOREMA 3.12 | 1. Si f es diferenciable en el punto (х,у) y siu (uj,u5) es 


cualquier vector unitario, entonces f tiene derivada 
direccional en (x, y) en la dirección de и. Además 


Daf (х,у) = fila. y) + fy (x,y)u 


2. Si f es diferenciable en el punto (x,y,z) y siu = (uj,u5,u3) 
es cualquier vector unitario, entonces f tiene derivada 
direccional en (x, y,z) en la dirección de u. Además 


Dy f (x,y,z) z^ (x, y,z)u + Íy (x, y,z)u, tf (x, y, z)us 


Demostración 


Probaremos la parte 2 del teorema. La prueba de la parte 1 es enteramente análoga. 
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2. Tomemos un punto fijo (хе, Yo» 20) . Probaremos que 


Du f (x.y9.29) = Fe (хо, Yo» Zo Ji + Íy (ху, Yo» Zo u2 + fz (хо, Yo» Zo us 


Sea x=xo + hui, у= yo + hu, Z=Zo* hu, y 
g(h) = f(x,y,z)= £x + hu], Yo + huz, Zo hus) 
Aplicando la regla de la cadena, tenemos: 


-LE df dv dee 
5 &аһ dydh dzdh 


Pero, sih=0, entonces х= хо у= уо, 2=20 Уу 


f» zt fy y zu + fz yz) 


g'(0) = ЛУ (хе, е, )и + fy (Xo. Yo Zo )и2 + Л (xo: Yo» Zo iis (1) 
Por otro lado, 


.. в(Л)—в(0) 
'(0) =L 
awe m 
сы f (xy + huj, Yo + huz, Zo + һиз)— f (x5, 9,9) 
h—0 h 
= Du f (Xo: Yo-Zo ) Q) 


De (1) y (2) obtenemos: 


Du f (Xo: Yo-Zo) = Se (ху, Yo» Zo jth + Íy (ху, Yo» Zo Ja + f, (Xo: Yo» Zo J3 


OBSERVACION. | 1. Si u es un vector de R? y si 0 es su ángulo director, es 
decir el ángulo que forma u con el semieje positivo X, 
entonces 


u = (соз 0, sen 0). 


En este caso, la parte 1 del teorema nos dice que: 
Юу f (х,у) = f,(x,y)c0s 0+ f, (x. y)sen 8 


2. Si u es un vector de R? y si а, В y y son sus ángulos 
directores, es decir los ángulos que forma u con los 
semiejes positivos X, Y y Z, entonces 

u= (cos a, cos fj, cos 2) . 
En este caso, la parte 2 del teorema nos dice que: 

Duf (х, y,z) = 


fi (x,y,z)c0s a + f,(x,y,2)c08 В + f, (x, у,2)соѕ y 
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2 
EJEMPLO 2. | Hallar la derivada direccional de f (% y) =x? - бху + = en el 
punto (—1, 3) y en la dirección u = (22. a 
Solución 
De acuerdo al teorema anterior, tenemos que: 
42 42 
Dy f (-1, 3) = f(-L Mor $t D eru 
Pero 
fx (xy) =2x - 6y y f,(-L 3)» 2-182 - 20 
/„(%у) =-6х+2у y fy(-L 3)=12+6=18 
Luego, 
Da /(—1, 3)= 022.1 82. 104/24942- - ү2 


EJEMPLO 3. | Hallar la derivada direccional де f(x, y) = tan 2 en el punto 
х 


(4, Е 4) y en Іа dirección del vector unitario que forma el ángulo 


0- a con el semieje positivo X. 
Solución 
TT л 1 43 
Tenemos que u =(cos —, sen = (—, 
3 3 2. `2 


De acuerdo a la observación anterior, 


Юм f (4, -4) = /,(4, -4)cosz/3* f, (4, -4)sen 7/3 


Pero, 

y -4 1 
f,(x1,y) == у fi4 -4)= = 
(59) х? +у? 4 4.(-p 8 

х 4 
№ (ху) = у fylt -4) = - 
(nee cu pue n 
Luego 
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GRADIENTE 


DEFINICION. | 1. Gradiente en R? : 
Sea z= f(x,y) una función tal que f, y f, existen. El 


gradiente de f es la función vectorial Vf definida por 


Vf (х,у) (у, (х,у), fy (о) = f (у) /,(ху)1 


о bien, 
Е [df df 
Vf -(f. f.) * (2. z) 


2. Gradiente en R?. 
Sea w= f (x,y,z) una función tal que fy, f, y fz existen. 


El gradiente de f es la función vectorial Vf definida por 
Vf (xz) = (7, (оул), fs (х,у,®), f (х,у,®)) 


= №. (х,у,2)і+ fy y.z)i* f(x, y,z)k 
o bien, 


Y=, fe fs f) = (2 £ z) 


dx' dy” dz 


Vf se lee “пара f^" 


¿SABIAS QUE... 


El símbolo V usado para designar al gradiente esta 
inspirada en la forma del arpa, el instrumento musical. 
De hecho, la palabra nabla era el nombre griego del 
arpa. El primer matemático en usar este símbolo fue el 
irlandés William Hamilton (1805-1865) en el año 1835, 
en sus trabajos sobre quaterniones. Al símbolo V también 
se lo ve como la letra griega delta A invertida. En el griego 
actual, el símbolo Ves llamado arA&óomae (anadelta) que 
significa delta invertida. 


EJEMPLO 4.| Hallar el vector gradiente de la función f (x, y) = 4 х2 + у? en el 
punto (3, 4). 


Solución 
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Vf (x,y)= (A — 


En el punto (3, 4): 


_ 3 4 243 4 
Vf (3,4) m IE (2, : 


El teorema 3,12 tiene una expresión más simple en términos del gradiente, que es 
la siguiente. 


[TEOREMA 3.13 | 1. Si f es diferenciable, en el punto (x, y) y siu es cualquier 


vector unitario, entonces / tiene derivada direccional en 
(x, y) y en la dirección de u. Además 


Da /(х,у)= Vf (xy) * u 


2. Si f es diferenciable, en el punto (x,y,z) y siu es cualquier 


vector unitario, entonces / tiene derivada direccional en 
(x,y,z) y en la dirección de u. Además 


Du f (x, у,2)= Vf (x,y,z) + u 
Demostración 
1. De acuerdo al teorema 3.12 tenemos que: 
Dua /(х,у)= /‹(х.у)щ + Л (оу) = (А (х,у), fs (х,у)) * (u u2) 
= Vf (x,y) а 


2. Similar a la parte 1. 


EJEMPLO 5.| Hallar la derivada direccional de f(x, у) = n(x? + 7°) en el 


punto (1, — 2) y la dirección v= 5i + 12j. 
Solución 


Tenemos que: 


Бу) = 


2 2(1 
TE y f(.-2)- 0) = 
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Luego, 
vf (1,-2)= (f (L-2), f, (1-2) E E 


Por otro lado, el vector v = 5i + 12j no es unitario. El vector unitario en la 
dirección, de v es 


NE l І 5 12 

ч == p A (52) 

ГТГ" е 18012 \зезз 
Ahora, 


2 4 5 12\ 10 48 38 
D,f(1, 2)» Vf(,,2) su = (2, . , Р E 
u/(1-2)= Vf (L-2) +u Е :) (s 3 65 65 65 


EJEMPLO 6.| Hallar la derivada direccional de f (x, y, z) х2 + у2 +22 – хуг 


en el punto (1, 1, — 4) y la dirección у=і+ј – К 


Solución 
Tenemos que: 
f(x yz) =2x-yz y LAS) 
(х, у,2) =2у-х y fi(LL-4)=6 
Flat y ЫЫ -4)=-9 
Luego, 
Vf (1,1, -4) = (£ (L 1-4), 501. 4). (1, 1, -4) ) -(6 6, -9) 


Por otro lado, el vector v = i + j – К no es unitario. El vector unitario en la 
dirección, de v es 


у 1 1 1 1 1 
u VER is e unm 
RUP eey immu 


ll 
Oo 


N 


Ahora, 


Du (11-4) = Vf (1,1,—4) -u= (6, 6, -9)* | T 


6.6.9 2 
JG. We Мз um s 


199] 
x 
S] 
gl- 
199] 
m» 


DIRECCIONES DE CRECIMIENTO OPTIMO 


Sea f una función diferenciable de dos o más variables. En un punto fijo, f 
tiene derivada direccional en cualquier dirección. Entre todas estas, hay una máxima 
y una mínima. ¿Cuál es la dirección que corresponde a la máxima y cuál a la 
mínima? La respuesta es dada en el siguiente teorema. 
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TEOREMA 3. 14 


Сар. 3 Derivadas Parciales 


Sea f una función de dos o tres variables que es diferenciable 
en el punto P, donde Р = (x, y) ó P = (x,y,z). Sea 
0= (0, 0) ó 0= (0, 0, 0). Si Vf (P) #0, entonces 
La derivada direccional máxima es Dy f (P), donde u es 
dirección del vector gradiente. Esto es, cuando 
vf (P 
[wal 


El valor de la máxima derivada direccional es | Vf (P) | 


La derivada direccional mínima es Dua f(P), donde u es 


dirección opuesta a del vector gradiente. Esto es, cuando 


Al: 
ШЕШ 


El valor de la mínima derivada direccional es — | Vf (P) | 


Demostración 


Sabemos, por el teorema 1.5 del capítulo 1, que: 


a-b= аъ cos à 


donde 0 el ángulo entre los vectores a y b. 


Aplicando este teorema para el caso a= Vf (P) y b=u tenemos: 


Duf(P)= Vf (P ) eu = | У/(Р ) | [pu | cos 0= | Vf (P) | соѕ 0 


Esto es, 


Dy f(P)- | У/ (Р) | соз O 


Pero, -1 < соз Ө < 1, cos Ө = 1 cuando Ө =0 y cos @ = –1 cuando @=т. 


Luego, 


У 
Dy f(P) es máxima cuando Ө = 0. Es decir, cuando u = BUM 
[vr (Р) | 


máximo es Dy f£ 


" ; ) 
Dy f(P) es mínima cuando 0 = л. Es decir, cuando u = ————— 
` | (Р) | 


mínimo Dy f ( 


P)- | vf(P) 


P)--| vr (Р) |. 
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OBSERVACION. 


Este teorema nos dice que en el punto P la función crece más 
rápidamente en dirección del vector gradiente Vf (P) y 


decrece más rápidamente en la dirección opuesta. 


EJEMPLO 7.] Sea f(x,y,z) xz? у? 


1. Hallar el vector unitario u para el cual Dy f (P) en el punto P — 


(0, 1, 2) es máxima. Determinar el valor de esta derivada 
direccional máxima. 


2. Hallar el vector unitario и para el cual Du f (P) en el punto P = 


Solución 


Tenemos que: 


Vf (x, y,z) = (2? 


Luego, 


(0, 1, 2) es mínima. Determinar el valor de esta derivada 
direccional mínima. 


3y?,2x2) > Уу (0, 1, 2-0, з(1)?, 2(0)(2)) = (4,3,0) 


1. El vector unitario para el cual Dy f (0,1,2) es máxima es 
Vf (0,1, 2) _ (4,3, 0) 1 


u= 


4 3 
= 4, 3, 0)=(—, =, 0 
(a 3. o)=(4, +. o) 


rora] Meso] res 


El valor de esta derivada direccional máxima es | Vf (0, 1, 2) | = 5 


2. El vector unitario para el cual la derivada direccional es mínima es 


т 9) 


5 5 5' 5 


El valor de esta derivada direccional mínima es — | Vf (0, 1, 2)| =—5 


EJEMPLO 8. | La temperatura en grados centígrados en la superficie de una placa 


metálica es 


T(x, y) =40-3x? - y?, 


donde x e y están dada en centímetros. 


Hallar la dirección en la que la temperatura aumenta más 


rápidamente en el punto (1, 3). ¿Cuál es la tasa de crecimiento? 


Solución 


VT (x, y) = 


(Т, (х,у),Т,(х,у))= (6x,2y) > VT(L 3) = (6, -6) 
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Luego, la temperatura está creciendo más rápidamente en la dirección del 
ЕР a 1 
vector (-6, — 6) . El vector unitario en esta dirección es п dro (-L -1) 
2 


La razón de cambio de la temperatura es 


| vr«.3) |= | (6-6) | = 642 = 849*C porem. 


En el mundo actual ya contamos con objetos que se mueven buscando el calor. 
Estos buscadores de calor prestan utilidad en medicina, para localizar tumores. En el 
campo militar se han construido misiles que localizan y destruyen objetivos 
generadores de calor. El siguiente ejemplo nos ilustra cómo el gradiente nos permite 
encontrar la trayectoria de un buscador. 


EJEMPLO 8. | Trayectoria de un buscador de calor. 


Un rastreador de calor se encuentra en el punto (8, —12) sobre 
una placa metálica plana cuya temperatura en el punto (x, y) es 


T(x, y) = 500-332 -25? 


El rastreador se mueve continuamente en la dirección del 
incremento máximo de temperatura. 


a. Hallar las ecuaciones paramétricas de la trayectoria. 


b. Hallar la ecuación cartesiana de la trayectoria. 
Solución 


a. Tenemos que 
VT (х,у) = (-6х,-4у) 
Sea r(t) = (x (t), »(t)) la trayectoria paramétrica 


del rastreador. Se debe cumplir que Y 


г(0) = (8, –12).О bien, x(0)=8 y y(0)=-12 


Además, como se mueve en dirección del 
incremento máximo de temperatura, el vector 
velocidad, 


debe seguir la dirección del gradiente VT (x, у). 


Esto es, 
(x (t), »'(0) 7 (76x. 4»). 


Luego, 


(1) x'(t)= —6х y (2) y'(t)= -4y 
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De (1) obtenemos: 


EA: 24 d) = = n|x = —Ót + 
(0 Ыр [е = цо 6 +k => 


х 


(2) |= AS | x(t) | = Q eff donde C, = ей 
Pero, 
Ix() |= е y х(0)=8 > Qe =|x(0) | =8 = =8> 
| х(ї) |= 8e . Como x(0) = 8 > 0, entonces x(t) = 8e 8 . 


De (2) obtenemos: 


AE og [2:94 Е = In| y(t) = At+k > 


ШОШ y(t) 


y(t) |= us y (1) | = С, e ^ , donde C, = eh 
) 


Pero, 


| y(t) | E С) е“ y y(0)=-12 > С 0 | y(0) | =12 > C5 = 12 > 


| y(t) |= 12e” . Como y(0)=-12<0, entonces y(t) = -12e ™“ 


yS 8e 9 


En consecuencia, las ecuaciones paramétricas de la trayectoria, son E 
y--12e 


b. Hallemos la ecuación cartesiana de la trayectoria: 


—6t 


Tenemos que x(t) = gg 9 => е 


Ahora, 


2 2 
у=-12е “= -12(е-®)з = A2) = -312 , Esto es, 


GRADIENTES Y PLANOS TANGENTES A SUPERFICIES DE 
NIVEL 


En esta parte nos enfocaremos a estudiar planos tangentes a superficies de nivel 


en el espacio tridimensional. 
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Sea S una superficie y P, un punto de S. Se dice que un vector у es normal o es 
ortogonal a la superficie S en el punto P, si v es ortogonal (perpendicular) a todo 
vector tangente en Р, de cualquier curva lisa sobre la superficie que pasa por P,. 

Nuestro interés se concentrará en las superficies de nivel. Recordemos que una 
superficie de nivel es la gráfica de una ecuación F (x, y,z)=k, donde К es una 
constante. El siguiente teorema nos asegura que el gradiente VF (x, y,z) es un 


vector normal a la superficie F (x, y,z) -k. 


TEOREMA 3.15 | El gradiente es normal a una superficie de nivel 


Sea F(x,y,z) de clase c y sea S la superficie de nivel 
F(x,y,2)=k. Si P= (xy, yo.zo) es un punto de 5 en el 
cual VE(P, ) + 0, entonces VF(P,) es normal a Sen P,. 


Demostración 
Sea С:т( = (x(t), y(1),z(1)) una curva suave VE(Po) 
en S que pasa рог P,= (х,у, 2). Supongamos ^ 
que r(t)7 (x(10).y (to).2(t0)) =(%o:o:20)- 
El vector tangente a la curva C en P, es r'(1,). 
Debemos probar que 
VF(B,) « r'(4)- 0. 
Bien, como r(?) está en S, entonces 
F(x(t).y(t).z(1)) =. 
Derivamos esta ecuación respecto a t, aplicando Іа regla de la cadena, 


d d 


а FG(0.0).20))- > 


X 


Р, (00), 0 200) (0) 5 00 200) 0 + К. G(0).).2(0))2()7 
Esto es, 
VF(x(t).v(t).z(t0)) * (x"(0), y'(0),2 (A) =0 
Para t = fs, 


VF (x(t0).y (t0),2(t0)) * (x (t). »'(&),2'(4)) =0 >VF(P,) +т'(„)=0 
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El teorema anterior nos permite definir plano tangente y recta normal de una 
superficie de nivel del modo siguiente: 


Sea F de clase c en un abierto U de R?. Sea 5 la superficie de nivel 
S:F(xyz)-k 
y sea P, = (Xo: yo. z, ) un punto de S, en donde VF(P,) = 0. 
El plano tangente a la superficie S : F (x, y,z) =k en el punto Р, es el plano 


que pasa рог Р, y tiene como vector normal a VF (Р,). En consecuencia, su 


ecuación canónica es 


F, Modo xxt F, (xo Yo» Zo (Y — Yo) + ЕЁ; CA zo 2.) =0 


La recta normal а la superficie 5 : F(x, y,z) = k en el punto Р, = (хо, y,,z; )es 
la recta que pasa por P, y tiene como vector director al vector VF (P,). En 


consecuencia, las ecuaciones paramétricas y simétricas de esta recta normal son: 


Ecuaciones paramétricas Ecuaciones simétricas 


x=x,+F, (Х,У, Zo Je 
у= уо + Р, (Х,У, 2% )t 
z-zytF, (Х,У, 2%)! 


х= Xo _ у- Yo E кер, 
F, (хе, уо, 26) F, (Од) Е, (xo Уо, Za) 


OBSERVACION. 


En la sección 3.4 hemos estudiado planos tangentes y rectas normales a una 
superficie que es el gráfico de una un función de dos variables: 5:2 = f(x, у) 


Esta superficie S: 2 = f(x, y) es un caso particular de las superficies de nivel. En 
efecto, z=flx,y) &» fÁlx,y)-z=0 


Luego, si Р(х, y, 2) = f(x, y) — z, entonces z = f(x, y) <> F(x, у, 2) = 0 y, por tanto, 
5:2= (х,у) SS: F(x, y,2)=0 


Además, VF (xy Yo-Zo) = UR (xo Yo L fy (хь, ),—1) 


Si reemplazamos estos valores de VF (xo; Yo»Zo ) en las ecuaciones del plano 


tangente y de la recta normal anteriores, obtenemos las ecuaciones del plano 
tangente y de la recta normal obtenidas en sección 3.4. 
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EJEMPLO 9. Hallar las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal en el 
punto (1, —3, 2) del elipsoide 


2 2 2 
х 2 
—+=—+— -=l 
3 2 
Solución 
Ye y = 
Si F(xyz)- Ет ‚ entonces el elipsoide está dado рог F (х, у,2)= 1 
Tenemos: 


2 
Е, (х,у,2)= - MER = ЗУУР р) к =» 


Luego, 
La ecuación del plano tangente es 


1 ИК, 
A (x-1)-2(y+3)+2(z-2)=0 ó, simplificando, x — 6y + 6z - 33 = 0 


Las ecuaciones simétricas de la recta normal son: 
x-l_y+3_ z-2 


1/3 -2 2 


Supongamos que las dos superficies de nivel 
Si: F(x,y,z) =k y Sx G(x,y,z) =k 
se interceptan formando la curva C. Si P = (xo: y,,z,) es un punto de esta curva, 


entonces la recta tangente a С en el punto P está en el plano tangente a 5; y enel 
plano tangente a S, en el punto P. De hecho, esta recta tangente es la intersección 
de estos dos planos tangentes. En consecuencia, el vector 


T= VF (x, o; Zo )XVG (ху, Yo» zo) 


es tangente a la curva C en el punto P = (хе, YoZo) y es ortogonal al plano normal 


a la curva en este mismo punto. 


EJEMPLO 10.| El punto P = (3, -4, 5) está en la curva C formada por la 
intersección de las dos superficies: 


S] xy? =z, S5: 232 +2у2 -25= 2? 


Hallar una ecuación del plano normal (perpendicular) a la 
curva C enel punto P = (3, —4, 5). 
Solución 
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Sea F(x, y, 2) = х? +)? s y С(х, у, 2) -2x? +2y? -25- z? 
Un vector tangente a C en P es 


T= VF (P) x VG(P) 
Hallemos el valor de T. 


VE (x, y,z)= (2x, 2y,-2z) = 2(х, y,-z) y VF (3,-4,5) Е 2(3,-4,-5) 


VG(x,y,z)= (4x, 4y,-2z) = 2(2х, 2y,-z) y VG(3,-4,5)= 2(6,—8,—5) 


i j К 
T= VF(3,-45) x VG(3,4,5)=4 |3 -4 -5 |= —20(4, 3, 0) 
6 -8 -5 


Luego, una ecuación para el plano normal es 


4(х —3) + 3(у +4)=0. Obien, 4x+3y =0 


GRADIENTES Y RECTAS TANGENTES А 
CURVAS DE NIVEL 


En esta parte, traduciremos al espacio bidimensional los resultados que acabamos 
de discutir en el espacio tridimensional. Los resultados, como es de esperar, son 
enteramente similares a los ya obtenidos anteriormente. 


TEOREMA 3.16 | El gradiente es normal a una curva de nivel 


Sea z= f (x. y) de clase c y sea C la curva de 
nivel f (x, y) - & . 
Si P,= (х,у) es un punto de C en el cual Vf (P) 0, 


entonces Vf (P, ) es normal a C en Р). 


Demostración Vf (Po) 
Seguir los mismos pasos dados en la demostración 
del teorema anterior. Po 
C 


RECTA TANGENTE A UNA CURVA DE NIVEL 


Ahora, buscamos una ecuación para la recta L, que es la recta tangente a la curva 
de nivel C: f(x, y) = k enel punto Р, = (х,у). 


De acuerdo al teorema anterior, el vector 
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Vf (E) = Vf (0-30) = (fs (хоо), (ә) 


es un vector perpendicular a la recta. Luego, si (x, y) es un punto de L, entonces 
Vf (xo. yo) y PP = (х —Xg,y— Yo) son ortogonales y, por tanto, 


Xf Goss) Ы (х-х0,7- Xo) =0 > 


(Us (o, Yo)» Sy (к) * (x73) 7x9) =0 


De donde, obtenemos la ecuación para L: 


L: fa (ху, yo) (х) + fy (xo, Yo MY =Y0)=0 


EJEMPLO 10. Hallar la ecuación de la recta tangente de a la elipse 


2 2 
K> + = 
4 12 
en el punto (1, 3) 
Solución 
x? y? 
Sea fx, y)=— + — 
fes y) 4 12 


Esta elipse es la curva de nivel. f(x, y) = 1 


v6 (E 2) o wer = (-1, 1) 


Luego, la ecuación de la recta tangente L es 


ECL z 6-3) = 0, ó, simplificando, x- y * 4-0 


PROBLEMAS RESUELTOS 3. 6 


PROBLEMA 1. | La derivada direccional de una función z = f(x, y) en el punto 
Р = (1, 3) y en la dirección de P а Q = (2, 4) es 425 y en la 


гол rimas 5 , л 
dirección del vector unitario que forma un ángulo de Р соп е] 


eje X positivo es —2 + 3/3. 
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a. Hallar Vf (2, 3) 


b. Hallar la derivada direccional en P = (1, 3) y en la 
dirección de P a M = (-2, -1). 
Solución 


a. Sea Vf (2, 3)- (a,b) 


El vector de Р = (1, 3)a О = (2, 4) es (2-1, 4-3)= (1, 1). El vector unitario 
Е - 1 2 2 
en la dirección del vector (1, 1) es uj —— (1, 1) = (==, = 
y 2 2 2 


Nos dicen que: D, Fs 4 V2. Luego, 


n Р л ; - 
Por otro lado, el vector unitario que forma un ángulo de п con el eje X positivo es 


ч = (cos 7/6, Sen А ) = (E j 


Nos dicen que: Da, f (L 3)= -2+ 343. Luego, 


vf (2, 3). ($ j =-2+3/3 > (a,b) • = 1 = 2+3/3 > 


E 


sede 24343 > /за+ь=-4+6/3 (2) 
Las ecuaciones (1) y (2) conforman el siguiente sistema: 


a+b=2 
V3a+b=-4 + 643. 
cuya solución es a=6 y b=-4, 


Luego, 
Vf (2, 3) = (6, -4) 
b. El vector de P = (1,3) a M= (-2, -1) es (2-1, -1-3)= (-3, – 4). El vector 


4 
, —). Luego, 
su 


unitario en la dirección del vector (3, = 4) es из = (- 


Da, f (l, 3)= Vf (2, 3- - :)- (6 a) 


2 
5 
3 
5 
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PROBLEMA 2.| La superficie de una colina es descrita por la ecuación 


2 2 
xX у 
= /(х,у)= 500,5 , 
resp) 80 160 


donde x, y, z están dados en metros. 


El eje positivo Y señala hacia el norte y el eje positivo X, 
hacia el este. Un hombre está parado en el punto (40, 60, 458). 


a. Si el hombre camina hacia el sur. ¿El hombre asciende o 
desciende? ¿¿A qué razón de cambio? 


b. Si el hombre camina hacia el sureste. ¿El hombre asciende o 
desciende? ¿A qué razón de cambio? 


c. Si el hombre quiere ascender siguiendo la máxima pendiente. 
¿Que dirección debe tomar? ¿Cuál es la razón en esta 
dirección? ¿Con qué ángulo sobre la horizontal comienza este 
ascenso? Si u es la dirección con que se inicia el ascenso a 


partir de un punto (P, f(P)), el ángulo sobre la horizontal con 
que comienza este ascenso es Ө = tan (D, f (P)). 


Solución 


3 


Tenemos que: 
Vf (x, y)= E -2) y Vf (40, 60)= a 4j 


a. La dirección hacia el sur corresponde al vector unitario –ј = (0,1) . Luego, 
D, (40, 60)= vf (40, 60) + (-j) = (a E -(0-1)=3 =075 


Luego, si el hombre camina en dirección sur, él está ascendiendo a razón 
de 0.75 .metros verticales por cada metro horizontal. 


b. La dirección hacia el sureste corresponde al vector unitario 


Luego, 
D, f (40, 60) - Vf (40, 60) 4 І, j = 2. 12 20,177 


2 2 8 


Luego, si el hombre camina en dirección sureste, él está descendiendo a razón 
de 0.177 metros verticales por cada metro horizontal. 


с. La dirección de máxima pendiente es Vf (40, 60)= a 3i) y la razón de 


cambio en esta dirección es 
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| У/ (40, 60) |= | | 1, z) |- - 125 


Esto es, caminando es esta dirección, se asciende a razón de 1.25 metros 
verticales por cada metro horizontal. El ángulo sobre la horizontal con que 
comienza este ascenso es 


0 = tan! (1.25)=51.340 


PROBLEMA 3.| Calcular la derivada direccional de la función 


f(x, y,z) = 4 х? + y? +22 


en el punto (—1, 2; 2) y en las direcciones de la recta tangente en 


el punto (-1,2, 2) de la curva C determinada por la 


intersección de las superficies 


3àx-2ytz--5, 2x? + y? -z 24. 


Solución 
Sea F(x,y,2)=3x-2y+z у G(x,y,z)= 2x? +y —2 
Un vector tangente a la curva Сеп el punto (-1, 2; 2) está dado por 
у= VF(-1, 2; 2)x VG(-1, 2, 2) 
Pero, VF(x, y, 2) = (3,2, 1) y VF(-1 2, 2)= (3,2, 1), 


VG(x, y, z)= (4x,2y,-1) y VG(-1 2, 2) = (—4, 4,-1) 


у= VF(-L2,2)kVG(-L2,2) 2 3 -2 = (-2,-1, 4) 
4 4 

Un vector unitario determinado por el vector tangente v es 

1 1 


E 
Iv]. уз 


El otro vector unitario determinado por el vector tangente v es —u 


u (-2,-1, 4). 


Por otro lado, 
Е 1 


1 
Vf (x, y, z) = TER) y Vf(-12, 2)» ¿EL 2, 2) 
4 x +y +2 
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Por último tenemos 


= yf(- wae p 
D,f (-1,2,2)= Vf (-1, 2, 2) +u "i 152725 TA 


(—2, тет 


La otra derivada direccional es 


Df (12, 2)= Vf(-1 2, 2)  (-u) =-vf (21, ja 


3y 21 


PROBLEMA 4. Una función que en un punto tiene todas las derivadas 
direccionales y, sin embargo, no es diferenciable. 


a. Probar que la siguiente función 


A vis Wr 51 (х, у)=(0, 0) 


0, 51 (х, y) = (0, 0) 
tiene derivada direccional en cualquier dirección еп el punto (0, 0) 


b. Probar que f no es diferenciable en (0, 0) 
Solución 


a. Sea el vector unitario u 7(uj, из). 


E hu, h 
Daf (0, 0)= Lim S(0+ лш, 0 + huz)- f (0,0) _ Lim f (hu, hu5) 
h>0 h h>0 h 


Ruta, 


h30 (кщ +0?) h0 ршщ +и» 


Si u,%0, entonces D, f (0, 0)= Lim 


Si u, = 0, entonces 


2 
; u“ (0) o 0 
Daf (0, 0) = 1 zi -0 
«70, 0) = иҗ mt 02 150 huj 


En conclusión, 


S. siu +0 

D,f(0,0-744, ? 
0, si и) = 0 

Lo cual nos dice que la derivada direccional Daf (0, 0) existe en todas las 


direcciones. 
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b. Probaremos que f no es continua en (0, 0) y, рог tanto, no puede ser 
diferenciable en este punto. 
Tomemos el camino C= | (х,у)є В? /у= F 
Tenemos que: 
22 
Lim Р(х,у) = Lim f (x. ) - Lim 


(x. »)-(0, 0) x0 x>0/ 2 2 4 
(a lo largo de C) E | TUE 
xa 1 
=Lim—= -%0= 0,0 


Luego, f no es continua en (0, 0). 


PROBLEMA 5.| Hallar una ecuación del plano tangente a la esfera 


х? + у? +22=9 
que es paralelo al plano 8х – 8 y + 42 = 1 
Solución 


Sea P= (хо, Yo, zo) el punto de tangencia. 
Si F(x,y,z)= х2 + y? +22, la esfera dada es la superficie de nivel F(x,y,z)=9 


Un vector normal al plano tangente es 
VF (xo, Yo, до) = (2252955 225) 


Un vector normal al plano 8x — 8 y + 4z = 1 es (8, —8, 4) 


El vector VF (x3, Yo. Zo ) debe ser paralelo al vector (8, —8, 4). Luego, 
о’ Хо, ^o 


(2х,,2у,, 225] Е k(8, -8 4) > Xo = АК, Уот 4k, 20= 2k. 


Como (хо, Yo, zo) es un punto de la esfera, entonces 


x2 + y2 +22 =9 —10£ +16k? +42=9 > 36k°=9 > k’ =- >k =+ 


1 
4 


Existen dos puntos de tangencia, 


(xo Yo, z)= E s, 2) (2, 2, 1) y ERA z,)7 (2, 2,-1) 


y, por lo tanto, existen dos planos tangentes: 
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8(x-2)-8(y+2)+ 4(2-1)=0 y 8(x+2)- 8(y-2)+ 4(2+1)=0 
O bien, simplificando, 


2x-2y+z-9=0 y 2x-2y+z+9=0 


PROBLEMA 6.| Sea la superficie S: Vx + Jy + /z =a, a>0 


Si P= (хо, Yo, zo) es un punto de la superficie que no está en 
ninguno de los ejes, probar que: 
a. Una ecuación del plano tangente a $ en el punto (xo Yo, zo) es 
Nu oa mL A EIL. 


NET Jyo J zo 


b. La suma de las longitudes de los segmentos determinados por el 


a 


| ; 2 
plano tangente en los ejes coordenados es constante e igual a a”. 
Solución Z 


a. Sea F(x,y,z) = Vx + A y + V 2. Tenemos que: 


.] 1 1 1 
VF (x,y,z) n NES zi y 


1 1 1 1 
©, у-у de | 
о о о 


Una ecuación del plano tangente en el punto 


P= (xo Yo, zo) es 
1 


1 e. 
TU Ыш, Yo)? T 


X | 20 


Nd H 
Vo Vo V% У% V 5% 


£ op e ЕЕ к ME = A RE 
Xu ч A суш гт 


b. Intersección con el eje X: у= 0, z=0 => ——-4a-x- a4] хо 


dee 


Jo 
Yo 


> 


a 
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Intersección con el eje Y: x -0, z=0 > x 


I ió lejeZ: y-0, х=0 Z= = 
ntersección con el eje y х > ET a È Z= а 2, 
Tenemos que: aJ x, + aJ yo + аууз = al xo +] »ь +] ®) zd 


PROBLEMA 7. 


Hallar una ecuación del plano tangente al elipsoide 
2: 2 2 
Pa к шу 
а 2 с 
que corta a los semiejes positivos formando segmentos de igual 
longitud. 
Solución 


2 2 2 
Sea F(x, y, 2) = 5 + a + > y PX my) el punto de tangencia. 
a b с 


2 2 2 
Tenemos que VE (ъъ) ( 2, za, 2)- 5, Yo s) 
a b а b^ c 


Como el plano tangente debe formar segmentos de igual longitud con los semiejes 
positivos, VF (x, , уу, Zo ) debe ser paralelo al vector (1, 1, 1) . Luego, 


Xo Yo Zo 
—, —, —)= k(1, 1,1)= (k, К,К), con k> 0 
(®. ж. a) ge e) 


De donde, Хо К, Уо К, ZO = k, O bien, 
2 2 2 
a b с 


Xo = ka?, yg kb?, ZU kc? (1) 


Como el punto P = (Xs Joss.) está en el elipsoide, debemos tener: 


2 2 2 2.4 2,4 24 
k k^b k 
Toa. iL. E 12 k (a++?) =1= 
а b c a b c 


k= x. Q) 
N a? «b? «c? 


Como el vector (1, 1, 1) es normal al plano y este plano pasa por (5 Уо›2 ), 
entonces una ecuación de éste es: 


(x х)+(У da) (z z,)70 —» x+y+z= Xx + yg +20 (3) 


Ahora, teniendo en cuenta las igualdades (1), (2) y (3), obtenemos: 
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a? +b? 4 c? 


y a? «b? «c? 


z= ka? kb? + кс? k(a? +b? +? )= 


= а +b +e. 


Esto es, una ecuación del plano tangente es х+у +2 = ү a^ xd xc 


= 
х5 


PROBLEMA 8. | Superficies ortogonales 


Dos superficies que se cortan son ortogonales si los planos 
tangentes a estas superficies en todo punto de la intersección, 
son ortogonales. O sea, si los vectores normales son 
perpendiculares. 


Probar que las familias de esferas 


2 2 


х +у?+ +ах=0 у x Ey qu by=0 


son ortogonales. Es decir, cualquier miembro de la primera 
familia es ortogonal a cualquier miembro de la segunda 
familia. 
Solución 
Sea P = (хо, Yo, Zo ) un punto común a ambas superficies. Se debe cumplir que: 
х2 tye +22 + ax =0 y х2 +у2 +22 tby = 0 
Restando estas ecuaciones tenemos, 


ax, —byg =0. O bien, ax, = Бу, (1) 


2 


Si F(x,y,z)= х2 +у2 +22 + ах y G(x,y,z)= х? +у2 +22 + by, entonces 


VF(x,. y, ®)= (2х,+а,2у,, 222) у VG(Xo»Yo, zo) 7 (2.29, + b, 2z,) 
son vectores normales a las esferas en el punto P — (хо, Yo, 25] 


Ahora, tomando en cuenta (1), tenemos: 
VF (xo, o, zo) . VG(x,. Yo, zo) = 2x5 (2x +a)+ 2уо (2у, +b) E 422 


= 4x24 4у2 | 422 H 2ax,+ 2by, 


= —4ax + 2ax,+ 2by, 
= -2ax,+ 2by,= 2by,+ 2by,=0 (por (1)) 
Luego, las dos esferas son ortogonales. 
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PROBLEMA 9. Sea la superficie S: xyz =а?, donde a > 0, y sea Р = 
[i Yo, 24) un punto de esta superficie, situado en el 


primer octante. El plano tangente a la superficie en el punto 
(хо, Уо, zo) y los planos coordenados forman un tetraedro. 


Probar que todos estos tetraedros así obtenidos, tienen el 


. 9 
mismo volumen, que es Y = e н 


Solución 
Sea Р(х, y,z) = хуг. Luego, < es la superficie de nivel 
Е(х,у,2) = a. 
Tenemos que 
VF (x,. Yo, Zo)= (YoZo» XoZo> XoYo) - 
Una ecuación del plano tangente a S en 


el punto (xo Yo, zo) es 


YoZo (xx, )+ XoZo (y — Yo )+ XoJo(z—29)7 0 > 


Уо20Х + XoZo9y + хоуо2 = 3хоуо2, 
Las intersecciones сор los ejes son: 
Ej X: y=0,2=0>x= 3x, Eje Y: x=0,2=0>y= 3)», 
Eje Z: x=0,y=0>z= 32, 


Sabemos que el volumen de un tetraedro es igual a la tercera parte del área de la 
base por la altura. Luego, 


1| (3x4 )(3y, 9 9 
ES f! Э 2 a- z *oJofo = т 


PROBLEMA 10. | Propiedades básicas del gradiente 


Sean f y g funciones diferenciables y a, b, c constantes. 
Probar: 


1. Regla de constante. Ус= 0 
2. Regla de linealidad. — V(af +bg)= aVf + bVg 


3. Regla del producto. — V(fg)7 fVg+ gVf 
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4. Regla de la potencia. v( " )= eatur 


f 
£)- gVf - PAZ: 
g 


5. Regla del cociente. `[ ‚2+0 


Demostración 


Probaremos sólo las tres últimas reglas. Las otras la dejamos como ejercicio al 
lector. Suponemos que f y g son funciones de dos variables. Para funciones de más 
de dos variables se procede en forma análoga. 


mE д _{/[„ f „дв 0f 
3. V( f2) (£09. Zw) vi E ¡Ei Y ) 


2] 298 08 of  Of| ,[0g 0g of Y 
127002 s) (E 3 de x) 


= fVg+ g8Vf 
lr 67) pun se 
ja faf ande c 
SM. (x, 2). nf vf 


5. Aplicando la regla 4, tenemos que: 


vn] tra 


8 


Despejando (£ , 
8 


v£) Е Ly ЕЕ) _ gVf - fVg 


g) g g g g? 


PROBLEMAS PROPUESTOS 3. 6 


En los problemas del 1 al 6 hallar el gradiente de la función dada en el punto P 
indicado. 


1. f(x. y)7 2e*cos y, P= (1, 5л/6) Rpta. Vf (1, 57/6) = =e( Y 3, 1) 
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2. /(х,у)= a P= (1,-1/2) Rpta. Vf (1, -1/2) = -3(1/2, 1) 
y x 

3. f(x. y) sec ! (2xy), P= (1-1) Rpta. Vf (1, -1) = A -1) 

4. f(x y,z)= 24 xyz, P= (3,—2,—6) Rpta. Vf (3, 2, 6) = (2, 3, 1) 
z Xyz B m 

5. f(x,y,2)= xp P-(LL-l) Ара. Vf(L 1, -1) = Fin -1, 1) 


6. f(x y)= x +25 +y +27, P= (1, 1, 1) Rpta. Vf (1, 1, 1) = (1, 1, 2) 


En los problemas del 7 al 11, hallar la derivada direccional de la función dada, 
en el punto Р y en la dirección del vector unitario u. 


7. /(х,у)= х2 -Зху+2у?, Р= (2,1), u=(42/2, 42/2) Ера. – 4 2/2 


8. f(x y) 2x Iny, P - (1, 6) u-(43/2, -1/2) Кра. М3 ег! 


3/2 


9. f(x, y)= 2(ху+1)”^, Р= (3,1), а= (3/5, -4/5) Кріа. — 54/5 


10. f (x.y.z) = ze? —у?, P = (0, 2, 3), и = (1/3, 2/3, 2/3) Rpta. 0 


11. x,y,z) =x? +z% +y +z”, P=(1,1,1),u= e к а 2 Rpta 1 
7 1 7 j 


En los problemas del 12 al 18, hallar la derivada direccional de la función 
dada, en el punto P y en dirección del vector unitario con ángulo director Ө (el 
ángulo formado por el vector y el eje X positivo) 


12. f(x,y)7 e'seny, P= (0, 7/4), 0=37/4 Rpta. 0 
13. f(x, y) - MÀ, P» (A, -2), Ө=л{2 Кра. 2 
x+y 9 
14. f(x.y)=In(x? +y? +1) + е29 P= (0, 1), Ө=л/6 Rpta. 2+3 
3 
15. ‚у)= e" + х, Р= (0, –2, 1), у= (2, 0, 1 Rpta. —— 
Д(х,у)= е 2 ( ) ( ) P J5 


16. / (х,у) =х* —sen(x+y)+2?,P= (L-11), v=(=6, —2, 3) Кра. 5 
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17. f(x,y)= 77%, P= (2, -2,1),v=(2, 1,2) Rpta. ы. 
е 


5 
18. f(x, y) =senh x cosh y + tanh z, Р = (0, 0, 0), v=(20, —4, —5) Rpta. - 
En los problemas del 19 al 23, hallar el vector unitario u en la dirección en 


que la función f crece más rápidamente el punto P, y hallar la razón de cambio de 
f en P. 


19. f (x, y)= e?" tan x? ,P-(Vzf2. 0) 


Roi. E т), 
Лл +1 
20. f(xy)= des +7), P=( 2) 


Rpta. u — (3/5, 4/5), 


vf (Ул/2, 0) | = 2/т+1 


1 
va-t 


21. f(x, y,z)= Ge y) + (у+2)? + (x zy, Р=(2, 0, -1) 


Vf (2, 0, -1)| = 2/10 


Rpta. u - 168, 10), 


/10 


22. /(х,у,2)=х” , P-(e, 0, 2) 
Rpta. u =(0, 1, 0), 


23. f(x, y,z) = (x+y? +2?) iny x +у? z^ ,P-(L 1, 1) 


Vf (e, 0, 2] = 2 


1 
Rpta. и = — (1, 1, 1), | Vf (1, 1, 1)] = (1+1 3)y 3 
ЯЕ ЕЕЕ 
24. La temperatura sobre una placa metálica plana en el punto (х, y) es 
225 
T(x, y) = ===> 
) x? +y? +2? 


a. Hallar el vector unitario u en la dirección en que la temperatura decrece más 
rápidamente en el punto P = (1, 3 2) i 


b. Hallar la razón de cambio de T en P. 


= Bm E = == == 
Rpta. a. u oi 15,-2) b. —|Vf(1 1 1)|- -15 
25. Si Vf (xo, yo) = (2, -1). 


a. Hallar и, vector unitario, tal que D, f£. (xo Yo; ) =0 
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b. Hallar u, vector unitario, tal que Dyf (хе, Yo) =-1 


Rpta. TEE) 2) ó X36) b.u- (0,1) ó u= (4.3) 
26. La derivada direccional de z — f(x, y) en el punto P, = (2, -1) y en dirección 
hacia el punto  R=(3,-2) es 242; y en dirección hacia el punto 
P,=(6, -1) es 2. 
a. Hallar Vf (2, —1) 


b. Hallar la derivada direccional en P, =(2, —1) en dirección hacia el punto 


Р, =(—1, -5). Rpta. а. Vf (2, -1)= (2, –6) b. Ара. 6 


27. Sea w = f(x,y,z) una función de tres variables y Р, un punto de su dominio. 
Se sabe que: 


1. DJf(R)- , donde щ = Tu 3, -1) 


, donde u, = HL 2, 2) 


=| = 
— 


2. Df (Lo) = 


[ES 


-2 1 
3. Pa зов u= He 2\ Уз) 


Hallar: a. Vf (P,) b. D,f(P,),si у= 


1 
— (l, -1 1 
ув 709 
Крга. а. Vf (P,)= (2, 1, 0) b. D,f(B)--43 
28. Calcular la derivada direccional de la función f (x, y,z)= xe” en el punto 


(1, 1, —1) y en las direcciones de la recta tangente en el punto (1, 1, —1) a la 
curva C determinada por la intersección de las superficies 


23?42y?-22 21, x+y -2 =3 Rpta. 2. La otra, —2 


29. Calcular la derivada direccional de la función f (x, y,z) = х? yz —xyz еп el 


punto (-2, 0, 1) y en las direcciones de la recta tangente en el punto (-2, 0, 1) 


a la curva С determinada por la intersección de las superficies 
(x-1) +(y+1))=4, x-y-2z-2  Rpta.-3]d 5. La otra, 3/4 5 


30. La superficie de una colina es descrita por la ecuación 


2 2 
12 
2= f(x,y)=100 = Tm ,donde x, y, z están dados en metros. 


El eje positivo Y señala hacia el norte y el eje positivo X, hacia el este. Un 
alpinista está parado en el punto (10, —10, 83). 
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a. Si el alpinista camina hacia el noroeste. ¿Está ascendiendo o descendiendo? 
¿A qué razón de cambio? 


b. Si el alpinista camina hacia el suroeste. ¿Está ascendiendo o descendiendo? 
¿A qué razón de cambio? 


с. Si el alpinista quiere ascender siguiendo la máxima pendiente. ¿Que 
dirección debe tomar? ¿Cuál es la razón en esta dirección? ¿Con qué ángulo 
sobre la horizontal comienza este ascenso? 

Rpta. a. sube a razón de 2.4 m. verticales por m. horizontal. 
b. sube a razón de 2.4 m. verticales por m. horizontal. 


c. En la dirección u = (5 12) a razón 2.6 т verticales por 


m. horizontal, y con ángulo 0= tan”! (2.6) = 68.96. 
31. Un rastreador de calor se encuentra en el punto (-2, 5) sobre una placa metálica 
plana cuya temperatura en el punto (x, y) es 
T (x, y) - 200-3? -3y?, 
El rastreador se mueve continuamente en la dirección del incremento máximo 
de temperatura. 


a. Hallar las ecuaciones paramétricas de la trayectoria. 


b. Hallar la ecuación cartesiana de la trayectoria. 
E - 5 
Rpta. a. x = – 2е 2 у= 5е ы b. у=-=2? 


En los problemas del 32 al 36, hallar el plano tangente y la recta normal а Іа 
superficie en el punto P indicado. 


32. x? +у?+:2=6, P-(-1-2, 3). 
x-2 
2 


Rpta. 2x+y+2-6=0, =y-1=z-1 


33. х2+4у2 +222 235, P=(2,1,1). 


2 z- 
Е ы =. 3 


-1 -8 6 
34. 2х2+2у2-2=21, P=(-2, 3, 5). 
Rpta. 8х - 12 y +z +47 = 0, а ш. =2— 5 
-8 12 
35. x! +y! +21/3 =1, Р=(-1, 1 1). 
Rpta.x -y - 5+3 = 0, Py mam 


36. х2/3 + у2/3 422 =14, P=(1 -8 27). 


Rpta.6x -3y *2z- 84-0, ras Dixi m 
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37. z=x tas, Р=(4,1,3). 
x-4 y-l 2-3 


Rpta. x + 2y – 4z +6 = 0, 
Р > 1 2 4 


38. Hallar los puntos de la superficie х? + у? +22 =2 donde los planos tangentes 
son paralelos al plano 8x + 6y + 10z — 3 = 0. 


Rpta (4/5, 3/5, 1), — (-4/S, 3/5, -1) 


39. Hallar los planos tangentes a la superficie 6x? +4 y? +22 =14 que son paralelos 
al plano 3x +2y+z-5=0. 


Rpta 3x+2y+z-7=0, 3x+2y+z+7=0 


40. Hallar los puntos de la superficie 2х2 + y? +2? —xy-27 donde los planos 
tangentes son paralelos al plano YZ. 
Rpta (2,1,0),  (-2, -1,0) 


41. Hallar los planos tangentes a la superficie 2x? +3 y? -5z=0 que son 
perpendiculares al plano 5 =1 y que pasan por el punto (4, 0, 2/ 5) : 


Rpta 4х + 12у -5z - 14= 0, 4x- 12y -5z - 14 = 0. 


42. Hallar el plano tangente a la superficie x^ y? —4z = 0 que es paralelo a la recta 
=y=5 
| А у que pasan por el punto (0, 0, –2). 
x+y=z=1 
Ера 3x *y -2z - 4—0. 


43. Hallar el plano tangente al hiperboloide de una hoja х? + у? -z =1 que 
x+3 y-3 z-1 
-3 2 1 
44. Hallar el plano tangente a la esfera х? + y? +2 

L: (4, 0,0)+ £(=1 1,1). 


contiene a la recta 


Rpta. x+2y-2=2 ó x+y+z=1. 
2-8 que contiene a la recta 
Rpta. x+y=4. 
45. Hallar el plano tangente al paraboloide 2x? + y? —162 = 0 que es perpendicular 
a la recta tangente en el punto (2, 2, 1) a la curva formada por la intersección 


de la superficie х? + y? +z = 9 con el plano у = 2. 
Rpta. 2x – 82 = 1. 


46. Hallar el plano tangente а la superficie x? +xy-3z=0 que es perpendicular a 
р 


los planos х+у-2= 1, x-2y-2z-3. 
Rpía. у + 3z=1. 


306 Cap.3 Derivadas Parciales 


2 2 2 

47. Probar que la ecuación del plano tangente al elipsoide eue. =1 enel 
a 
punto (xo; Yo, Zo ) puede escribirse en la forma о Yoz + fof =1 
a b c 
2 7? 
48. Probar que la ecuación del plano tangente al hiperboloide 2+ = =з 1 en 
а b^ c 


2. XaX 242 
el punto (хо, уо, Zo ) puede escribirse en la forma = + о” - = SL 
a b с 


49. Probar que la ecuación de la recta tangente a la cónica Ax? + Bxy+ Cz? =D en 


el punto (x,, Yo ) puede escribirse en la forma 


(ах). В(зох хоу) (Сез) = D 


50. Probar que todos los planos tangentes al cono z = а?ҳ? +22? pasan por el 


origen (0, 0, 0). 


51. Probar que la suma de los cuadrados de las intersecciones con los ejes de 


2/3 2/3 | 72/3,2/3 _ 2/3 


cualquier plano tangente a la superficie х ° + y es 


constante igual a а. 


52. Probar que las superficies x? + у? +22 =3 y xyz = 1 son tangentes en el punto 
Р = (1, 1, 1). Esto es, ambas superficies tienen el mismo plano tangente en el 
punto P = (1, 1, 1). 


53. Hallar el valor de a para el cual las dos esferas siguientes son ortogonales: 


(x-1} +y? «z? -1, х2 +(у-аў +22 -4 Rpta. а= +2 


54. Hallar el conjunto de puntos (lugar geométrico) formado por todos los puntos 
(a, b, c) para los cuales las esferas siguientes son ortogonales 


xy? «2 22, (x-a «(y-bJ) +(2-c)? =2 


Rpta. Los puntos de la esfera х? + y? +22=4 


2 2, 2 
55. Hallar los puntos del elipsoide TL en donde el vector normal 
а^ b^ c 
forma ángulos iguales con los ejes coordenados- 
1 1 
Rpta F, = (0, p, 2), Р = | a ch" al 
а? b + с? y a? +52 +e? 


Sugerencia. Analizar el problema resuelto 7. 
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SECCION 3.7 


MAXIMOS Y MINIMOS DE FUNCIONES DE 


VARIAS VARIABLES 


En esta sección extenderemos las nociones de optimización de funciones de una 
variable a funciones de dos o más variables. 


EXTREMOS ABSOLUTOS 
DEFINICION. | Sea z=f(x,y)una función de dos variables definida en una 


región D de R? que contiene a los puntos (a,b). 


1. La función f tiene un máximo global o máximo absoluto 
sobre D en el punto (a,b) si 


f(a,b)2 f(x,y), V (x. y)eD 
En este caso, f (a,b) es el máximo absoluto de f. 


2. La función f tiene un mínimo global o mínimo absoluto 
sobre D enelpunto (a,b) si 


f (a,b) < f(x y), V (x,y)eD 
En este caso, f (a,b) es el mínimo absoluto de f. 


3. La función f tiene un extremo absoluto sobre D en el punto 
(a,b) si f (a,b) es un máximo absoluto ó un mínimo absoluto. 


¿En qué casos tenemos la seguridad que una función tiene máximo absoluto o 
mínimo absoluto en una región D? Para el caso de funciones de una variable 
contamos con el teorema del valor extremo, que dice que toda función continua en 
un intervalo cerrado tiene máximo y mínimo. El siguiente teorema generaliza este 
resultado a funciones de varias variables y cuya cuya demostración corresponde a 
cursos más avanzados. 


DEFINICION. | Conjunto acotado. 


Un conjunto D de R” es acotada si existe una bola, cerrada o 
abierta, В que contiene a D. Esto es, О СВ. 


ТЕКЕМА 3.17 | Teorema del valor extremo o teorema de Weierstrass. 


D . n 
Si D es un conjunto cerrado y acotado de I y 
f (xx. .x,) es una función continua en D, entonces 


1. Existe por lo menos un punto (a,,a),....a,)en D tal que 


f (a1,a5,.. ..a,) es el máximo absoluto de f sobre D. 
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2. Existe por lo menos un punto (b,,b,,. Р b.) en D tal que 
(01,0... ..b,) es el mínimo absoluto de f sobre D. 


¿SABIAS ОСЕ... 


KARL WEIERSTRASS (1815—1897), conocido como el padre 
del análisis moderno, nació en Oftenfelde, Bavaria, Alemania. Fue 
uno de los fundadores de la moderna teoría de funciones. Se dio la 
gran tarea de aritmetizar el análisis; es decir, desarrollar el análisis 
basándose en el sistema de los números reales. Hizo importantes 
contribuciones a la teoría de series, funciones periódicas, cálculo de 
variaciones, etc. 


EXTREMOS LOCALES Y PUNTOS CRITICOS 


Supongamos que el gráfico de una función de dos variables z= f (х, у) describe 


la superficie de una cordillera, constituida por varias colinas y varios valles. Si 
tomamos una colina cualquiera, aunque no sea la más elevada, la altura de su cima, 
comparada con la altura de los puntos cercanos a ella, es máxima. Aquí estamos en 
presencia de un máximo local. Similarmente, la profundidad de cualquier valle es un 
mínimo local. Estas ideas las precisamos en la siguiente definición. 


DEFINICION. | Sea z= f(x,y) una función de dos variables definida en una 


región D de R? que contiene al punto (a,b). 


1. La función f tiene un máximo local o máximo relativo en 
(a,b) si existe una bola abierta B centrada en (a,b) tal que 
f(a,b) f(x,y), V (x,y)e B 
En este caso, f (a,b) es el máximo local de f. 
2. La función f tiene un mínimo local o mínimo relativo en 
(a,b) si existe una bola abierta B centrada en (a,b) tal que 
f(a,b) f(x,y), V (x,y)eB 
En este caso, f (a,b) es un mínimo local de f. 
3. La función f tiene un extremo local en (a,b) si f(a,b) es 


un máximo local ó un mínimo local. Observar que el punto 
(a,b) es un punto interno de D. 


DEFINICION. | Punto Crítico 
Sea (a,b) un punto del dominio de z= f(x, y). (a,b) es un 


punto crítico de / si se cumple una de las siguientes condiciones: 
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1. Лх (a,b) Оу (a,b) =0 
2. No existe f, (a,b) onoexiste f, (a,b). 


TEREMA 3.18 | Los Extremos locales sólo se presentan en puntos críticos 
Si 2= / (х,у) tiene un extremo local en el punto (a, b), 


entonces (a, b) es un punto crítico. 
Demostración 
Sea la función de una variable g(x) = f (x,b). Como f(x, у) está definida en una 
bola abierta de centro en (a, b), g(x) está definida en un intervalo abierto que 


contiene al punto a. Como f (x, y) tiene un extremo local en (a, Б), entonces g(x) 


tiene un extremo local en a. Por el teorema de Fermat (teorema 5.2 de nuestro texto 
de Calculo Diferencial), а es un punto crítico de g. Esto es, g(a)- 0 ó е (а) no 


existe. Pero, g (a) = f, (a,b). Luego, f,(a,b)=0 ó f, (a,b) no existe. 
Similarmente, tomando »(y) = f (a,y)se obtiene que Лр) = f, (a,b) = 0 ó 


fy (a,b) no existe. En consecuencia, (a, b) es un punto crítico de f. 


EJEMPLO 1. | Hallar los puntos críticos y los extremos de cada una de las 
siguientes funciones. 


1. (х, у)= 1+ +y 2. g(x,y)= 1-x? - y? 


3. h(x, y)= x? £y? 


Solución 
1. f(x, y)= 1+ x? + y? 
Puntos críticos: 


f(x у)= Lex? + у? es diferenciable en todo R?. 


f (х,у) =2x=0 у /„(ху)=2у =0> x=0, y=0 
Luego, (0, 0) es un punto crítico de f; y es el único. 


Extremos: 
Tenemos que f (0,0) =1 y f(x,y)=1+x?+y?>1, V (x, y) e R?. 
Luego, f(0,0) = 1 es un mínimo absoluto de f en R?. 
La gráfica de f (x, y)=1+ x? + y? es un paraboloide circular que se abre hacia 


arriba. El gráfico nos corrobora que f (0,0) = 1 es mínimo absoluto y que f no 


tiene máximos locales ni máximo absoluto. 
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2. g(x, y) =]1 -x -y7 
Puntos críticos: 
g(x,y)=1- x? — у? es diferenciable en todo R?. 
g(x,y) =-2x=0, gy (x,y)=-2y=0>x=0, у=0 


Luego, (0, 0) es un punto crítico de g, y es el único. 


Extremos: 
2(0,0) =1 y g(x,y)21-x3 - y 31, Y (х,у) є. 


Luego, g(0,0) = 1 es un máximo absoluto en R?. 


La gráfica de g(x, y) =1 x? — y? es un paraboloide circular que se abre hacia 


abajo. Esta gráfica nos corrobora que g(0,0) =] es máximo absoluto y que g 


no tiene mínimos locales ni mínimo absoluto. 


3. h(x,y)= х? +y 
Puntos críticos: 


h(x,y)= y х2 + у? es diferenciable R? -{(0,0)}. 


En (0, 0) Л no tiene derivadas parciales. 


Luego, (0, 0) es un punto crítico de Л, y es el único. 


Extremos: 


h(0,0) =0y h(x,y)= 4 x2 +y? 20, Y (х,у) e R. 


Luego, A(0,0) =0 es un mínimo absoluto en R?. 


La gráfica de h(x,y)= y х2 + у? es un cono circular con vértice en el origen 
y que se abre hacia arriba. Esta gráfica nos corrobora que h(0,0) = 0 es 


mínimo absoluto y que / no tiene máximos locales ni máximo absoluto. 


DEFINICION.| Punto Silla 


Una función diferenciable z= f(x, y) tiene un punto silla, 
un punto silla de montar o un punto de ensilladura, en un punto 
crítico (a, b) si existen puntos (x, y) en el dominio de f tales 


que f(x,y)> f (a,b) y existen puntos (x, y) en dominio de f 
tales que f(x,y)«f(a,b). En este caso, el punto 
(a, b, f (a, b)) de la superficie z = f (x, y) es un punto silla. 
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EJEMPLO 2. | Hallar y analizar los puntos críticos de la función 
2 2 
Fx y)= x-y 


Solución 
f(x, y)= х^— y? es diferenciable en todo R?. 
f(xy) =2x=0 y /„(х,у)=-2у =0> 


x=0 y y=0 
Luego, (0, 0) es un punto crítico de f, y es el único. 


Veamos que f tiene un punto silla en (0, 0). 


Tenemos que f (0,0) = 0. 


Los puntos (x, 0) con x= 0 son tales que f (x,0)— х?>0 = f (0,0). 
Los puntos (0, у) соп у = 0 son tales que f (0, y) -y< 0 = f (0,0). 


Luego, la función f(x, у) = x? — y? tiene un punto silla en 0, 0). El punto silla es 
Y y р 


(0,0, f (0,0)) = (0,0,0) 


OBSERVACION. 


El ejemplo anterior nos demuestra que la proposición recíproca 
al teorema anterior es falsa. Es decir, existen funciones que 


tienen puntos críticos en los cuales la función no tiene un 
extremo local. 


DETERMINACION DE EXTREMOS RELATIVOS 


El siguiente teorema nos da criterios que nos permiten determinar cuando un punto 
crítico da lugar a un máximo local, a un mínimo local o un punto de ensilladura. 


TEREMA 3.19 | Criterio de las segundas derivadas parciales 


Sea z= f (x, y) de clase co en un disco abierto con centro en un 
punto crítico (a,b), y sea 


2 
^ E A(a, b) = Ts (a,b) fy (a.b) - (f (a,b) 
а. Si A(a,b)>0 y f, (a,b) > 0, entonces f tiene un mínimo local en (a,b). 
b. Si A(a,b)>0y f, (a,b) < 0, entonces f tiene un máximo local en (a,b). 
c. Si A(a, b) « 0, entonces f tiene un punto silla en (а,Ь). 


d. Si A(a, Б) = 0, no se tiene ninguna conclusión. Puede suceder que f en el 
punto (a,b) tenga un mínimo local, un máximo local o un punto silla. 
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Demostración 


Ver el problema resuelto 12. 


EL HESSIANO 


Si z= f (x, y) es de clase co, se llama matriz Hessiana de f a la matriz 


Tato) pun 


Hf (x, y) m P (x,y) й (x, y) 


El término А = A(a, Б) introducido en el teorema anterior, es el determinante 
de la matriz hessiana de f evaluada en el punto crítico (a,b). En efecto: 


Л. (а) fo (a,b) 
Jo (a,b) Л (a,b) 


A Ла, Б) = det Hf (a,b) se le Пата el hessiano de f en el punto (a,b). 


det Hf (a,b) = zi | = f (а,Ь) fy (a,b)- [s (a,b)} = A(a, b) 


¿SABIAS QUE ... 


LUDWIG OTTO HESS, matemático alemán (1811-1874) 
Nació en Konigsberg, En aquella época esta ciudad 
pertenecía a Alemania. En 1945, al final de la Segunda 
Guerra Mundial, Konigsberg pasó a formar parte del 
territorio ruso, con el nombre de Kalingrado. 

Hess estudió en la Universidad de Konigsberg,, donde tuvo 
como profesores a С, С. Jacobi y al astrónomo F. Bessel. En 
el siglo XIX, introdujo el estudio de la matriz que ahora lleva 
su nombre. 


EJEMPLO 3. | Hallar los extremos locales de la función 
Дх, у) = EY 3axy, a>0 


Solución 
Puntos críticos: 
оу) =3х? 3ay=3(+? ay) =0, бу) =3»? Зах -3(y? ах) =0> 
(1) х? = ау (2) y? = ах 


х2 


De (1) obtenemos y = — . Reemplazando este valor de y ер (2): 
a 
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a x(+*-a*)=0 >x=0 ó х=а. 
iban teniendo en cuenta (1): 
Si x=0, entonces у= 0 y si x=a, entonces y = a. 
Luego, tenemos dos puntos críticos: (0, 0) y (a, a). 


Análisis de cada punto crítico: 


Tenemos que: Уу, (уу)=бх, Лубу) 7 6v. Лубу) = 3a. 


AQ.) = fa 69) бо) -fo (х,у) ) = (63)(6») - (3). = 36x» - 94? 


El punto (0,0): A(0,0)= 36(0)(0)-9a?= — 9a? < 0 
Luego, f tiene un punto silla en (0, 0) y el punto silla es 
(0,0, 7(0,0)) = (0, 0, 0) 
El punto (a, a): A(a, a) = 36(a)(a)-9a? — 274 »0 y fa (а,а)= ба >0 
Luego, f tiene un mínimo local еп (a, a), el cual vale 


fa, a)= gea За(а)(а)= - a? 


EJEMPLO 4. | Hallar los extremos locales de la función 


Дх, у) = 2х 6х2 + бху? - 6y? +1 
Solución 
Puntos críticos: 
Роу) = 6х2- 12х+ 65720 => х2-2х+ y?=0 (1) 
Ју) = 12ху -12y=0> y(x-1)=0 > y=0 6 x=1 


Si у = 0, reemplazando еп (1), obtenemos x? 2x=x(x-2)=0>x=06 x=2 
Luego, (0, 0) y (2, 0) son puntos críticos. 


Si x = 1, reemplazando en (1), obtenemos y? l>y=1 бу=-1 
Luego, (1, 1) y (1, —1) son puntos críticos. 
En resumen, tenemos cuatro puntos críticos: 


(0, 0), (2, 0), (1,1) y (L -1) 
Análisis de cada punto crítico: 


Tenemos que: 
fu 0») =12(x-1), fy, (6, y) = 12(y-1), Лу € y) = 12у, 
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Ао, = fa ©) £ 659 (Л (ху) ) = [12(х—1)][12(›-1)]- [127] 
= 144| (x-1)(»-1)-3° | 
El punto (0, 0): 
ЛОО, 0) = 144] (0-1)(0-1)-0? |=144 >0 y (0, 0)=12(0-1) <-12 <0 
Luego, f tiene un máximo local en (0, 0) y este es /(0,0) 1 


El punto (2, 0): 


AQ, 0)= 144| (2-1)(0-1)-0? | - -144 <0 
Luego, f tiene un punto silla en (2, 0) y este ез (2, 0,—7) 


El punto (1, 1): 


AQ, D= 144 (1-1)(1-1)-1? ]- -144 <0 
Luego, f tiene un punto silla en (1, 1) y este es (1, 1, —3) 


El punto (1, —1): 


AQ, -1)- 144 (1-1)(1-1)-(-1} |= -144 <0 


Luego, f tiene un punto silla en (1, —1) y este es (1, —1, —3) 


EJEMPLO 5. | Hallar el punto del plano x-2y+2z+32=0 que está más 


cercano al punto Р,=(2, 0, 1). Determinar esta distancia más 


corta. 
Solución 


Sea Р = (х, у, 2) un punto cualquiera del plano. 


La distancia del punto Р = (х, у, z) al punto P,=(2, 0, 1) es 


d(P,P,)= d (1-2 «(y -0) +(2-1) (1) 


P = (x, y, z)está en el plano, entonces x-2y+2z+32=0>z=-16 ? + у. 


Reemplazando este valor де 2 en (1) y simplificando: 


d(P,P,)= al (2-2) + y? +(-17-x/24 y) (2) 


El punto del plano que está más cercano al punto Р, =(2, 0, 1) es el punto cuya 
distancia d (Р, P,) es mínima. Por lo tanto debemos hallar el mínimo de (2). Pero 


minimizar (2) equivale minimizar su cuadrado: 
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2 
(4(Р,Р,)) = fG.y)-(x-2Y +y? +(17-x/24+ y Y (3) 
Hallemos el punto donde f(x, y) es mínimo (absoluto). 


Puntos críticos: 
fy)» 2(x-2)+2(-17 x/2+y)(=1/2) = Jay +13 


fy y)- 2y + 2(-17-x/2+ y)=-x + 4y -34 


5 
,у)= 0 Lx- = 
pos m 5" у+13=0 х=-2,у=8 
h (50) = -x + 4у -34=0 


Tenemos sólo un punto crítico: (2, 8). 


Analicemos este punto crítico: 
5 
Лх (х, y) 5 2? Л» (х, y) X 4, du (х, y) m -1, 


А@ у= Л (8 9) у ) - (y Qc) y- (lo (17 =9 


Luego, f tiene un mínimo local en (-2, 8). 


Pero, geométricamente vemos que este mínimo local es un mínimo absoluto. 
Reemplazando las coordenadas del punto crítico (2, 8) en z=-16-x/2+ y 


obtenemos z=-16 сы = —7. Luego, el punto del plano que está más cercano 
al punto P,=(2, 0, 1)es el punto P=(-2, 8, -7). 


La distancia más corta del punto Р, =(2, 0, 1) al plano dado es 


4(Р,Р,)= 4 2-2) +(8-0)2 + (7-1)? = 4144-12 


ESTRATEGIA PARA HALLAR LOS EXTREMOS 
ABSOLUTOS 
Sea z= f (x, y) una función de dos variables definida en una región D de R?, 


que es cerrada y acotada. El teorema de Weierstrass nos asegura que / tiene 
máximo absoluto y mínimo absoluto en el conjunto D. Para hallar estos extremos se 
siguen los siguientes pasos: 


Paso 1. Hallar los puntos críticos de / que existan en el interior de D. 


Paso 2. Hallar todos los puntos de la frontera de D en los que puedan ocurrir 
extremos absolutos de f. 
Paso3. Evaluar f(x,y) en los puntos obtenidos en los pasos anteriores. El mayor 


de estos valores es el máximo absoluto, y el menor es el mínimo absoluto. 
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EJEMPLO 6. | Hallar los extremos absolutos de la función 
/ (х,у) =х? Sy Ey —6х+ 1 
en la región rectangular 
D=((x,y) / -2<x<5,0<y<3 } 


Solución Y 
Pasol. Puntos críticos de f en el interior de D: c- cal» E -(5,3) 
f,=2x-y-6=0 (1) 
fy=x+2y=0 (2) X 
A-CA0 В = (5,0) 


De (1) у (2) obtenemos x = 4, у= 2. 


Luego, (4, 2) es un punto crítico de f, у es el único. 


Paso2. Puntos en 2D en los que puedan ocurrir extremos absolutos de f. 


La frontera de D es la unión de los segmentos АВ, АС, СЕ y BE 


En el segmento AB, y=0 y 
F(x,0)=x?- 6x + 1, -2<x<5 
Hallemos los puntos críticos de esta función (de una variable) 
f¿(x,0)=2x-6=0>x=3 


El punto crítico x = 3 y los extremos —2 y 5 del intervalo [-2. 5] nos dan 


los siguientes puntos del segmento AB: 


(3,0), A= (2,0) y B= (5,0) 


En el segmento АС,х=-2 y 
F(2 у)у=у?+2у+17, 0<y<3 
Hallemos los puntos críticos de esta función (de una variable) 
fy (-2, y)=2y+2=0 => у=-1 


El punto crítico y = –1 nos da el punto (—2,—1), que no lo consideramos 
porque está fuera del segmento AC . Los extremos 0 y 3 del intervalo 
[0, 3] nos dan los puntos extremos del segmento АС. 

A=(-2,0) y C= (2,3) 
En el segmento CE, y=3 y 
f(x, 3)= х2 9х +10, -2<x<5 


Hallemos los puntos críticos de esta función (de una variable) 


f(x, 3)= 2х-9=0 >x=9/2 
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El punto crítico х =9/2 у los extremos -2 y 5 del intervalo [-2, 5] nos 


dan los siguientes puntos del segmento CE. 
(9/2, 3), C=(-2, 3) y E=(5, 3) 


En el segmento BE, x=5 y 
7(5, y)=y?- 5y - 4, 0<y<3 
Hallemos los puntos críticos de esta función (de una variable) 
fy (-2, y)=2y-5=0 > y=5/2 
El punto crítico y =5/2 y los extremos 0 y 3 del intervalo [0, 3] nos 
dan los puntos extremos del segmento BE.. 


(5,5/2) (3,0) y (5,3) 


Paso 3. 


_ EEE: 


El mínimo absoluto es / (5, 5/2) =—71/4. 
El máximo absoluto es f (-2, 3) = 32 


EJEMPLO 7.| Una oficina de correos acepta solamente cajas rectangulares cuya 
suma del largo con el perímetro de una de las caras que determinan 
el ancho y la altura (la cara sombreada) no exceda 120 cm. Hallar 
las dimensiones de la caja de volumen máximo que satisface esta 
condición 


Solución 


Sea x, y, z las dimensiones del largo, ancho y altura de la 
caja rectangular que cumple la condición. 


El perímetro de la cara indicada es 2y + 2z 

Buscamos: 

Maximizar el volumen V= xyz de la caja sujeto a la condición x + 2y + 2z =120. 
Despejando x en esta ecuación y reemplazando este valor en la fórmula del 


volumen, obtenemos 


y = (120-2y-2z) yz 


Los tres factores de esta función deben ser no negativos. Esto es, 
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0< у, 0 <z, 0<1202y-2z > 0< y, 0 <z, 0< y+ z<60 > 
0< y<60, 0 <z<60, 0< y+z <60 


En términos más precisos, buscamos maximizar la función 


y =V (y,z)= (120-2y-2z) yz 


en la región 


D= (v. z)/ 0< y € 60, 0<2<60, у+2 < 60} 


Esta región es cerrada y acotada y, por lo tanto, la función V tiene extremos 
absolutos en esta región. Hallemos estos extremos 


Pasol. Puntos críticos de V en el interior de D: 


V,- (120 2y 2z)z 2yz = (120 4y 2z)z - 2(60 2y z)z-0 


V. = (120 2y 22) y 2у2 = (120 2y 47) y -2(60 y 22)у =0 


Las soluciones de este sistema son los puntos: 
(0,0), (0,60), (60,0) y (20,20) 
De estos cuatro puntos, sólo (20, 20) está en el interior de D. Los otros tres 


puntos están en la frontera. Por tanto sólo tomamos el punto (20, 20). 


Paso 2. Puntos en óD en los que puedan ocurrir extremos absolutos de f. 
El valor de У en cada uno de los segmentos OA, OB y AB es 0: 
V(y,z)=0 , V (y, 2) eoD 
Paso 3. Tenemos que 
V (20,20)= 16.000 y У(у,2)=0, ѕі(у, 2) едр 
El máximo absoluto de Y es y (20,20) =16.000 cm?. 
En consecuencia, las dimensiones de la caja de máximo volumen son: 


Ancho: y = 20 cm. Alto: z = 20 cm. Largo: x= 120 — 2(20)-2(20) = 40 cm. 


OBSERVACIÓN. | Para funciones de una sola variable se cumple que un extremo 
local único es un extremo absoluto. En términos más precisos: 


Si y = f(x) es continua en un intervalo I cualquiera (no 
nesariamente cerrado y acotado) y si fc) es un extremo local 
único, entonces f(c) es un extremo absoluto. Una prueba de 
esta resultado está en nuestro texto de Calculo Diferencial. 


Para funciones de dos o más variables, este resultado no se 
cumple. El siguiente ejemplo nos ilustra esta situación. 
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EJEMPLO 8. | Una función que tiene un único punto crítico, en el cual tiene 


un mínimo local, pero la función no tiene mínimo absoluto. 
Sea la función f (х, у)= x? (1 + y) Бу 

1. Probar que (0, 0) es el único punto crítico de f. 

2. Probar que f(0,0)=0 es un mínimo local de f. 


3, Probar que f no tiene mínimo absoluto. 
Solución 
1. (0, 0) es el único punto crítico. 


f. y) = 2х(1+ y), dy (х,у) = 3x2 (14 y) +2y 


= 2x(1+ y) =0 п ЖИ esos Xp 
2 
0. |зх'(ї+›)+2у›=0 Q) 3x! (1e y) +2у=0 (2) 
Reemplazando x = 0 en (2) obtenemos: 
0+2y=0 > y=0 =  (0,0)esun punto crítico. 


Reemplazando y = —1 en (2) obtenemos: 


ax? (1 1) -2(-1) 20 => -2=0, lo cual no es posible. 


Luego, la función f (x, у) = х2 (1+ у)? + y? tiene único punto crítico, que es (0, 0). 
2. f(0, 0) 2 0 es un mínimo local. 
fala y)=2U1+9Y, f4(00)-2, fa (1,y)=6x(1+ y), f, (0,0)=0 
Лу(ху)= 6x (1+ y)+2, fy(0,0)=2 
A(0,0)= / (0,0) Fy (0.0)- (A (0,0)) = (2)(2)-0°=4> 0, 
fx (0,0) =2>0 


Luego, f(0,0)— 0 esun mínimo local. 
3. La función no tiene mínimo absoluto. 


Tomemos que: 


F(Ly)= (1+ y) + y?= ra 43y1- ret. а ) 
У у у 


Lim £(L y) = Lim ret. + J = (—00)(1+0+0+0)=- о 
y>-0 y>-0 у y y 


Luego, f(x,y) no tiene mínimo absoluto. 
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METODO DE MINIMOS CUADRADOS 


Es muy común en las ciencias experimentales buscar una función у = f(x) que 
mejor aproxime о mejor se ajuste a un conjunto de datos obtenidos 
experimentalmente. Estos datos están dados рог un conjunto de puntos (х, yy), 


(x2. уо), ..., (xp, Yn ) donde las coordenadas son x; distintas. En otros términos, 


buscamos una función y = f(x) que mejor cumpla la condición: 
f(x)&». f (x5) 9 y2, MER f(x) Yn 


La función y = fx) es un modelo matemático de los datos. 
Las diferencias (f (x,)-y,), ((x2)- ya)... (£(x,)- »,) son los errores 


En la presente discusión, buscamos una Y 
función lineal, o sea una recta, у = f(x) = mx + b 
que mejor se ajuste a los datos: 


w Yn) 


(Ол, ул) 
(x 91)» CA T 


is s ; Е (х3, уз) 
El criterio que seguiremos es determinar los 


valores m y b tales que minimicen la función que 
se obtiene sumando los cuadrados de los errores: 


s- PHORA 


Esta técnica es llamada método de los mínimos cuadrados y la recta obtenida se 
llama recta de regresión de mínimos cuadrados. 


TEOREMA 3.20 | Recta de regresión de mínimos cuadrados. 


La recta de regresión de mínimos cuadrados para (ху, yı), 
(ху, у»),...› (xp, Yn) está dada por f(x) = mx + b, donde 


n n n 
пў\җу— 1) y, TE a 
m- i A p= (En D 
n\ is ¡=1 


Demostración 


Ver el problema resuelto 13. 


EJEMPLO 9. | Hallar la recta de regresión de mínimos cuadrados para los puntos: 
El, D, (0, 2), (1, D, (2, 3), (4, 3) 


Solución 
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п= 5, 


5 


Y y, =-1+0+1 


i=l 


5 9 
Уху; = CDH) + (1)01)+02)(3)+04)(3)=18 332 =1+0+1+4+16= 22 
i=l i=l 


n 


п п 
пў\ х;у; -УхУ y, 5 
i=l 


aa _ 5(18)—(6)10)_15 


i=l 


= End Е L(10-5(6)) _ 36 


Luego, la recta de regresión es 
15 56 : 
y=— x+ — obien, 15x – 37у + 56 = 0 
37 37 


т = 


PROBLEMAS RESUELTOS 3.7 


PROBLEMA 1. | Hallar los extremos locales de la función 
Ху) = (222 Pje 


Solución 
Puntos críticos: 
f. (x, y)= 4xe*? + (2 Je? = (22 yt ap 4x e"? 


AAA) LJ >? (24? у је» = - p» у 2y) 
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Ahora, 
2 2 zi Pm 
[its [Bonn [notet ya 
y =2x 


Reemplazando y=2x en 2x? -у? + 4х = 0 se obtiene: 


х(х 2) 0>x=06x=2 


Si х= 0, entonces y=0 y si x=2, entonces y = 4 
Tenemos dos puntos críticos: (0, 0) y (2, 4). 


Análisis de cada punto crítico: 


Tenemos que: 
f(x y)= (222 -у? + 8х+4)е* г”, Уу (х,у)= (2 -y + 4y- 2) Ў 
Лу (х, у) = (2:2 у + 4x+ 2y) 
El punto (0, 0): 
А (0,0) = 4, Jos (0,0) 2, ym (0,0)=0 


2 
А(0,0) = f, (0,0) £ (0,0) - (f (0,0)) = 4(2)-0?=-8<0 
Luego, f tiene un punto silla en (0, 0). 


El punto (2, 4): 
fa (2,4)= 12е, /,,(2,4)= 66? , у, (2,4)= 8e? 
2 
A(2,4) = Лх (2,4) fy (2,4) m (5 (2,4)) 


= (12e? (se?) - (8e | -8€*»0 y fa (2,4)= 12е2>0 


Luego, f tiene un mínimo local еп (2, 4) que vale f (2,4)= -8e 


PROBLEMA 2. | Hallar los extremos absolutos де la función 
Flay)=x? —xy + y? —2х+5 


en la región D encerrada por el triángulo formado por las rectas: 


x=0, у=0, х+у=3. 
Solución 


Paso1. Puntos críticos de f en el interior de D: 
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f(x y) =2x-y-2=0 > 2х=у+2 
fs у) =-х+2у=0 > x=2y 
De (1) y (2) obtenemos x = =, у= =. 


Luego, (4/3, 2/3) es el único punto 


crítico y está en el interior de D. 


Paso2. Puntos en OD en los que puedan ocurrir extremos absolutos de f. 


La frontera de D está formada por la unión de los tres segmentos OA, OB y 
AB , mostrados en la figura. 


En el segmento OA, y=0 y  f(x,0)=x%-2x+ 5, 0<x<3 
Puntos críticos f(x, 0)=x?-2x+ 5, 0<x<3: 
f(x, 0)=2x 2=0>x=1 


Este punto crítico de f(x, 0) y los extremos del intervalos [0, 3] nos dan 


los puntos de la frontera 
(1, 0), 0= (0,0) y 4=(3,0) 


En el segmento OB, x=0 y /(0, у)=у2+5, 0<y<3 
Puntos críticos de / (0, у) = у2+5, 0<y<3: 
fy (0, у) =2y =0> y=0, que está en la frontera. 
Los extremos del intervalo [0, 3] nos dan los puntos de la frontera 
0= (0,0) y B=(0,3) 
En el segmento AB, у=3-х y 
g(x) = f(x, 3-x)- ax? -11x+14, 0<х<3 


Puntos críticos de g(x) = f(x, 3-x)2 332-11x414, 0<х<3 
g'(x)= 6x-11=0 х= 11/6, y-3 - 11/6= 7/6 


Este punto crítico de g(x) = f(x, 3-x) y los extremos del intervalo 


[0, 3] nos dan los puntos de la frontera 
(11/6, 3-11/6)= (11/6, 7/6), 4=(3,0) y B-(0,3) 


Paso 3. 


41/9 = 4.6 ESESKSE 14 [131/36 « 3.6 
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131 
Mínimo absoluto: f (11/6,7/6) = 2 3.6 


Máximo absoluto: f (0, 3) =14 


PROBLEMA 3. 


Se está calentando una placa de metal plana que ocupa la región 


2 2 
D del plano XY encerrada por la elipse LES S =1. 
La temperatura en cualquier punto (x, y) es 


T(x,y)=2x?-4x  3y? -6y + 30 


Hallar el punto más caliente y el punto 


más frío de la placa, con sus respectivas 
temperaturas. 
Solución 


Paso 1. Puntos críticos en el interior de D. 


T, =4x-4=4(x-1)=0 5 х= 1, 
T, =6y-6=6(y-1)=0 —»y-l 


Luego, en el interior de D, T tiene un ünico punto crítico, que es (1, 1). 


Paso 2. Puntos en OD en los que puedan ocurrir extremos absolutos de 7. 


2 2 
Y 


La frontera de D está constituida por los puntos de la elipse сар =i; 


que, en ecuaciones paramétricas, está descrita por 


= ү 3 0 
х=} 3соз , 0<0<2л 
y= V2 sen 9 
Buscamos los puntos donde la siguiente función alcance sus extremos: 
g(0)= T (V 3созб, АЁ sen), 0<0<2л 
Hallemos los números críticos de g(0) . Usando la regla de la cadena: 


OT Ox , OT 6 
g(Q)- з = 


0x 00 ôy 00 


4(x-1) (- V3 sen 0)+ 6(y-1) (42 cos 0) 
4(43cos0-1) (- 43 sen ө)+ 6(/2 зеп@—1) (/2 cos Ө) 


12 sen Ө cos Ө +44 3 sen @+ 12 sen Ө cos O — 64/2 cos @ 
= 44/3 sen 0 — 64 2 cos O 
Ahora, 


g(0)=0 > 443 sen Ө - 6/2 cos 0=0 > 
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24/3 sen 0 = 34/2 cos 0 (1) 
Elevando al cuadrado esta 1gualdad: 


12 ѕеп20 = 18 cos? > 12 sen?9= 18(1-sen?0) = 


30 sen?9=18 => UNE 
. 3 | 2 ; 
Si sen 0= E , reemplazando en (1) obtenemos, cos 0 = 2 y si 
sen O =-— is entonces cos = — e 
5 5 


Luego, g(0) tiene dos nümeros críticos que dan lugar a los siguientes 
puntos de la frontera: 


боа ө. а) [5 [2. 2 SE [8 43] s 
RAEE- 


Tenemos que considerar los puntos correspondientes a los extremos del 
intervalo 0<0 € 2z 


(V 3cos0, 2 sen 0) = (/3( 1), /2 (0))- (43, 0) 
(/3 cos 27, \/ 2 sen 21)= (У3( 1), ND (0))- (43. 0) 


Тех, y) ж 25.0455 ~ 46.95 = 29.07 


El punto más caliente es (4 6/5,—4 6/ 5) , donde Іа temperatura es 


T(-4 6/5,—] 6/5)=36+ 10/ 6/5 46.95". 
El punto más frío es (1, 1), donde la temperatura es 


AL 1) = 25° 
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PROBLEMA 4. | Hallar los extremos absolutos de la función 


х 
21 
по) (а? es? a). | 7 dt 
oft +1 
y? y 
en la región D encerrada por la elipse Pod о: 
Solución 
Paso 1. Puntos críticos en el interior de D. 
4 DAU сы? 
fG de 8x | 2x 2x(4x +4x +у +8) 
AE Ax! «y +4 x*4l (4x? + y? +4)(х* +1) 
2y 
ЛОУ 
y ) Ax? + y? +4 
x,y)=0 2x|4x* +4x + y?+8)=0 
b ») — | T | > х=0, y=0 
f,(x,y)=0 2y=0 


Luego, en el interior de D, f tiene un único punto crítico, que es (0, 0). 


Paso 2. Puntos en OD en los que puedan ocurrir extremos absolutos de f. 


La frontera de D está constituida por los puntos de la elipse 
2 2 


fo, T ре а? ву? -4, 
1 4 
que en ecuaciones paramétricas, está descrita por 
х= соз 0 
‚ 0<0<27 
у= 2 sen Ө 
Buscamos los puntos donde la siguiente función alcance sus extremos: 
cos 0 2t 
g(0) = f (соѕ0, 2 senQ) = In (4 cos? | т dt 
0 t +1 


cos O 2t 
(8) | dt , 0<0<27 
4 

0 і +1 
Hallemos los puntos críticos de 2(0) : 


g(0)- 20058 f sen 


cos 0+1 cos^ 041 cos^ 01 


)- -2sen0cosg | —sen20 


g(0)- 0 = 2sen20=0 > 20-0, 20-z, 20=2л = 0- 0, $e Ө=л 


Luego, g(0) tiene tres puntos críticos que dan lugar a los siguientes puntos de 
la frontera: 


(cos 0, 2 sen 0)= (1,0), (cosz/2,2 ѕепл/2) = (0, 2), (cos, 2 senx)=(-1, 0) 
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Los puntos correspondientes a los extremos del intervalo 0<0 < 27 ya los 
tenemos. En efecto, 
(cos 0, 2 sen0)=(1,0) y (cos27,2 sen27)=(1, 0) 
Paso 3. 


dt 


En primer lugar, hallemos una antiderivada de | 
t +1 


Sea u = Г, entonces du = 2tdt y 


2t _ du E _ 1/2 
[2za- | 3 = tan (u)= tan (2) 


u* +1 


Ahora, 


0 
поо) (ао? +02 +4)+| S di - (4)+0= (4) 
ot +1 


1 
f (1,0) = (40)? +0? Zu 2 dt =m (8)+tan™' (02) =In(8)+ - 


o > 


91541 


f (0.2) = m (at? +2? «a 


=] 0 
pesaje [Hao [^ 25a 


o t +l —1 tt +1 


Luego, 
El mínimo absoluto es f£(0,0)=In(4) 


E l máximo absoluto es /(1,0)= f(-L0)= In(8)+ 4 


PROBLEMA 5. | Se desea construir una caja rectangular sin tapa de 4 m' de 
volumen. Hallar las dimensiones de la caja que requiera el 
mínimo de material para su construcción. 


Solución 
Sea: х = longitud de la caja. y = ancho de la caja. 
z = altura de la caja. A = área de la caja. 


V = volumen de la caja. 


Es claro que la caja que requiera el mínimo de material 
es la que tenga área А mínima. 
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Tenemos que: A=xy+2xz+2yz.  V=xyz=4 


Despejando z en el volumen y sustituyendo en la fórmula de А obtenemos: 


А =xy+ Bs (1) 
y x Y ^ 
donde 0 € x «o, 0 € y « о, | 
Debemos hallar el punto (x, y) donde el área 4 dada en | & 
la fórmula (1) alcance su mínimo absoluto en la región ] 
R= (0, »)x(0, ж). M а 
Hallemos los puntos críticos: 0 * 
8 
A, = у-— =0 
ША. xXy-8 @ 22. 
8 3 =» x y= xy >x=y 
кгс. Xy =8 (3) 


Reemplazando esta igualdad en (2): x28 х= у=2 
Luego, (2, 2) es un punto critico de А y es el único. 
Analicemos este punto crítico: 


2 
16 16 16 | 16 256 

Ad y E Áyy= z Ay 1, А) 3l э Ü EL 1 
х y X y 


256 
23 423 


AQ, 2) = -1=3>0, 44(22)- 1-2 >0 
2 


Luego, 
дО, 2)=20)+ 34 8 12 
f 2-92 
es un mínimo local. 


Nuestra tarea todavía no ha concluido, porque sólo hemos hallado un mínimo local 
y no sabemos si éste es el mínimo absoluto. Para verificar esto último, tropezamos 
con una dificultad. La región А = (0, oo)x(0, ©) no es acotada y, por tanto, no 
podemos aplicar la táctica detallada anteriormente para hallar los extremos absolutos. 
Tenemos que recurrir a otros argumentos. Uno de ellos es el siguiente: La variable 
varía en el intervalo abierto (0, oo) . Sia x lo acercamos а 0, el término 8/x de la 
fórmula de A crece en tal forma que se hace mayor que 4(2, 2) = 12. Por otro lado, 
51 a x lo tomamos suficientemente grande, el término xy de la fórmula de А crece en 
tal forma que se hace mayor que A(2, 2) = 12. Igual resultado se obtiene con la 
variable y. En consecuencia, A(2, 2) =12 es el mínimo absoluto de 4 en la región R. 


Luego, las dimensiones de la caja que requiera el mínimo de material para su 


5 V 4 
construcción son: x -2, у=2 y z= — = 
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Para quienes el argumento anterior, que muestra Y Tac=(12,32) 
que el mínimo local 4(2, 2) = 12 es el mínimo 
absoluto, no es tan convincente, presentamos esta 
otra demostración. 
El término xy de la fórmula de А nos sugiere 
tomar la hipérbola xy = 16 y con ella construir la 
siguiente región cerrada y acotada: 
D- {(х, у)/ 1/2<x, 1/2< y, xy<16 ] (32,12) - B 
(1/2, 1/2) = 4| *— 
El punto crítico (2, 2) está en el interior de D y 9 х 
AQ, 2) = 12 
І 8 8 
Analicemos el valor de А = ху + —+ — еп la frontera de D. 
y x 
En el segmento AB, pas y А gs С e E^ dat ndo 
2 2. lA x 2 x 
mE 1 8 
En el segmento АС, х=— y А E P: 2 Z 42416 >12 
2 2 y 1/2 2 y 
En el segmento BC, xy=16 y A =хуі : | : 164 В | : > 12 
y x у x 


Luego, el mínimo absoluto de 4 en D es A(2, 2) =12 


Analicemos el valor de 4 = xy + E + Ч fuera де D, о sea en su complemento: 


y x 
Ср = ((x,y)/ 12» x, 12» y 6 xy>16 } 
iai à | 
Si х<2., entonces А =xy+ È+ Soy ®+ E ay + ®+16>12 
$ у x y 1/2 7 
п 
Si y< 1, entonces А =xy+ È+ ху Š + Š= ду+16+ Ë >12 
2 у х 1/2 x 3 


р 8 
Si ху> 16, entonces А =xy + Bs —>1l6+ Sy LER 12 
y x x 


En consecuencia, el mínimo absoluto de А en R es A (2, 2) = 12. 


PROBLEMA 6.| Probar que entre todas las cajas rectangulares (paralelepípedos) 


cuya diagonal mayor mida d, la que tiene volumen máximo es 
un cubo. Hallar este volumen máximo. 


Solución. 


Sean x el ancho, y ellargo, z la altura de la caja. 
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Sea а el ángulo formado por la diagonal 
principal d y la diagonal b de la base de la caja. 


Se cumple que 0€ а © 
Sea fj el ángulo formado por la diagonal b y el 
lado x. Se cumple que 0 x 8 3 : 


Tenemos que: 


b=dcos а, x=bcos J= d cos acos В, 


y=b sen $ 


y=bsen fi-dcos asen B, 2 = d sen а 
Si V es el volumen de la caja, entonces 


V = xyz = (d cos æ cos p) (d cos æ sen £ ) (d sen а) = й cos? a sen a sen fj cos fj 


Ahora, hallamos el máximo absoluto de 


V= dicos а sen @ sen f) cos fj en D-((a,B)/ 0822/2, 0< 8<х/2} 


Paso 1. Puntos críticos еп el interior de D. 


3 


Vo —-2d? cosa senta sen fj cos fj + d? cos? а sen fj cos д 


— d? cos a sen В cos B (-2sen'a 4- cos? a) 
=d? соз а sen fj cos P(1-3sen*a) 


2 æ sena sen? 8 


Ve =d? cos? a sen а cos? 8 — d? cos 
= d? cos? æ sen a (cos? f - sen? £) 


= d? cos? a sen a cos 2p 


V, =0> dicos a sen f cos B(1-3sen*a)=0 > 
1 
cosa=0, sen f -0, cos 8-0 ó senta == = 
TT л, 4f 1 
а=—, p=0, =— ó a=sen | — 
т р-0, pl (+) 


Vg =0 = d? cos? a sen a cos 2 =0 > 


cosa = 0, seng=0 ó cos20 20 > 


Лл л л л 
а=—, a=06 26= > а=—, a=06 p= 
2 P 2 2 P 4 


En el interior de D sólo está el punto crítico (sen"' (y J3 ) л/ 4) 
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Paso 2. Puntos en OD en los que puedan ocurrir extremos absolutos de f. 


Es fácil ver que en la frontera de D se tiene que V = 0. 


Paso 3. V sen” (1/43), 7/4) 
= d? cos sen”! (ИУ) ѕеп (sen (1/43) sent cost 


MES н>” 
УЗ в 
9 


El mínimo de Ves0 у el máximo es V sen“ (1/43), 7/4) === 


Luego, 


Ahora, para (a, f) = (sen! (1/43), 7/4) tenemos que: 


242 4 


=d =d = 
x cos & cos ff 379 WE 
242 d d 


y=dcos asen B, d = z=dsen а = d—— 


32 3 m s 


: { . : : ; d 
Como las tres dimensiones de la caja son iguales, la caja es un cubo de arista —— 


43 
3 
y de volumen V = (E) E 


43 


PROBLEMA 7.| Sean las rectas: 
yid ы ы 5 x y-4 z-l 
4 1 5 -2 3 1 


a. Hallar el punto Р, de Д, y el punto P; de L, tales que 


d(P,,P, ), la distancia de Р, a P», sea mínima. 
b. Hallar d(B,P,). 


Solución 


a. Las ecuaciones paramétricas de las rectas Lj у L» son: 


х=1+& x=-2s 
Li: 4 y=3+t, Li: 5y =—4+3s 
z=3+5t 2=1+5 


La distancia de un punto P de Lj a un punto О de L, está dada por 


d(P,0) -J (4t+2s +1} +(t-3s+7} «(St-s42) (1) 
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Debemos minimizar esta función. Pero esto equivale a minimizar su cuadrado: 


/ (з) = (4(Р,О)) = (41425 +1) «(r-3s 7! +(5t-s+2)} 


fi (s) =8(4 +25 +1) +2(1-35+7) +10(5t-s +2) =84г + 42 =0 > => 


у, (G5) 4(41+25+1) -6(1-35+7) -2(5t—542)- 285-4220 —s zm 


Luego, (-1/ 2, 3/ 2) es un punto crítico de f , y es el único. La geometría del 
problema nos dice que f(-1/2, 3/2) es el mínimo absoluto de f. 


Reemplazando t =-1/2 y s =3/2 en las ecuaciones paramétricas de Lj y L2 
obtenemos los puntos P; y P» buscados: 


P, = (1-4(-1/2), 34 (-1/2), 3+5(—1/2) ) = (-1, 5/2, 1/2) 


P,= (2/2), -443(3/2), 1+(3/2) ) = (=3, 1/2, 5/2) 


b. (BA) (rea +(5/2-1/2}? +(1/225/2) = 22 +22 + (2) =2 43 


PROBLEMA 8. Probar que de todos los triángulos inscritos en una 
circunferencia, el que tiene área máxima es equilátero. Si el 
radio de la circunferencia es r, hallar esta área máxima. 


Solución 


En primer lugar, hallamos la función que nos proporciona el área de un triángulo 
inscrito en una circunferencia de radio r. 


Sean а, D y y los ángulos que forman los vértices 


con el centro de la circunferencia. Se cumple que: 
a+ В+ у= 2л (1) 
accu 


Si alguno de los tres ángulos es mayor que z, el 
triángulo está contenido en la mitad del círculo. En este 
caso es claro que el área de este triángulo no es la 
máxima. Luego, podemos suponemos que 


0xaszm 0<8<л, 0<у<л (2) 
El área del triángulo inscrito es igual а la suma de las »" 4 
áreas de los triángulos Tj, Т y Т indicados en la t» 


figura. 
El área del triángulo Т es 
2 
А = > (base)(altura) = "OG ѕеп(л-а)) Е e sen c 


En forma análoga se obtiene que las áreas de los 
triángulos 7; y T3 son 
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2 2 
r r 
A= —sen A37 —sen 4 
Foe. e gens 
Luego, si 4 es área del triángulo inscrito, tenemos 
2 
A=A¡+ A45 +43. 5 (sen а +sen f +sen y) (3) 


De (1) obtenemos que y=27 -a-p y 
sen y = sen(2r-a-p)= sen(-a- B) = –ѕеп(о +£) 
lo cual reemplazado en (3), nos da la función buscada: 


AS 


2 
A - A(a, B)- 5 [sen a +sen f sen(a + )] CER) 


Ahora, buscamos el máximo de esta función en la región 


р = {(0,8)/ 0<а<л,0< 8<л). 


Puntos críticos еп el interior de D. 
Ao - [ов а -соѕ5(0+ 8)|, Ap= [св В – соѕ(а W 
А„= 0 => соѕ а =cos(a+ B) (4) Ар= 0 =>соз B -cos(a- B) (5) 
De (4) y (5) obtenemos: cos а = cos PB > а = f 


Reemplazando с = В en (4): 
cos a = cos(2a) = cos а 22cos? 0 1 => 2cos? a - cos a-1=0=> 


1+./ 1+4Q 1 2 
cos а= A cos œ —2—— Ó cos a=1>a= 6 a=0 


2 . 
Tomamos «= те y obtenemos el punto crítico (27/3, 21/3). Desechamos о =0, 


porque esta solución nos da el punto (0, 0), que está en la frontera de D. 


Puntos en OD en los que puedan ocurrir extremos absolutos de A. 


En 04, 8-0 y A(a,0)= "зеп asen a] 

En 0B, a=0 y a(0,8)= [sen p=sen 5] 

En EC, ел y Аат) = [sen а sen (а+л)]= rsen a => 
A, (a,r)=1?c008 a=0 > a=5=> (7/2, л) es punto crítico. 


_ 2 
En AC, a=x y A(z. B) == [sen f +sen f]- r^sen 8 > 
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Ав (т,8)= r^cos B=0 => js > (7, 7/2) es punto crítico. 
Además, agregamos el extremo (7, 7) 
Tenemos que: 


A(27/3,27/3)= , A(9,0)=0, A(8,0)=0, 


343.5 
——r 
4 


A(z[2,2)- r?, A(z,1)-0 


343 


El máximo de la función es 4(27/3,27/3)= End y lo toma en el punto 
a=21/3, B = 2n[3. 
Además, estos valores, reemplazados en (1) nos dan y =27/3. O sea, 
а= 273, B = 2z[3, у= 27/3, 


2: lc. M : 343 
Luego, el triángulo inscrito es equilátero y suáreaes А = 53 


PROBLEMA 9. | А una lámina de metal de ancho L se la va a doblar para formar 
un canal de agua. Un corte transversal del canal es el trapecio 
isósceles que se indica en la figura. Hallar los valores de x y 0 
que permiten pasar el máximo volumen de agua por el canal. 
Esto sucederá si el área del trapecio es máxima. 


Solución 


xcos O 


El área del trapecio es igual al área del rectángulo 
central más el área de los dos triángulos rectángulos 
de los costados. Esto es, 


дои 0 T | > 


A= (L-2x)x sen 0 + x?sen O cos O 


Ө 
L C =(L/2, п/2) 
Es claro que Qe y 0057. B -(0, 1/2) й 
Luego, debemos maximizar р 
А =(Lx-2x?)sen Ө + x?sen O cos 0 en la región y A=(L/2, 0) X 


р = {(х,0)/ 0 <х<1/2,0<0<л/2). 
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Puntos críticos en el interior de D. 


A, = (L-4x)sen 0 + 2x sen 0 cos Ө= (L—4x-2x cos 0) sen 0 =0 > 


dx =E 
L-4x+2x cos 0=0 => cos 0= с (1) 
X 


Ag = (1x - 2x? )соѕ Ө + х? (cos?9=sen?9)= 0 = 


(Lx 24? Jeos Ө + х? (2с020-1)= 0 


Reemplazando (1) еп (2): 


2 
(13-22) E + Е apes x(x-1/3)202» x 
2x 2x 3 


Reemplazando х= 


Q) 


4 
i en (1): cos 0— 


А ж. L 
Hemos obtenido el punto crítico B z) 


Puntos en ОР en los que puedan ocurrir extremos absolutos de A. 
En 04, 0= 0 y sen0=0 => 4=0 
En 0B ,x=0> А =0 

Еп ВС ‚ д = d 


L 
7 > 4=1х 2x) > A, =L-4x=0 >x= P 
> | L т 
Aquí hemos obtenido el punto | —, Г 
2 2 
— L L L 
En A aM cm А TE QC с Ар = F 2сов20-1)=0=> 
cos @= y2 0-7 
2 4 
; ; L m 
Aquí hemos obtenido el punto 25 
Ahora, 


а(1/3л/3)= Ep. A(L/4, n:2)- -I2, | A(L72, ти)- 22 


оо | — 


p 


Vemos que el área máxima es ЕТ y es alcanzado cuando x = 3 0- = 
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PROBLEMA 10.| Hallar las dimensiones de la caja rectangular (paralelepípedo) 
de volumen máximo que puede inscribirse en el elipsoide. 
2 2 2 
x y z 
—+—+— =l 
ac b E 
Hallar el valor del volumen 
máximo. 


Solución 


Sea P= (x,y,z) el vértice de la caja que está en el 
primer octante. Las longitudes de los lados de la caja 
son 2x, 2y, 2z, y el volumen es 

V = 8xyz (1) 

Si x -0, y=0 ó z- 0, tenemos una саја (un rectángulo) de volumen V= 0. En 
este caso, este volumen sería el mínimo, él cual no estamos buscando. Por tanto, 
vamos suponer que x>0, у> 0 y z>0, 


Podríamos despejar z en la ecuación del elipsoide y reemplazarla en (1). De este 
modo el volumen resultaría una función de dos variables, x e y. Sin embargo, no 
procederemos así. Bastaré con aceptar que z es función implícita de x e y. 


Tenemos que: 

Oz Oz Oz Oz 
V.=8yZ2+8xy— = 8у| z+x— 2, V,=8xz+8xy—= 8х| z+ у — К) 
т шш ас X d (2), V, ir" | | (3) 
Por otro lado, derivando la ecuación del elipsoide respecto a x y y, tenemos: 


2 2 2 2 
oz 4A “| 10 — 2х 2202. = m -> 
a 


EE" 


(en a0) 2y nr. Ap. e y 


óy(a? b c? ду p^ е? ду z p? 
Reemplazando estas derivadas en (2) y en (3): 
22 2.2 
C x y 
wb > Y, = в}: а 
Аһога, 
2 2 y? 
V,=0 y y,-0-»y са =0 у х Р = (0) => 
с? х? с? y? x 7? y? 
2— =0 у 2-——=0 > === 
7 a? p? a? с? b2 


Reemplazando estas igualdades en la ecuación del elipsoide: 
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Similarmente, ^ y 2= 1з 


No es difícil ver que el punto crítico (a/ 43, b/ 43, с] 43, ) corresponde a un 


máximo volumen de la función volumen. Luego, las dimensiones de la caja de 


volumen máximo son х = y el volumen máximo es 


a _ Ь 2.26 
Jm cim 
-g2 b c _ 8аЬс 
434343. 343 


V 


PROBLEMA 11.| Hallar el plano que pasa por el punto P = (2, 1, 3) y que forma 


con los planos coordenados un tetraedro de mínimo volumen. 


Solución 
Z 


Sean a, b yc los puntos donde el plano que pasa por 
P= (2, 1, 3) corta a los ejes coordenados. Para obtener 
un tetraedro, el plano no debe pasar por el origen. 
En este caso, tenemos que a>0,b>0 y c>0, 
La ecuación del plano es Eo EA | (1) а 
a b с x 
1 
El volumen del tetraedro es У = Dune 


Hallemos el mínimo de la función volumen. Para esto, consideramos a la variable 
c como función dea y b: 


Ps з = aro j=o => ©- с (2) 
6 6 да 6 да да а 


аша - [ore eo > Z- С (3) 


6 6 Ob да Ob b 
Por otro lado, como P = (2, 1, 3) es un punto del plano, entonces 
2 + 2 + 2 =1 (4) 
a b c 
Derivando esta ecuación respectoa a y a b: 
2 30 дс 2с? 
SS PUES (5) 
a? с? да да За 
1 2 
_1_36%_, =» I NN ©. (6) 


b 20Ь_ ôb 3p? 
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De (2) y (5), y de (3) y (6) obtenemos: 


3a? а 3 3b? b 3 
Reemplazando estos valores dea y b en (4) se tiene: 


2 1 
PE > с=9 > a=6 y b=3 
20/3 c3 с 
Luego, la función volumen V tiene un único punto crítico que es el punto (6 3), 


en el cual V (6,3) = HOS -27. 

Verificar analíticamente que V 000) = 27 es el mínimo no es simple. Sin 
embargo, observamos que Y = cabe no es acotada superiormente y por tanto no 
tiene máximo. Sin embargo, y - abc es acotado inferiormente (0 es una cota 


reet - " 1 
inferior) y (6, 3) es el único punto crítico, entonces podemos afirmar que V = та 


alcanza su mínimo en este punto. 


Reemplazando a=6, b =3, c=9 en (1) obtenemos el plano buscado: 


NEON | 


PROBLEMA 12.| Probar el teorema 3.19. Criterio de las segundas derivadas 
parciales 


Sea z=f (x, y) de clase co en un disco abierto con centro en un 


punto crítico (а, b), у sea 
А -A(a, b) = f. (a,b) f y (а,Ь)—(/уу (a.b))- 
a. Si Ла, b) * 0 y f (a,b) > 0, entonces f tiene un mínimo local en (a, Б). 
b. Si A(a, b) * Oy f, (a,b) « 0, entonces f tiene un máximo local en (a, Б). 
e. Si A(a, b) < 0, entonces f tiene un punto silla en (a, Б). 


d. Si A(a, Б) = 0, no hay conclusión. Esto es, puede suceder que f en el punto 
(a,b) tenga un mínimo local, un máximo local o un punto silla. 


Solución 
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Probaremos sólo la parte a. Las otras se prueban de manera análoga. 


Recordemos el teorema 5.9 (criterio de concavidad) de nuestro texto de Cálculo 
Diferencial. Este teorema asegura que el gráfico de una función es cóncava hacia 
arriba en un intervalo 1 si su segunda derivada es positiva en todo punto interior de 1. 


Ahora bien. Sea u =(h, k) un vector unitario. La parte 1 del teorema 3.12 nos 


dice que la derivada direccional de fen la dirección de u = (h, k) está dada por 


Daf= fh јук 


Volviendo a calcular la misma derivada direccional a esta función: 


D f- DADA) = AUD) (ра) 


= (fh fk )h + (Fh fk) 


= fI + 2f hk Ју 


2 2 
Sf С + ^ + E od au 25] (completando cuadrados) 
Tut Le 
O sea, 
2 12 
DAf- sa [e + x (1) 
d XX 


Por hipótesis, A(a,b)>0 y f,(a,b)>0 y como A= fur f, E son 
continuas en el punto (a, b), existe una bola abierta В = B((a,b), r) , de centro en 
(a, b) y radio r > 0, en donde 

A(x,y)>0 y f (x.»)»0, V(xy)eB (2) 
De (1) y (2) obtenemos: 
Р? (х, у) > 0, V(xy)eB (3) 
Ahora, si C es la curva que se obtiene intersectando la grafica de z = f (х,у) con 
el plano vertical que pasa por el punto (а,Ь, / (a,b)) y en la dirección del vector u, 


entonces la desigualdad (3) nos dice que la porción de la curva C que está sobre la 
bola B, es cóncava hacia arriba. Este resultado se cumple para cualquier dirección 


u. Luego, la porción de gráfica de z = f (x,y) que está sobre la bola B está sobre el 
plano horizontal que pasa por el punto (a,b, / (а, b)) . En consecuencia. 


Р(х,у) > f (a,b), V(x,y) e B Y 
lo que nos dice que f (a,b) es un mínimo local. 
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PROBLEMA 13. | Probar el teorema 3.20 


La recta de regresión de mínimos cuadrados para (ху, yı), 


(xo. у»),...› (xp, y, ) está dada por f(x) = mx + b, donde 
n n п 
пу ху УХ Yi 12 n 
m= = Eloi, = Р 
n 2 п MXi=1 i-l 
nas Ex] 
1— 1— 


Solución 
Tenemos que S= AHORA = X [(mx; +b)-y; | 
i= 
n 


$,72X х (mx; +b- y;)= 2mY х2 +2bY x, = 25 xy, 
i-l i-l і=1 


S,= 25 (mx, +b-y;)= 2mY x, + 25b- 25 y,= 2mY x; +2nb-2% y, 
i-l i-l 


і=1 i=l i=l i-l 
Ahora, 


n n n 
2m, x? 42b, x, -2Y x,y,=0 my, х2 E =ч» (1) 
Sin =0 ia ia iz il 
=» =» 
Sp =0 n n 
2m} x;+2nb — 2У y;=0 mE x+nb= Y y, (2) 
і=1 i=l i4 i=l 
Despejando b en la ecuación (2): 
1/27 
р == г туў х > b= (Es ms 
=1 i=l i і 
cido este valor de b en (1) y despejando m: 


n п п 
n2, GY Xp È Yi 


i fel: del 


n 2 n 2 
пух | Ух; 
i=l il 


Para concluir, debemos probar que el mínimo absoluto de la función S es 
alcanzado en el punto crítico (m, b) hallado. Para esto, recurriremos a la desigualdad 


de Cauchy-Schwartz presentado en el teorema 1.6. Este teorema dice que para 
cualquier par de vectores a y x se cumple 


ах | aix] 


т = 


y que [ах | < |а | |х| sia y x no son nulos о no son paralelos. 


Ahora bien, 


n n 
_ 2 ES = 
Жыз Dam e Dar E i 
i-l i-l 
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2 2 
А= (222 Jtam)-(28 +) = 09 | (3) 
i=l i-l ї=1 i=l 


Consideremos los vectores de n componentes: 
а= (1а) у х= (X, X23 > e e Xp) 
Estos vectores son no nulos y no paralelos. Luego, 
2 2 2 
|а-х|<]а|[х[ > |а-х[ <[а[ x => 
(lx +15 +. . .+1х, y« (1 EE es +2) (+7 +x +.. xj 
2 2 
n n 2 n 2 n 
b 3 < пух > пух; Ex) >0 
i4 i=l i-l i=l 
Con esta desigualdad, reemplazada en (3), obtenemos que A > 0. 
n 
Como A >0 y $,,72Y,x? > 0, concluimos que S(b, т) es un mínimo local. La 
i=l 


naturaleza del problema nos indica que S(b, m) es un minimo absoluto. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 3.7 


En los problemas del 1 a 14 hallar los extremos locales y los puntos donde la 
función tiene un punto silla. 


1. f(xy)exy-x?-y?-x-y41 Арма. f (-1,-1)=2, máx. local 

2. f(x, y) 233 «  -332 -3y? -9y Rpta. f(0,-1)=5 máx. local. f (2, 3) - -31 
mín. local. Punto silla en (0, 3) y en (2, —1) 

3. f(x, y) = х? «3x? - 6x? -3y? +3 Арга. f (0, 0) 23 máx. local. f (4, 0) = -32 

in. local. Punto silla en (1,13) y en (1-3) 

4 (х,у) =49-*-y*+ 1 Rpta. f (1, 1)=3 máx. local. f(-1,-1)=3 


máx. local. Punto silla en (0, 0). 


E 
ES 


1 ; 
5. f(x,y) HE EL UE Rpta. f (0, 2) =—1 máx. local. 
x+y“ -l 
6. f(x,y) =х+ y? -e* Rpta. Punto silla en (0, 0). 
7. f (х, y) = e*sen y Rpta. No tiene puntos críticos. 


2 
8. f(x,y) =el + Y Rpta. Punto silla en (0, 0). 
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9. f(xy)- (+ -ay je E Rpta. f(-4, —2)=8 máx. local. 
Punto silla en (0, 0). 
10. f(x,y)= x+(y? -5JInx Ера. (5, 0)=5-5In5 máx. local. 


Punto silla en (1, 2) y en (1, -2). 
11. f(x,y)= Tug (x?) tan (»?) 
2 2 
Ера. f (0, 0)=0 mín. local. 
12. f(x, у) = соѕх+соѕ y +cos(x+ y), ежел, 220 «x 


Rpta. f (27/3, 2213) =—3/2 mín. local. 


13. f(x, у) = sen x + sen y +sen(x+ y), 05х57, 0557 


Крга. f (2/3, х13) = 343/2 máx. local 


ВР 1 
14. f(x,y)=3tan ¡BTS +y?)+x-2y+1 
xA 
Rpta. Punto silla en (1, 1) 
En los problemas del 15 al 19 hallar los extremos absolutos de la función en la 
región indicada. 


15. f (х, у) = ху-2х-2у. En la región del primer cuadrante encerrada por las rectas 


x=0, y=0, х+у= 4. 
Rpta. Мт absoluto: f (4, 0) = / (0, 4) = —8. Máx absoluto: T (0, 0) = 0). 


16. f (х, y) =2х? + y? —4x—2y . En la región del primer cuadrante encerrada por las 


rectas x=0,y=0, x+y=2. Rpta. Mín absoluto: f (1, 1) =-3. 
Мах absoluto: f (0, 0) - f (2, 0) - f (0, 2) = 0). 
17. Р(х,у) = (y? - 4y)tan x . En la región encerrada por el rectángulo: 


—л/4<х<л{4, 1<y<3 
Rpta. Mín absoluto: f (7/4, 2) =— 4. Máx absoluto: f (- 1/4, 2)=4. 


18. f(x,y) =4x + y? -x-Ży . En región D= (о у)/ 4x? 4 y? <4, »20) 
Ера. Mín absoluto: f (4/5, 6/5) — f (1/2, 0) 2 —1. Máx absoluto: f (-1, 0) = 8. 
y 


19. fy) n(1 x? + y?) f 22 dt enelcírculo D: a uy <1. 
o1+t 
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20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


2 


27. 


2 


6. 


m 


®@ 


. Sean las rectas: Lj: —— $ Lj: 


Rpta. Mín absoluto: f (0,0) = 0. Máx absoluto: f (0,1) = 1(2) i . 


b 
Sea пав | (2-х?) а. Hallar a y b tales que а<Ь у f(a,b)es un 


máximo local. Rpta a=-2,b=1 


Si f 


1 
2 
(а +bx- х) dx . Hallar a у b tales f (a,b) es un mínimo local. 
0 
Rpta а= -M6, b=1 
Una función que tiene un único punto crítico, en el cual tiene un máximo local, 
pero la función no tiene máximo absoluto. 
Sea la función f (х, у)=3хе” – х?-е??. 
a. Probar que / tiene sólo un punto crítico, que es el punto (1, 0). 
b. Probar que / (1,0) 21 es un máximo local. 
c. Probar que f no tiene máximo absoluto. 
Dos montañas sin un valle. 
Sea la función / (х, у)= 4x e? -2x* -eY , 


a. Probar que f tiene sólo dos puntos críticos, que son (—1, 0) y (1, 0). 
b. Probar que f(-1,0)=1 у f(L0)-1son máximos locales. 


Se está calentando una placa de metal plana que ocupa la región D del plano XY 


encerrada por la región D — (Goy) x! «y? «4, y>-1 | 


La temperatura en cualquier punto (x, у) es T(x,y)= х? 43y? -2x-2y 41. 
Hallar el punto más frío y el punto más caliente y sus respectivas temperaturas. 


Rpta El punto más frío es (42,42), donde T(42,/2) -5-442 
El punto más caliente es (-43,-1], donde r(-43.-1 =7+ 2 


Hallar tres números positivos x, y, z tales que x +y +z=36 y xyz es máximo. 
Rpta x=12, y -12, z -12 
Hallar tres números positivos x, у, z tales que xyz = 125 y x + y +2 = es mínimo. 
Rpía x =5, y -5, z -5 
Hallar el punto P del plano x *3y — z+ 120 que está más cercano al punto 
P,= (El, 2, 1). Determinar esta distancia más corta. 
Кра Р= (3/2, 1, 3/2), а(р,, P)- 6/2 
x-l z-5 
Ест ТЛ ш] 


x-2 y-8 2-11 


)y73, 
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29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


a. Hallar el punto P; de Lı y el punto P; de L, tales que d (В, Р, ), la distancia 


de P; a Р», sea mínima. 
b. Hallar d(R,P,). 


Rpta а. P,=(3,3,4), Р,= (6, 5, 10) b. d(R,P,)=7 
Sean las rectas: [л:х-2===г, Lo:x=y-1=z 


a. Hallar el punto P; de Z, y el punto P; de L, tales que d (В, Р, ), la distancia 


de P; a Р», sea mínima. 
b. Hallar 4(В,Р,). 


Rpta а. Р,= (4,4, 2), Р= (3,4,3) b. d(R,P)= /2 


Hallar los puntos de la superficie He 4xy = 4 que están más cerca del origen. 
Rpta (0,0, -2) y (0, 0,2) 
Hallar los puntos de la superficie y? — xz = 9 que están más cerca del origen. 
Rpta (0, -3,0) y (0, 3,0) 
Probar que de entre las cajas rectangulares inscritas en una esfera de radio r, la que 
tiene volumen máximo es un cubo. Hallar su volumen. Apta V= EN 
Sugerencia: Ver el problema resuelto 9. 
Probar que de entre los paralelogramos de perímetro P,elque  , 
tiene área máxima es un cuadrado de lado P/4. 
Sugerencia: А = аЬ зеп о y 2a+2b=P 


а 


Probar que de entre los triángulos de perímetro Р, el que tiene 

área máxima es un triángulo equilátero. y : 

Sugerencia: x + y + z = P. Si P = 25, la fórmula de Herón / b. 
X 

dice: A — 4 5(5 x)(s »)(s 2). Maximizar A? 


Herón. Matemático y físico de Alejandría. Siglo I D. de С. 


Hallar las dimensiones del palelepípedo rectangular de 
volumen máximo que tiene tres de sus caras en los planos 
coordenados. Uno de sus vértices es el origen y el vértice 
opuesto esta en el plano 4х + 6y +2 = 12 

Rpta a=1, b=2/13, c=4 
Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto P = (2 1, 1) у que forma con 


m x 2 
los planos coordenados un tetraedro de mínimo volumen. Apta =+ EE] 


6 3 3 
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37. (Generalización del ejemplo 6). Una oficina de correos acepta solamente cajas 
rectangulares cuya suma del largo con el perímetro de una de las caras que 
determinan el ancho y la altura no exceda L cm. Hallar las dimensiones de la caja 
de volumen máximo que satisface esta condición 

Sugerencia: Ver el ejemplo 6 de esta sección 


L L 
Rpta. Largo = 3' ancho = altura = E 
38. (Generalización del problema resuelto 5). Se desea construir una caja rectangular 


sin tapa de volumen V. Hallar las dimensiones de la caja que requiera el mínimo de 
material para su construcción. 


Rpta. Largo ^ ancho =} 2V , altura = | 2y [2 


39. Se desea construir una caja rectangular con tapa de volumen V. El material que se 
usa para construir el fondo de la caja es tres veces más caro por unidad de área que 
el material que se usa para hacer la tapa y las caras laterales. Hallar las 
dimensiones de la de la caja para que el costo de los materiales sea mínimo. 


Rpta. Largo = ancho =} AV [2 , altura = 3| AV 


40. Se tiene un pentágono de perímetro P, conformado por un 


triángulo isósceles sobrepuesto sobre un rectángulo, como А. 
lo muestra la figura. Hallar los valores de x, y, y Ө para As- 
los cuales el área del pentágono es máxima. 
y 
2— = 
Rpta. x — Узь 23 УЗ р 0= 2 
2 6 6 2х 


41. El siguiente cuadro nos muestra la esperanza de vida рог айо de nacimiento de 
la población venezolana. 


E 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000 | 2010 
nacimiento 


пе 1 па 


a. Hallar la recta de regresión correspondiente a los datos dados еп la tabla. 


b. Usar la recta de regresión hallada para conjeturar la esperanza de vida de los 
venezolanos que nacerán el año 2020. 


Sugerencia. Tomar los puntos (х, »). (xz, уз), ie (x7, ул), donde 
x, =0 representa 1950, x, = 10 representa 1960 , E? 
ху = 60 representa 2010 y у = 55.2, уз = 58.1, ... , y7 = 73.8 


Rpta. a. у = 0.334х + 56.15 b. 79.53 
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SECCION 3.8 


MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 


En esta sección buscamos optimizar funciones cuyas variables no son completamente 
independientes, sino que éstas deben satisfacer restricciones expresadas en una o más 
ecuaciones. Así, por ejemplo, buscamos: 


1. Los extremos de f(x,y) sujetaa g(x,y)=c 

2. Los extremos de f(x,y,z) sujetaa g(x,y,z)=c 

3. Los extremos de f(x,y,z) sujetaa g(x,y,2)=c, y h(x,y,z)=c> 

En casos simples, estos problemas se pueden resolver recurriendo a las técnicas 
expuestas en la sección anterior. Así, en el caso 2, si en la restricción g(x,y,z)=c 
se puede despejar z = ф(х, y), entonces remplazamos este valor en f(x,y,z) y 


obtenemos una función de dos variables f (х, у,Ф(х, у)) de la cual se buscan sus 


extremos libres (sin restricciones). 

Cuando el despeje es difícil o tiene un resultado muy complicado, contamos con 
otra técnica, llamada el método de los multiplicadores de Lagrange. Este método 
lleva el nombre del matemático Joseph L. Lagrange, quien lo creó cuando apenas 
contaba con 19 años. El basamento de este método está en el siguiente teorema, cuya 
demostración la presentamos en el problema resuelto 4. 


TEOREMA 3.21 | Teorema de Lagrange 
Sean f(x, y) y g(x, y) funciones de clase CU. Si el valor 


máximo o mínimo de f (x, y) sujeta a la condición g(x, y) =с 
ocurre en un punto (x,, Yọ) donde Vg(x,, y,) +0, entonces 


existe un número real A tal que 
Vf (o, Yo) = 4V2 (х,у) 


Al escalar 4 se le llama multiplicador de Lagrange. 


INTERPRETACION GEOMETRICA 


Sea f [x Yo) =т un extremo de la función fx, y) sujeta a la restricción 


g(x, y) = с. El teorema 3.16 nos dice que Vf(x,,y,)es normal a la curva de 
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nivel f (x, у) = т en el punto (х,у), y que Vg(x,,y,)es normal a la curva 

g (xo> Yo ) = сеп el punto (xo> Yo ) ‚ Por otro lado, la igualdad del teorema anterior, 
Vf (xo Yo )= А (х,у) 

dice que los vectores V£(x,,y,) у Vge(xo Yo) 


Y 


fi) |42005 
son paralelos. En consecuencia, las curvas ( ) 
/(х,у)=т y gx, у) = c, en el punto común Лит Eres 
(Xs Yə), comparten la misma recta tangente. Soc, y) =k 


Esto significa que estas curvas se cortan 
tangencialmente en el punto (x,, y, ). 


METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 


El teorema anterior nos sugiere que para obtener candidatos de puntos de la curva 
g(x, y) = с donde f (х, y) alcance su máximo o su mínimo, debemos buscarlos 


entre los puntos que satisfacen la ecuación Vf(x,y)- AVg(x,y) y la ecuación 


g(x, y) = с. En términos más precisos, estos puntos deben ser soluciones del siguiente 
sistema de tres ecuaciones: 


/‹ (х,у) = Ag. (х,у) 
fy (х,у) - Ag, (xy) а) 
g(x y)=c 
Debemos hacer notar que el teorema no nos proporciona criterios para saber 


cuando estamos frente a un mínimo o cuando estamos frente a un máximo. Estos 
resultados se obtienen analizando la geometría del problema. 


Un caso muy especial se presenta cuando la curva g(x, y) = с es acotada. Se 
prueba en cursos posteriores que si la función g(x, y) es continua, entonces la curva 
g(x, y) = с es cerrada. El teorema del valor extremo (teorema 3.17) nos asegura que 
la función f (х, y) , restringida a la curva g(x, y) = c, tiene máximo y tiene mínimo. 
Para hallar estos, se evalúa la función en las soluciones obtenidas al resolver el 
sistema de ecuaciones (1) y los extremos de la curva. El mayor de estos valores es el 
máximo, y el menor, es el mínimo. Los ejemplos 1 y 2 siguientes nos ilustran este 
caso. 


EJEMPLO 1. | Hallar el máximo y el mínimo de la función f (x, y) = 6xy sobre la 


2 2 


: y 
elipse —+*+—-=1 
AE 


Solución. 
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2 2 


Aquí, la curva de restricción es la elipse g(x, y) Еге =1 que es acotada y 


cerrada. Por tanto, /(х, у)= бху tiene máximo y mínimo sobre esta curva. 


Hallemos los puntos críticos a partir del sistema de ecuaciones (1). 


f Gs y)2 Ag, (y) бу= Ах (2) 
f,(x,y)= Ag, (x,y) > 6x=42 (3) 
dad xfaey[8-1 @ 


Desechamos x = 0, ya que 51 x = 0, por (2), también y = 0. 
Pero estos dos valores no satisfacen (4). 


Despejando 4 en (2): 4 = 24 y reemplazando en (3): 
x 


буге ОУУ > y? =4x?. 
x 4 


Reemplazando este valor en (4): 

х2 y Б ах? 

—i+t=1 > —+—=1=— 

2 8 2 8 
12=1>x=tl > y =4>y=2 
Tenemos cuatro puntos críticos: (-1, –2), (-1, 2), (1, -2) y (1, 2) 


Como la curva (la elipse) no tiene puntos extremos, sólo tenemos que evaluar la 


función f(x, у) = бху en estos cuatro puntos críticos: 


aja jejej 


El máximo es 12 y es alcanzado en los puntos (-1, 2) y (1, 2) à 


El mínimo es -12 y es alcanzado en los puntos (71, 2) y (1, 2). 


EJEMPLO 2. | Función de producción de Cobb-Douglas 


Se llama función de producción de Cobb—Douglas a la función 


P=f(x,y)= k x* y, а>0, В>0, a4 B -1, 


donde x es la cantidad de unidades de mano de obra e y es la 
cantidad de unidades de capital (maquinaria, equipos, etc.). 
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El costo de la unidad de mano obra es a dólares y el costo de la 
unidad de capital es b dólares y se dispone de c dólares para 
invertirlos en la producción, Maximizando la producción Р sujeta a 
la condición ax + by = c, probar que la producción es máxima 

cuando 
х= E у у= Ee 
a b 

Solución 


Buscamos maximizar 
P=f(x,y)= k x* у? sujeta a g(x, y) - ax +by=c 


La curva ax + by = с es una recta, la cual no es acotada. Sin embargo, en nuestro 
problema, los números x, у representan unidades de mano de obra y unidades de 
capital, por tanto, se debe cumplir que x 2 0, y 2 0. 


Esto significa que la parte de recta donde debemos evaluar a 
la función de producción es el segmento de la recta 
comprendido en el primer cuadrante. Este segmento es 
cerrado y acotado. Por lo tanto, para identificar el máximo y 
el mínimo, podemos aplicar el teorema del valor extremo. 


Tenemos que: 


f. (ху) = Ag. (х,у) кохе уй = да 
/„(х,у)=Ав„(х,у) => kfx* y^! = Ab 
,y) =/6 ax+by =c (3) 


De (1): кахёу? = Aa > kax” y? =Аах=> aP=2ax (4) 


De (2): kfix* y?! = Ab — kBx*y? = Aby => ВР= Ару (5) 

Sumando (4) y (5): 

aP BP = Àax Aby — («+ B)P - А(ах+Ьу)}=> Р =Ас=>А=*^ (6) 
C 


Duo sr DO py В 
© а © а 


Hemos obtenido el punto (2s, £) Р 
а 


Para concluir, debemos probar que la función de producción tiene su máximo еп 
este punto. 


Los extremos del segmento de la recta son (0, c/b) y (c/a, 0). 
Ahora, 


f (0.c/b) = k(0)* (c/b)é=0. F(c/a,0)= k(c/a)* (0)? =0 
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а ГА а pp 
flac/a, pent)» 2) ЕЭ ng e ис 
a 
Luego, 
El mínimo es f (0, с/р) = f (c/a, 0) =0. 


a pb 
El máximo es f(ac/a, Bc/b)- EL, 
a” b 


Ў е ас с 
Por lo tanto, la producción es máxima cuando х= — y у= Be 


¿SABIAS ОСЕ... 


En Economía, la función de producción de Cobb—Douglas es, seguramente, la 
función de producción más utilizada. Su popularidad se debe a que su formulación 
es matemáticamente simple e incorpora las propiedades básicas exigidas por la 
economía. Esta función fue propuesta, a comienzos del siglo pasado, por el 
economista y matemático sueco Knut Wicksell (1851—1926). En 1928, el 
economista y político Paul Douglas y el matemático Charles Cobb, ambos 
estadounidenses, investigaron su validez estadística modelando el crecimiento de la 
economía de Estados Unidos durante el periodo 1899—1922. 


En el siguiente ejemplo, la curva de restricción no es acotada y, por lo tanto, no 
podemos aplicar el teorema del valor extremo para asegurar la existencia del máximo 
y mínimo. De hecho, veremos que, en este ejemplo, el máximo no existe. 


EJEMPLO 3. | Hallar los puntos de la curva х? у= 54 que están más cerca del 


origen. 
Solución 


La distancia de un punto (x, y) al origen es d(x, y) = х? + y? 


Para hallar los puntos de la curva. x? y —54 que están más cerca del origen., 


debemos minimizar la función d(x, y) = y x+ y? sujeta a x? у= 54; o bien, 
minimizar el cuadrado de la función: 


f(x,y)= x +y sujeta а g(x, y) =x?y = 54 


Graficamos la curva x? y = 54 y algunas curvas de 
nivel de f(x, y)= x+y. 


El gráfico nos dice que la función f no tiene 
máximo; pero sí tiene mínimo, el cual es alcanzado 
en dos puntos de la curva. 
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Apliquemos el método de Lagrange: 


Лу (х,у) = Ав+(х,у) 2x=2A4xy (1) 
f(x,y)=4g,(3y) > 32y=4x B 
g(x,y)=c x?y = 54 (3) 


Tomamos Іа ecuación (1) : 
2x=24xy > х(\№у- 1) =0 > x=0 ó Ay=1. 
Desechamos la solución x = 0 por inconsistente con la ecuación (3) y nos 
1 
quedamos con Ay = 1. Como y tampoco puede ser 0, tenemos que: А = —. 


y 
Reemplazando esta igualdad en la ecuación (2), obtenemos: 


2у= Ах? к=» y => 1? =2y? (4) 
y 
Reemplazando en (3): 
х2у= 54 > 2y =54 > у? =27 > у=3 
Reemplazando en (4): 


x? -2y? => х^=18 х= 1342 
Luego, los puntos de la curva más cercanos al origen son 


P-(342,3) y (342, 3) 


MULTIPLICADORES DE LAGRANGE EN TRES 
DIMENSIONES 


Buscamos los extremos de f(x,y,z) sujetaa g(x,y,z)=c 

El teorema 3.21, enunciado para funciones de dos variables, también se cumple 
para funciones de tres variables. El enunciado y la demostración siguen el mismo 
esquema. 

Sean f (x,y,z) y g(x,y,z)dos funciones de clase CU. si el valor máximo o 
mínimo de f(x,y,z) sujeta a la condición g(x,y,z)- c ocurre en un punto 


(х0, Yo. zo) donde Vg(x,, уе, Zo ) +0, entonces existe un número real А tal que 


Vf (ху. asa) = AVE (Xos Yo>Zo ) 
Para hallar los posibles puntos críticos de f (x,y,z) en la curva g(x, у,2) = c se 


resuelve el sistema de cuatro ecuaciones: 
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f,(x,y,2)=4g8,(x,y,z) 

Ју (x,y,z) = Ag, (x,y,z) 

f. (x,y,z) = 40, (x,y,z) 
g(x,y,z)=c 


El gráfico de g(x, y,z) = c es una superficie, la cual es un conjunto cerrado. Si 


esta superficie en acotada, para determinar los extremos se aplica el teorema del 
valor extremo, como lo hacemos en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 4.| Hallar los puntos de la esfera x ai +22 =81 que estén más 


cerca y más lejos del punto (2, 1, 2). Hallar las respectivas 
distancias. 
Solución 


Buscamos los extremos de 


fo y,2)= (1-2) +(у-1)* +(2-2) sujeta a 
g(x.»,z)2x? «y? «z =81 


Como la esfera es una superficie cerrada y 
acotada, el teorema del valor extremo nos asegura 
que la función anterior restringida a la esfera, tiene 
máximo y mínimo. Para encontrar los puntos 
donde se alcanza estos extremos resolvemos el 
sistema: 


fiy z) = Ag. (х,у) 2(x-2)- 2Àx 

fy (09,2) = луу) 2(y-1)=24y 

7. (уа) = 48, (x,y,z) | 2(2-2)=24z 
g(x,y,z)=0 х2 +y +22 =81 


Desechamos х= 0, у= 0 y 2= 0 ya que x = 0 no satisface la ecuación (1), у= 0 
по satisface la ecuación (2) у 2 = 0 no satisface la ecuación (3). 


Despejando А en (1), (2) y (3): 


_ x-2 
d y 2 х у 2 y 
> x-2y z=2y 


4 


Reemplazando estas igualdades en ecuación (4): 


х2 ty? +22 =81>4y? + y? +4y? =81>9y? =81>y?=9>y=23 
y=3>x=6, := 6. Obtenemos el punto А =(6, 3, 6) 
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y =-3 >x=-6, z=-6. Obtenemos el punto P, =(-6, —3, —6) 
Como la esfera es una superficie acotada, aplicamos el teorema del valor extremo: 
f(R)- /(6, 3, 6) - (6-2) « (3-1) «(6-2)' - 36 


(р) = /(—6, -3, -6)= (6-2) «(-3-1) «(-6-2) = 144 


El punto de la esfera más cercano al punto (2, 1, 2) es А - (6, 3, 6) y la 
distancia entre ellos es V 36 = 6. 

El punto de la esfera más lejano al punto (2, 1, 2) es P = (-6, =3, -6) y la 
distancia entre ellos es Y 144 = 12. 


PROBLEMAS CON DOS RESTRICCIONES 


Buscamos hallar los extremos de una función de tres variables sujeta a dos 
restricciones. Esto es, buscamos: 


Optimizar f(x,y,z) sujetaa g(x,y,2)=c y  h(x,y,z)=k, 
donde las tres funciones son de clase C' . 
Aquí tenemos dos superficies, g(x,y,z)- c y h(x,y,z)=k дие а1 intersecarse 
forman una curva C. Buscamos optimizar la función f (х, y,z) restringida a C. 
Sea P= (х, Ye, 24) un punto en C enel cual f(x,,y,,z,) es un máximo o un 
mínimo, los vectores Vg(x,, Yo»Zo) y Vh(Xo)Yo,z,) son no nulos y no paralelos. 


Sabemos que Ус (xo; Yo»Zo ) y Vh(x,. yo. Zo ) son, ambos, ortogonales a C. Con un 
argumento similar al usado en la demostración del teorema, 3.21, se prueba que 
Vf (X,. Yo»Zo ) también es ortogonal C. Luego, el vector Vf (xo, Уе, z, ) está en el 


plano determinado рог Vg(x,,y,.z;) y Vh(x,,Yo,2.). En consecuencia, 
Vf (ху, Yo.zo) es una combinación de estos dos vectores y, por tanto, existen dos 


números reales, 4 y и, llamados multiplicadores de Lagrange, tales que: 


Vf (Xo Уе» ®) = AVg (ху, уе, 2)+ UVA(Xo, Уе» 2%) 


El método de Lagrange para este caso, consiste en resolver el siguiente sistema: 
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f, = 48, + uh, 
f, = Agy + uh, 
f; = Ав. uh, 
g(x,y,z)=c 
h(x,y,z) =k 
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EJEMPLO 5. | Encontrar los puntos más cercanos y más alejados del origen, de la 


curva que se obtiene al intersecar el plano x+y+z=6 con el 


cilindro x? + y? - 8. 
Solución 


La curva que se obtiene al intersecar el plano y el 
cilindro especificados es una elipse, la cual es cerrada y 
acotada. Luego, podemos aplicar el teorema del valor 


extremo. 


Debemos optimizar f (х, у,2) = х2 + у> +22 sujeta a 


go yz) =x+y+2=6 y Мх, у, 2) =х?+у? =8 


f, = Ае; + uh, 2х=4+2их (1) 
Ју =A8, + uh, 2y=4+2uy Q) 
f.=4g,+mh, >) 22=4 6) 
g(x,y,z)=c x+y+z=6 (4) 
h(x,y,z)=k + y?=8 (5) 


Restando (2) de (1): 2x-2y -2ux-2uy > x-y-gu(x-y) 


(1-1 (x-y)=0>1-p4=0 ó х-у=0 >u=1l ó x=y 


Caso 1. 4-1. Reemplazando este valor en (1): 


2x=4+2x 4 = 0. Reemplazando en (3): 22=0>z=0 
Reemplazando z=0 en (4): x+y=6 > yp=6-x 
Reemplazando у= 6— xen (5): x^ (6-x) = 8 = 


x? -6x+14=0 


Pero, esta ecuación no tiene soluciones reales. 


Caso 2. x=y. Reemplazando este valor en (5): 
х?+х?=8 > х?=4 = х= +2 


Si x= 2, entonces у= 2 y, reemplazando en (4), z = 2 


Obtenemos el punto А =(2, 2, 2). 


Si x=-2, entonces y = 2 y, reemplazando en (5), 2 = 10 
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Obtenemos el punto P; =(-2, —2, 10). 

Ahora, 

(8) = 22 +22 +22 =12 y f(P)) 2 (-2Y +(2) +10? =108 

Luego, el punto más cercano al origen es A = (2, 2; 2) y el más alejado 


es P, -(-2, –2, 10). 


PROBLEMAS RESUELTOS 3. 8 


PROBLEMA 1.| Hallar los vértices y las longitudes de los ejes de la siguiente 
elipse (girada) que tiene su centro en el origen. 


х? + ху + y? =12 
Solución 


Los vértices son los extremos del eje mayor y 
son los puntos de la elipse más lejanos del origen. 
En cambio los extremos del eje menor son los 
puntos de la elipse más cercanos al origen. Luego, 
debemos optimizar la función: 


f(x, y)= x? +y? sujeta a = (х,у) = x? +ху+у? =12 iS (248.243) 


La elipse es una curva cerrada y acotada. El teorema del valor extremo nos 
garantiza la existencia del máximo y el mínimo de la función f(x, y) =x? + y? 


restringida a la elipse. 


Bien, 
f. (х,у) = Ag, (x y) 2х=А(2х+ y) (1) 
f,(x,y)=48y(x,y) > 1 2y=4(2y+x) (2) 
g(x,y)=c х2 +ху+ y? =12 (3) 
Despejando A en (1) y (2) 
2x 2y 2x 2y 2 2 
А = ‚ А = = > 4ху+2у = 4ху+2х > 
2х+ y 2y+x 2x+y 2y+x 


у= х? (х-у)(х+у)=0 >x-y=0Ó0 x+y=0> x=y ó х= -у 
Si х = y, entonces, reemplazando en (3), 3x? =12> 12=4> х=+2 
Obtenemos dos puntos: (2, 2) у (-2,-2). 

Si x =-y, entonces, reemplazando en (3), x? =12 > x=+2/ 3 


Obtenemos dos puntos: (243,243) y (243.243) 
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Ahora, 
f(2,2)-22 «2? -8, f(-2.-3) - (2 +(2) -8 


fF (2 qos 3)= (27 3) +(-2/3) = 24 
f (72453. 24/3) = (2213) + (243) =24 
Luego, los vértices de la elipse son (243, -2\/3) y (243, 243) y los 


extremos del eje menor son (2, 2) y (-2, -2). 


La longitud del eje mayor: 2, |f (243. 243) -24 24-446 


La longitud del eje menor: NO 2) 2248-442 


PROBLEMA 2.| Sea P, -(r, s), donde r> 0 y s» 0, un punto de la elipse 
25.72 
2 +=——=1 
а b 
1. Probar que el área del triángulo formado por los ejes coordenados 
y la recta tangente a la elipse en el punto Р, = (r, s) es 


2. Hallar el punto P, sobre la elipse 


tal que el triángulo antes indicado 
tenga área mínima. Hallar esta área 


mínima. 
Solución 
Consideramos la función f(x, y) ==> + y 
a 
: А 2r 2s 
Esta elipse es la curva de nivel f(x,y)=1. Luego, (з) (r5) es 
a 


normal a la elipse en el punto Р, = (r, s). En consecuencia, la recta tangente а la 
elipse en el punto Р, = (r, s) es 


2r 2s r 5 
5(х Ыт AA 1. 


a 


Hallemos los puntos donde la recta tangente corta a los ejes: 


2 
EjeX: y=0> Lx=1 = х= L > punto de intersección: (à fr. 0) 
а r 
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2 
Eje Y: х=0 =! > у= de >> Punto de intersección: (o, ps) 
S 


El área del triángulo es 
1 а ь?\_ ab? 
A = A(r,s) = —(base)(altura) = = 
es) 5' X ) BE 2rs 


2. Buscamos el mínimo de 


а? 2 r2 52 
A=Al(r,s)= sujeta a g(r,s)==+%=1 
) 2rs J gl ) a? P 
2 4,2 
4, (r,s)=4g,(r,5) (1) EX =24—- E 
А, (r,s)=2g, (r,s) (2) => Ж. а —, rx => 
r?° fa? +s? /b? =1 (3) ud г = PIE. 2 
2rs b 4rs 
4,2 2,4 2 2 
s 2 = a = а = > . Reemplazando en (1): 
4r^s Ars a 
2 


r а b 
6 зс Аас y А(а//2, b/A 2) - ab 


Si hacemos tender ra0 6520, el valor del área А = 


2,2 


crece ilimitadamente. 
rs 


2,2 
no tiene máximo y que А = ab es su 


Esto nos indica que la función A = 
rs 


А а b 
mínimo, que es alcanzado en el punto Р, = E = 
° \/ у? 


2 
PROBLEMA 3. | Dadas la parábola у= = y la recta L: у-х+4 = 0. 


a. Hallar el punto P, de la parábola que está a una distancia 
mínima de la recta L. 
b. Hallar el punto O de la recta L que está más cerca del punto P, 
de la parábola. 
c. Hallar la distancia mínima entre la parábola y la recta. 
Solución 


a. Sabemos que la que distancia de un punto P = (x, y) 
alarecta L:x-y+4=0 está dada por 
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|у=х+4 | [у-х+4 | 
12 +1 v2 
Para nuestro caso, tomando el cuadrado de esta 


distancia y el punto P = (x, y) en la parábola, nos 
planteamos el problema de minimizar 


d(P, 1) = 


+4 Y 2 
/(%у)= SR sujeta a gy) =y-5=0 
/‹(ху)= Ag. (xy) -(y-x*4)--Ax (1) 
fy(ay)=4gy(1y) 5 4у-х+4=4 Q) P 
g(x,y)=0 »-xh-0 (3) 


(Dy 0) > Aa=14>x=1 
Reemplazando х = 1 en (3) obtenemos у = 1/2. 
Luego, el punto buscado еѕ Р, = (1, 1/2) 
b. La recta ortogonal a y — x + 4 = 0 y que pasa por Р, = (1, 1/2) es y +x == 
Intersecando estas dos rectas hallamos que О = (11/4, —5/4). 


c. La distancia mínima entre la parabola y la recta es 
|12 -1+4| 742 


V P+ 4 


d(P,, L) = 


PROBLEMA 4. | Para almacenar agua, se está diseñando un tanque de metal de 
1501 m? de volumen, conformado por un cilindro circular recto 
de 5 m de radio y por dos tapas cónicas iguales, una en cada 
extremo. Hallar la altura x del cilindro y la altura y de los conos 
de modo que se utilice la mínima cantidad de metal en su 
construcción. 


Solución 
El área de la superficie del tanque es 
А = área del cilindro + 2(área del cono) 


= 2л(5)х + 2(л(5)\[ 5 +y?) = 102x102 25+ y? 


El volumen del tanque es 
У = volumen del cilindro + 2(volumen del cono) 21501 => 


y- л(5° )x- 2:248)» )= 1507 => 
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25nx + Pry- 150r => x+ 2у=6 


En resumen, buscamos: 
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Minimizar A(x, у) = 107x+107x/ 25+)? sujeta a g(x, у) =х + 27-6 
A, (х,у) = Ag, (x,y 107 =2 (1) 
А,(х,у)= да (у) = ¿107p//25+ y? =24/3 (2) 

g(x,y)=6 x+2y/3=6 (3) 

Reemplazando (1) en (2): 


07 y 2 2 2 
Y 10m > 3y224254 y! > 5y? =4(25) = у= 2/5 


\/ 25+ у° 


Reemplazando у= 24 5 еп (3) tenemos: x 6- 2/3 


Tenemos un único punto crítico, (6 -445 / 3, 24/5 ) ‚ у el valor de А en este punto 


(6-545858) =102( 6-4/5 |+їөлү 25+(2[5) -10%| 


Comox e y representan longitudes, debemos tener que x > 0, 
y > 0. Esto significa que el área А debe ser evaluada sólo en el 


2 Р : 
segmento de la recta x UE у= 6 que está en el primer cuadrante, el 


cual es cerrado y acotado. Los extremos de este segmento son 
(0, 9) у (6, 0), y, en estos puntos, 


A(0, 9)= 10z 259? = 107 106 ~ 102.967 
A(6, 0)=107(6)+107 25+0° = 10z(11)-110n 
El mínimo es a(6-545.3)- tos (642458) = 972n 


Luego, la altura del cilindro y la altura de los conos buscadas son 


x- 6-245 &319, y-2245s447 


64548 esas 


Y 


(0, 9) 


х+2у3 =6 


X 


PROBLEMA 5.| Media Geométrica es menor o igual que la Media Aritmética. 


1. Sila suma de 3 nümeros no negativos x, y, z tiene un valor fijo S, 


А S 
probar que el máximo del producto xyz es — 


3 


3 
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2. Aplicando la parte 1, probar que la media geométrica de tres 


números no negativos es menor o igual que su media 
aritmética. Esto es, 


3/ xyz < Ea tu 
3 
Solución 


1. Buscamos el máximo de 
/(х,у,2) = хуз sujeto a g(x,y,2)=x+y+z=8,dondex>0,y>0,2>0. 
La región D=((x,y,2)/ x>0,y>0,2>0, x+y+z=8), 


que es la parte del plano х+у+2 = 5 que está en el 


primer octante, es cerrada y acotada. Luego, el 
teorema del valor extremo nos garantiza la existencia Z 


del máximo de f (x. y.z) = хуг en esta región. 


В = (0,0,5) 
Puntos críticos en el interior de D. Aquí: х > 0, у> 0, 2> 0 


fx yz) - Ag. (x, y,z) у2= А (1) 
Ју (2,3,2) = 48, (x,y,z) AZ, (2) С = (0,5,0) 
/;(х,у,®) = Ag; (x,y,z) ху = (3) “A=(5,0,0) 

Pon ee х+у+2= 5 (4) X 


De(l)y (2: yz=xz > z(y -x)=0 => x=y (5) 
De(Dy (3): yz=xy у(2-х) = 0 => z-x (6) 
De (5) y (6): х= у= 2. Esto valores, reemplazados en (4): 


х+х+х=6 > 3х= 5 —x-y-z : 
Hemos obtenido el punto crítico (S/3,5/3,5/3), en el cual 


$3 
/(5 /3,$ /3,5 /3)= = 

Para muchos es evidente que el valor anterior es el máximo. Para quienes по lo 
ven evidente, a continuación mostramos que f (x, y,z) = 0 en la frontera OD. Esto 


nos diría que el mínimo de f (x, y,z) es 0. 


Valor de f en la frontera OD . 
La frontera de D está conformada por los segmentos AB, BC y AC 
En AB , tenemos que y=0 y, por tanto, f (x,0,2) 2 x(0)z =0 
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En BC , tenemos que x=0 y, por tanto, /(0,y,z) = (0)yz 20 


En AC , tenemos quez=0 y, por tanto, f(x, y,0) = ху(0) = 0 
3 
Así, hemos mostrado que el máximo de f es E y el mínimo, 0. 
2. De acuerdo a la parte 1, 


3 
0< xyz T > De donde, 3/ xyz 9 SEES 
33 3 3 


PROBLEMA 6. | Usando el método de los multiplicadores de Lagrange y la 
formula de Herón, probar que de entre todos los triángulos de 
perímetro P, el que tiene área máxima es un triángulo equilátero. 
Hallar esta área máxima. 


La fórmula de Herón dice que el área de un triangulo de 
perímetro P=2s y lados x, y, z está dada por 


А = \]5(5 x)y(s-»)(s-z). y М 


Solución 


Buscamos maximizar la función 


(ху) = A =s(s-x)(s—-y)(s—z) sujeta a 
la condición: 
P= g(x,y,2)=x+y+z=2s 


Los números x, y, z representan longitudes y, por 
tanto, se debe cumplir que x 20, y>0, 220 y 
S2X 52у 522. 


La región D donde debemos evaluar f es la 
siguiente parte del plano x ^ y +2 = 2s: 


D=((x,y,z)/ х+у+2= 25, 0<x<s, 0< y&s, 0<2<5}, 


la cual es cerrada y acotada. El teorema del valor extremo nos garantiza que la 
función f tiene máximo y mínimo en D. 


Puntos críticos en el interior de D. 


f,(x,y,2)=4g8,(x, y,z) s(s-y)(s-z)-4 (1) 
(њу) =48, Ж =s(s—x)(s-z)=4 (2) 
7. (у2) = Ав. (xyz) | =s(s=x)(s-y)=4 (3) 

g(x,y,z)=c x+y+z=2s (4) 


Capitulo З Derivadas Parciales 


362 
De (1) y (2): 
s(s-y)(s-z)o -s(s-x)(s-z) > (s-y)(s-z)-(s-x)(s-z)— 
> 5-у= 5-х > х= у (5) 
De (1) y (3): 
s(s=y)ls=2)==s(s=x)[s=y)> (s=y)(s=2)=(s=x)(s=») 
=> s—-z-s-x > x-z (6) 
De (5) y (6) obtenemos: х= у= 2. 
Reemplazando estas igualdades en (4): x = 3 ‚ у= B ‚2= > 5 
- » 2s 2s 2s 
Luego, tenemos un ünicu punto crítico: (222) 


Valor de f en la frontera OD. 


La frontera de la región D está constituida por los segmentos Lj, Lə y 1з, que 
son los lados del triángulo sombreado. 


En Li, z = s. Luego, en este segmento, f(x, y,s) = s(s-x)(s-y)(s-s)-0 


En L», y-s.Luego, en este segmento, f(x,s,z)- s(s-x)(s-s)(s—-z)- 0 


En 13, x=s. Luego, en este segmento, f(s,y,z) = s(s—-s)(s—y)(s—-z)-0 
Por otro lado, 
E 
EE 
2s 
з] 
4 


f (25 /3,25 /3,25 /3)= s(s-25/3)(s-25/3)(s-25/3)= | 
5 


se 25 2 
En consecuencia, el máximo es 2 y es alcanzado en 3'3' 


2s З ; | rj s 
Como x =y = 2 = — , el triángulo es equilátero de área А=,| — = 
3 7 343 


¿SABIAS ОСЕ... 


HERON DE ALEJANDRÍA (10-70 d.c.) conocido con el 
sobrenombre de el Viejo, fue un ingeniero y matemático griego, 
nacido en Alejandría. Es considerado como uno de los 
cientificos e inventores más destacados de la antigüedad. En el 
año 60 escribió La Métrica, obra donde estudia las maneras de 
hallar el área de polígonos, elipses; y volúmenes de cilindros, 
conos, esferas. Aquí aparece la fórmula del área de un triángulo 
descrita anteriormente y que ahora lleva su nombre. 
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PROBLEMA 7. | Probar el teorema 3.21. Multiplicadores de Lagrange 


Sean f (x,y) y g(x,y) dos funciones de clase C™ tales que 
f tiene un extremo en el punto [EON Yo) que está sobre la curva 


g(x,y)=c. 
Si Vg (xo> Yo) з 0, entonces existe un real A tal que 


Vf (x, Yo) = AVE (xo) Yo) 
Solución 


Por el hecho de que de que g(x,y) sea de clase С y que Ve(x,,y,)+ 0, el 
teorema de la función implícita, presentado y demostrado en textos de cálculo 
avanzado, nos asegura que en una vecindad de (x,,y, ), la curva (х,у) = c puede 


ser parametrizada mediante una función vectorial г(ї) = (х(0), t) , de clase C 


definida en un intervalo abierto / que contiene 0 y tal que 


r(0) = (x(0), »(0)) 2 (x5, ж), т'@) = 0. 
Sea 


h(t) = f(r)- f (0.0). 


Como f(x,y) tiene un extremo en (x,, Yo), entonces A(0) = f (x(0), (0)) 
f (xy. yo) es un extremo de A(t). Por lo tanto, A'(0)- 0. 


Por otra parte, aplicando la regla de la cadena, 
0 — 100) = f, (0, »(0)) x00) + f, (х(0), у(0)) y (0) 
= (f. (x(0), у(0)), f, (х(0), у(0))) - (х'(0), y'(0)) 
-Vf (x(0). у(0)). (х\(0),у'(0)= Vf (х,у) * 00) 


Esto es, Vf (xo, yo r'(0)=0. Luego, Vf (xo, Yo ) es perpendicular a r'(0) 


Por el teorema 3.16, Vg(x,,y,) es normal a la curva g(x, y) = c en el punto 
(хо, Yo) y, por tanto, es perpendicular a r'(0). En consecuencia, Vf (x,, y, ) es 


paralelo a Vg(x,, у). Luego, existe д tal que 


Vf (ху, Yo) = AVg(xo. Yo) 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 3. 8 


En los problemas siguientes usar los multiplicadores de Lagrange. 


1. Hallar los extremos de f(x,y)= xy sujeta a х2 +y?=8 
Ёма. Max. f (2,2) = /(—2,—2)=4, Min. f(2,-2)=f(2,2)=- 4 


2. Hallar los extremos de f(x, y) = xy sujeta a х? + у? -2x=0 


Крга. Max. f (3/2, 3/2) =3 3/4, Min. f (3/2, 4 3/2) =-34 3/4 


3. Hallar los extremos de f(x, y) = 4х2 +2у2 +1 sujeta a x? + y? -4y=0 
Rpta. Max. f (0,4) =33, Min. / (0,0) =1 


4. Hallar los extremos de f(x, y) =8x-2y sujeta a 2х? + 3y? =75 
Rpta. Мах. f(6.-1) —50, Min. f (-6. 1) =—50 


5. Hallar el punto sobre la recta 2x + Зу = 6 que está más cercano al origen. 
Rpta. (12/13, 18/13) 


6. Hallar los vértices del rectángulo de área máxima y lados paralelos a los ejes, 


2 2 


inscrito en la elipse a + T =1 


Ера. (34 2/2, 2/2), (-342/2, 2/2), (34 2/2,- 2/2). (84 2/2 ,—/ 2/2) 
7. Hallar los puntos extremos del eje mayor y del eje menor de la elipse (girada) 
х? + ху + Pe =4 
Rpta. Eje mayor: (2,2),(-2, 2). Menor: (342/3,342/3) (-342/3,-342/3) 
8. Hallar los puntos extremos del eje mayor y del eje menor de la elipse (girada) 
5x? —6xy+5y? =32 
Rpta. Eje mayor (24 2,94] 2), (224 3. eu 2). Menor: (V DN 2),( 2,4] 2) 


9. Hallar los extremos de f(x,y,z) =x+y+z sujeta a x? py? +2? =12 
Rpta. Max: Р, 2; 2) =6, Min: f(-2, —2, -2) =—6. 


2 2 2 
10. Hallar el máximo de f(x,y,z) =x+y+z sujeta a mier 
a c 
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2 p? 2 


с 
= 4 abre. 


dae \/ а2 +Ь? +с? i Ja +b? +e? 


a 


Rpta. f | 


11. Hallar los extremos de f(x, y) = хуг sujeta a х? + y? +22 =27 
Rpta. Max: / (3, 3; 3) =f(3, -3, 3) = /( 3, 3, 3) = / (3, Э; 3)=27 
Min: /(=3,—3,—3) = HS, 3, 3) = TO 3) = / (3, 3,—3) ==27 


2 2›; 2 
E X Duy um 
Я ,y)= I EN =1 
12. Hallar los extremos de f(x y) xyz sujeta a 3 + T + 3 
Rpta. Max: FL 2, 3)- f(-L -2, 3)- /( 1, 2, 3) = FAL 2; 3)=6 


Min: f(,2,3)= f (-A 2, 3)= f(L-2, 3)= (1, 2,3) =-6 


13. Hallar los extremos de f(x, y) = xyz sujeta a x+ y? +22=6 y x+y+z=0 
Rpta. Max: f(-L-1, 2) - AL 2,-1) = f (2.-1,-1) =2 
Min: AL 1,-2) = F(L, 1) = f(-2, 1, 1) =-2 


14. Hallar los extremos de f(x,y)=x)z sujetaa xy+xz2+y2=1 y x+y+z=2 
Rpta. Max: f£ (1/3,1/3, 4/3) = /(4/3, 1/3, 1/3)= SF (1/3, 4/3, 1/3) = 1 
Min: (1,1, 0)= f(0, 1, 1)= f (L 0, 1)=0 


15. Hallar los extremos de f(x,y,z)=4x+y+4z еп la elipse formada por la 


intersección del cilindro x? + y =] con el plano y-2z-l. 


Крга. Max f (4/5,3/5, -1/5)=3. Man f (-4/5,-3/5, —4/5)=-7. 


2 2 


16. Se tiene la elipse a y la recta L: у+х- 5 = 0. 


a. Hallar el punto Р, de la elipse que está a una distancia mínima de la recta L. 
b. Hallar el punto O de la recta L que está más cerca del punto P, de la elipse. 
c. Hallar la distancia mínima entre la elipse y la recta 
Кра a. (2,1 b. Q=(3,2) e v2 
2.22 
17. Se tiene la elipse T Idee =] ylarecta L: Зу+х—9=0. 


a. Hallar el punto P, de la elipse que está a una distancia mínima de la recta £. 
b. Hallar la distancia mínima entre la elipse y la recta. 


Кра а. Р, =(3/ M 5,4 5 ) — v. URS 
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18. Hallar los puntos de la superficie xy — z =1 que están a la distancia mínima del 
origen. Hallar esta distancia mínima. 
Rpta (2, 2), (2, -2) . Dist. тіп = 2 2 
19. Hallar los puntos A y P, de la esfera х? + y? +22 =] que están а Іа distancia 


mínima y máxima del punto 1,—3,/ 6 . Hallar estas distancias. 
y p 


Rpta n: x E 2 E . Dist. тїп = 3, Dist. max = 5 


444 44 4 
AZ 
20. El elipsoide — + Fon — =1 pasa por el punto (1, 2, 1) . Hallar los valores de 
a c 


Z6 4 КЕ 
a, Бус para los cuales el volumen del elipsoide, Y = S abe, sea mínimo. 


Rpta a-43, b=2/3, c- 43 


21. Hallar los puntos del cono 22 = x? + y? que están a la distancia mínima del 
p y q 


punto (2, 1, 0). Hallar esta distancia mínima. 


Rpta | > E) | E E mín — Р 


2 2 


2 
y 


2 2 
22. Se tiene el elipsoide T =] y el plano y *x-5-0. 
a. Hallar el punto P, del elipsoide que está a una distancia mínima del plano. 
b. Hallar la distancia mínima entre el elipsoide y el plano. 
1 3 
Rpta a. P, (» g J b. Dist. mín = 4 


23. Hallar las longitudes de los lados de un triángulo rectángulo de perímetro 
mínimo y área constante A. 


Rpta x=y= 24, 2= 24А 


24. Hallar las longitudes de los lados de un triángulo rectángulo de área máxima у 
de perímetro constante P. 


P zs М2 Р 
2/2” FEND: 


25. Función de producción de Cobb-Douglas. 
La función de producción de Cobb-Douglas de tres entradas es la siguiente: 


f(x, y, 2) =1x*y%z27, donde à» 0, B>0,y>0 y а+ B y 1, sujeta a la 


condición de costos ax+by+cz=d. 


Rpta x= y = 


Probar que la producción es máxima cuando x= gs E “ 
а 
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26. Probar que el paralelepípedo de volumen máximo y cuya suma de sus 12 aristas 
es 12а es un cubo de volumen V ^ à? 


27. Probar que el paralelepípedo de volumen máximo y cuya suma de las áreas de 
sus caras es ба” es un cubo de volumen V ^ a? . 


28. Hallar el radio r y la altura Л del cilindro de máximo volumen que puede 
inscribirse en una esfera de radio R. 


Rpta r= | I h- 2/3 р 


3 


29. Un tanque de agua de 36x m de superficie está conformado 
por un cilindro de 2 m de radio y coronado por un cono. 
Hallar x e y, las alturas del cilindro y del cono, 
respectivamente; de manera que el volumen sea máximo. 


4 
Rpta егез = 


ТОЕ 


30. Se está diseñando un tanque de metal para almacenar 
agua de 361 m^ de volumen. El tanque debe estar 
conformado por un cilindro y una semiesfera en cada 
lado. Hallar el radio r de las semiesferas y la altura Л 
del cilindro de tal forma que el material para la 
construcción sea mínimo. 

Rpta r=3, h=0 


кол 


31. Hallar el plano tangente al paraboloide eliptico z-4-x? -y? tal que el 


volumen del tetraedro, en el primer octante, que determina este plano con los 
planos coordenados es mínimo. 
Кра 2x+2y+z=6 
x+y+z=4 
32. Hallar el plano que pasando por la recta forma con los planos 
Xty-z--2 
coordenados, en el primer octante, un tetraedro de volumen mínimo. 
Rpta 6x+6y+z=9 
33. Media Geométrica y la Media Aritmética. 
a. Si la suma de и números no negativos xj, X2, .. ., x, tiene un valor fijo S, 
es 5" /n" 
b. Aplicando la parte 1, probar que la media geométrica de n nümeros no 
negativos no es mayor que su media aritmética. Esto es, 


probar que el máximo del producto x, x, ...x, 


XFX) t... tx 
a x ху...Х„ ur ciao EA 
n 


—————————————M—M———ÀMÀMM ÉÁÉÓÉÉÓÉÓÉÓÉÓÁÓÁ— — —ÁÁÁclc,É c 
————————————A—————— 
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SECCION 3.9 


FORMULA DE TAYLOR PARA FUNCIONES DE DOS 
VARIABLES 


En esta sección presentamos la fórmula de Taylor para funciones de dos variables. 
A partir de este resultado, la fórmula puede ser generalizada para funciones de más 
de dos variables. Empezamos recordando este teorema para funciones de una 
variable. 


Sea І un intervalo abierto de IR. Si F:I1— К es derivable hasta de orden п + 1 
en el intervalo I y x, es un punto de I, entonces, para cada x en I existe un c entre x, 
y x tal que 


(x "(х 2 т) Xo n 
F(x)- Р(х j ESA ma) Ps) d | а 7 
donde А, = о (xx, y" 


En el caso particular en el que x, =0 y x= 1, tenemos que 
F'(0 ro 0 
2! n! 


у (0) po (c) 


+ Ry, donde R, = — ———- , para algún c entre 0 y 1 (1) 
em. k! (п +1)! 


Ahora, consideramos una función f:R? >R de clase C("*) еп un abierto U 


F (1)= F(0)+F'(0) + 


de R?. Es decir, f tiene derivadas parciales continuas hasta de orden n + 1 en el 


abierto UC R?. 
Si Xo=(X,, Yo) es un punto de у х = (x, y) otro punto de О tales que el 


segmento rectilíneo [x,, x], que une los puntos x, y x está contenido en U, 
entonces podemos definir la función de una variable: 


F:[0, 1] >R 
F(t) = f (x. + t(x —х„)) 


La función F(t) tiene derivadas hasta de orden n + 1. Buscamos relacionar estas 
derivadas con las derivadas parciales de fx, y). 


Si x- x,- h = (hı, M ), entonces F(A = f(x, th ) y tenemos: 
F(0) = f(x), F(1) 2 f(x, * h) = f(x) 


Usando la regla de la cadena, 
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F'(t) - hD, f(x, * th) + h,D, f(x,- th) 
F'(t) 2h; Di [ Dif (x, th) + 15D, f(x. + th)] 


+ һәр» | hı Dif (x, + th) + ЛО» f (x, + th)] 
=h? Dui f (+ th) + ^0 + th) Лу D o) f (xy th)* А Do» f (x04 th) 
Si п> 1, entonces f es de clase co y tenemos que D»; = Di; f. Luego, 
F'(t) 2 hê Du f (xs* th) + 2h; hD + th) + h D f (xy* th) 


Similarmente, si n > 2, entonces f es de clase сб) y 


F "(t) = hè D¡¡/(x,+1h)+3 hi h2D ¡12 }(х+їй)+3Л| hi Di» f(x, th) hi Df (x,+th) 


En general, para i = 1, 2, 3, ..., п +1, tenemos 
(к TU 
FO (+) = x ) рү D; f (x, th), Q) 
i=l 
k k! i paa 
donde | | 07) es el coeficiente del binomio de Newton. 
iJ dWNk-i)! 


La forma de la igualdad (2) nos sugiere que esta igualdad puede expresarse, 
usando el formulismo del binomio de Newton, de la forma siguiente 


FU (1)= [AD +љр, ] f(x, +) (3) 


En particular, para t = 0, tenemos: 
k 
E (0)= [A D, +љр, ' f(x.) (4) 


Ahora, ya podemos enunciar el teorema de Taylor para funciones de dos variables. 


TEOREMA 3.22. | Teorema de Taylor para funciones de dos variables. 


Sea U c R°? abierto y f:U —> R una función de clase Qe 


Si x,—7(x,, Yo) EU, entonces, para cualquier x є U tal que x = 
X, Y [х,, x] С U, se cumple que: 


n 


19 Lx) -D л) O 
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Demostración 
Sea F:[0, 1] >R FO = f(x, t(x —х„)) =f(x,+ th), donde h = x —x, 
Como f es de clase quen ‚ F tiene derivadas hasta de orden n + 1. 
De acuerdo a (1): 
wi 
m (k) 
F(1)= 2 (0)+ Ra, donde (6) 


Ros | 1 Di pn (c) , para algún c entre 0 y 1 
nl) 


Pero, F(1)= f(x) y si hacemos c = x,- ch, entonces e está entre x, y x y, de 
acuerdo a (3), 


FO (с)= [A D, th D; | f(x, +сһ) = [A D, +WD, Ý (е) 


Ahora, reemplazando estos valores en (6) y considerando (4), tenemos 
A1 k 
f(x) -Pule-»)A *(y-»)2D;] f(x,) +Ry donde 
k=0 ^^ 


R,= 


yr D,+(9-3.)D " f. 


OBSERVACION. | A la igualdad (5) dada en el teorema se la llama fórmula de 


Taylor de la función f en el punto ( x, , y, ). En esta fórmula 
se distinguen dos partes: 


1. El polinomio de Taylor, de orden o de grado n: 


cd k 
Р(х, y) z Y ule) +(»-y,)D, ] f(x,) 
k-0 7 
Este polinomio nos proporciona una aproximación а f(x, y) en la 
cercanía de x, = ( x, , Yo). En el caso de n = 1, la aproximación es 
mediante el plano tangente: 


fe у) = f (x, Yo ) + DIS Qs Yo (X -xo )* Do f (x, Yo (V-V) 


2. El residuo: 


1 n+l 
iSt e +(у-у,)0,] f(e) 


R, es el error que cometemos cuando aproximamos f(x, y) соп Pax, y) 
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EJEMPLO 1. | Desarrollar la fórmula de Taylor en x,= (0, 0) para n = 3 de la 


función f(x,y)=e* In(1+ y) 


Solución 


Tenemos que: 
ГА (0, 0) = 0 
Df (х, у) = е" 2r 


D, f (x. y) 


Dy f (x, у)= е" (1+ y) 


E 


X 


Daf (x,y) = ES 


D» f (x, y) = чы 


Dy f(x y)= e* In (1+ y) 


Dif (х,у) = Em 
e* 
Dix f (x, y) (ley 
2e* 
Dy» f (x. y)= (y 


Dy f(x; y)7 e* In (1+ y) 


D, f (0,0) =0 


D, f (0,0) 21 
Dı f (0,0) =0 
D f (0,0) =1 
D, (0,0) 2 -1 
Df (0,0) =0 
D2 f (0,0) =1 


Di; f (0,0) =-1 


Da f (0,0) = 


Ру (6, со) =е In(1+c)) 


Dif (5р) => Dif (а. )= ЫЫ 
Dui f (x, y) T. Diin f (01,02) = ar 
Din f (x, у) бо Dix f (c1,c7)= "s y 
Da f (x,y) = E Dy f (0102) 7 — í - y 


Ahora, 


La fórmula de Taylor en x,= (0, 0) para n=3 es 
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3 
го) =D ¡[xD + ор, /(0,0) +В, 
k=0 ` 


f(x, »)= ab, + yD, |? f (0, 0) +[xD, +yD,] f (0, 0)+ EL +yD,P f (0, 0) 


1 
T zP + ур» f f (0, 0) T R3 


= (0, 0) + | xD, f (0, 0)+ yD, f (0, 0)] 


И 220.7 (0 0) +2507 (0, 0)+ »^ Daf (0, 9) 


+ к 0)23x? уруу» f (0, 0)+3ху? Djs, f (0, 0)+ у? f (0, 0| 
0+[x (0)+ (1) ] Mm 12 (0 0)+2ху(1)+у> (-1)| 
+ gle («39 »() «3? (-1)+ 3° (2)] 


Esto es, 


1 1 1 
/(х,у)=у+ху с ыр ;9 *2y + №, donde 


1 
= [хр + yD,]' f (a.c) 


1 
Е Dif (а, с) +4 Y! Dia f (су, су )+6х” y! Di f (01,02) 


+ 4хуэ Diaz f (6.62 )+ у Розо f (е, ] 

(6 

zt х“ In(1+c,)+ ы xy- : х? RENE xy уй 
24 1+с› (1+ с›) (1+с›) (1+с›) 


para un cierto punto (с, c, ) entre (0,0) y (х,у) 


EJEMPLO 1.| Dada la función f(x, y) = xX + у? 


1. Hallar Р(х y), el polinomio de Taylor de segundo grado de fen x, = (2, 1). 


2. Utilice Р(х, y) para aproximar y (2.02) +(0.97)' 
Solución 


1. Tenemos que: 


А21) = ү 2 + =3 
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3x? 
Diea E, Df (2 1)=2 
| 24 X + у? E 
1 
Ру (x y)= = i D,f(2 1)= 3 
X +y 
3x* +12ху? 1 
Daf (x. у) TT Dif (2, 1)= 5 
a(x? + у?) 
-3х? 2 
Dy (%у)= — 3/2 Daf (2 ее, 
2(8 +y?) 
O EE MEME к. 
22 y ENE ү 22 27 


pa.) = (rx) 0,+(9=50)0:]'4(%,) 


+ [(5-2)0,+(9-1)D,] 70,1) 


+[(«-2)ю+(у-1ур» } 102 1) 
= Д2,1) + [(х-2)Ю,/(2, 1)+(у-1)Ю,/(2, 1)] 
+ 210-2) Daf (2, 1)+2(х-2)(у-1) D5 f (2, 1)+(у-1) Рр, (2, 1)] 


[pe 20 ES 3 e Je Mas y 


27 
1 2 


=3+2(х-2)+ (у-1)+ (0-2) 26-2) 0-0) * (7-1) 
Esto es, 


чә 


1 1 2 4 
Рх у) =3 +2(х-2)+ „(у-1)+ (х-2)—(х-2)(у—1)+—-(у—1)° 
2. Para (x, у) = (2.02, 0.97) y х„= (2, 1), tenemos x- 2 = 0.02, 


y-1--003 y 


Р›(2.02, 0.97)=3 +20002) + 0.03) - (p.02) = (0.02)( 0.03) += 0.03) 
= 3.0304 


Luego, 


(2.02) +(0.97)' = Р›(2.02, 0.97) = 3.0304 
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PROBLEMAS RESUELTOS 3.9 


PROBLEMA 1. Usando el teorema de Taylor, probar el criterio de las 


segundas derivadas parciales para extremos locales (teorema 
3.19), que dice así: 


Sea = / (х,у) de clase co en un disco abierto con 


centro en un punto crítico (a,b), y sea 


2 
A=Aía, Б) = fas (a,b) fy (a.b) - (f (a,b)) 
a. Si A(a,b)>0 y f, (a,b) > 0, entonces f tiene un mínimo 


local en (a,b). 


b. Si Ala, р) > 0у f, (a,b) < 0, entonces f tiene un máximo 
local en (a,b) : 


c. Si A(a, Б) < 0, entonces f tiene un punto silla en (a,b). 


d. Si A(a, Б) = 0, no se tiene ninguna conclusión. 


Solución 


Сото 2 = f(x, y) es de eu = cü 23 , podemos aplicar el teorema de Taylor con 
n-l, x,-(a,b), h=(h,k) y x^»x,* h-(a-*h, b+ k): 


Жх, у) s f. Yo ) + Df „)(х—х„)+ Df (x, Yo (V-70) 


Ка +һ,Ь+ K) = f (a,b) +hf, (a,b) kf, (a,b)+ Ry, donde (0) 


1 
Ri LS (e.62)* 2hkf s, (с\,с))+ K fy (сі, 62 ) 
Por ser (a, b) un punto crítico de f; tenemos que f, (а,Ь) = f, (а,Ь) = 0. Luego, a 


(1) lo podemos escribir así: 


fla hb E) - f(eb)7— 
Sea Q(a,b)- Pr (а,Ь) +27, (a,b) +1? f, (a,0)]. 


Como fix» fy y f,y son continuas, para valores pequeños de A y k, 


Les (e, 02) +2, (асо) +K? fy (07,02 ) 2) 


1 
Q (a,b) = Ri [07 (c1, c2 ) +207, (61,02) +K? fy (сс ) 
Luego, de (2), obtenemos que: 


fla * h, b - K) - f (а,Ь) = O(a,b) (3) 
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La determinación de un extremo relativo de f(x, y) en (a, b) depende del signo 
de fla+h,b+k)-f (а,Ь). Pero este signo, de acuerdo a la expresión anterior, es 


igual al signo de O (a,b). 


Pero, multiplicando y dividiendo entre f, (a,b) y completando cuadrados, 


1 1 
22 65i (a, b) + 2hkf.. f, (a,b) E. fs fiy (4.5)] 


С (a,b) +07, (a, D +? | Sa (a,b) fy (a,b)  ) 
І 2/ж (a.b) 


(Ari. (a) fs (a. b)) ^A (a,b) 
2f (а, b) 


=» 


Q(a,b) = 


Аһога, 


a. SiA(a,b)>0 y f, (a,b) > 0, entonces O(a,b) > 0 y de (3), 
fa+h,b+k)>f (a,b) > f(a,b) es un mínimo local. 

b. SiA(a,b)>0 y fix (a,b) « 0, entonces O(a,b) «0 y de (3), 
fa+h,b+k) « f (a,b) = f(a,b) es un máximo local. 


c. Si A(a, Б) < 0, entonces existen л y k para los cuales О(а,Ь) > 0, y existen A 


y k para los cuales Q(a,b) <0 = (a,b, f (a,b)) es un punto silla. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 3.9 


1. Hallar el polinomio de Taylor de grado 3 en el punto (0, 0) de la función 
f (xy) =e* cos y 


1 1 1 1 
Rpta. Р, (x, y)» 1+х + ;* ;Y tg А 


2. Hallar el polinomio de Taylor de grado 3 еп el punto (0, 0) de Іа función 
2 
f(xy) =e 


1 1 
Rpta. Р, (х,у)= l+x+ ;* + y? id +ху? 


3. Hallar la fórmula de Taylor de la función f (x, y) = x^ + xy? -2y? en el punto 
(0, 0) y paran=2 
Ера. x* + xy? -2у2= – 2? + №, donde R57 4сух%+ xy? 
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4. Hallar la fórmula de Taylor de la función f (x, y) -x*ax? y? + y? en el punto 
(71,1) урагап = 2 
Ера. x* + x? y? + у? = 3 -(х+1)+5(у-1)+ 7(с+1)? -4(e1) (у—1)+4(у—1)Ў + R; 
donde № = –4с1(х+1) + 20(х+1)? (у—1)+ 20 (+01) + (у-1) 
ѕеп х 


5. Hallar la fórmula de Taylor de la función f (x, y) 


en el punto (4. ) 


y paran=2 


Pa R je л /2)+ (y - 13 Ry, donde 
y 
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GUIDO FUBINI 
(1879-1943) 


GUIDO FUBINI, nació en Venecia, Italia, el 19 de enero de 1879. Tenía el 
sobrenombre *El Редиейо Gigante", por su talla pequefía, su gran mente y gran 
personalidad. Su padre fue un profesor de matemáticas en Venecia. Ejerció gran 
influencia en la formación educativa de su hijo, quien mostró, desde temprana edad, 
ser un brillante matemático. 


En 1896 Fubini ingresó a la Escuela Normal superior de Pisa, donde fue 
estudiante de dos matemáticos italianos sobresalientes, Ulisse Dini (1845—1918) 
y Luigi Bianchi (1856—1928). Este último condujo a  Fubini a la 
geometría diferencial, campo en que desarrolla su tesis doctoral, Paralelismo de 
Clifford en Espacios Elípticos. | Más tarde abordó, con mucho éxito, otros 
campos сото funciones armónicas, análisis complejo, | ecuaciones 
diferenciales, | ecuaciones integrales, teoría de grupos, geometría по 
euclidiana, cálculo de variaciones. Durante la Primera Guerra Mundial su 
trabajo se orientó a asistir al ejército italiano en las áreas aplicadas a la 
precisión de la artillería, la acustica y los circuitos eléctricos. 


En 1901, Fubini entró como profesor en la Universidad de Catania, en Cecilia. 
De aquí se mudó a la Universidad de Génova. Еп 1908, pasó a Turín donde 
permaneció tres décadas como profesor del Politécnico y de la Universidad de 
Turín. 


Se dice que Fubini fue una de las mentes más brillantes de la primera mitad del 
siglo XX. En el mundo del cálculo integral él es muy conocido, por el teorema que 
lleva su nombre, el cual nos permite calcular integrales dobles mediante integrales 
iteradas. 


Guido Fubini fue judío. En 1938, obligado por la política fascista de Mussolini, 
renunció a su posición en la universidad de Turín. En 1939, aceptando una 
invitación de Albert Eistein. emigra a Estados Unidos a trabajar en el Instituto para 
estudios Avanzados de Princeton. Aquí trabajó los 5 últimos años de su vida. Muere 
en Nueva York en 1943. 
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SECCION 4.1 


INTEGRALES DOBLES SOBRE RECTANGULOS 


Este capítulo está dedicado al estudio de las integrales múltiples, que son las 
integrales de funciones de dos, tres o más variables Estas integrales ampliarán las 
aplicaciones de la integral de funciones de una variable. La más simple de las 
integrales múltiples es la integral doble sobre rectángulos. 


Consideremos el siguiente rectángulo en el plano XY 
R-[a,b]x[c. d] = { (х, )/а<х<Ь, c<y<d } 


Dada una función real f : А — IR, buscamos definir la integral | f (x, у)ад. 


R 

Procedemos en forma similar al caso de una variable. Tomamos una partición de 

[a, b] formada por m subintervalos [xi _ |, x; ] y una partición de [c, d] formada роги 

subintervalos [y; - 1, yj]. Con estas dos particiones construimos la siguiente partición 
del rectángulo R, 


P=[ Ri ЮВ„Ё,...,Ёу }, 
formado por los siguientes M = mn subrectángulos de la forma 
[xi 1, xi] x D-1, yil 


a los que numeramos en algún orden. 


Definimos la norma de esta partición 2 4=%һ 
como el número 


| 2 | = La máxima longitud de las 


diagonales de los subrectángulos 


En cada uno de estos subrectángulos Ry 


tomamos un punto cualquiera (st. x) : a=x, jc 


El área de este subrectángulo es ЛА, = Ax, х Лу. 


N 
Con estos elementos formamos la suma de Riemann У f (x;, y; ) A4, 
kl 


DEFINICION. | Dada la función f : А — К. Se Пата integral doble de f sobre el 


rectángulo R al número 


N 
[eon = ipm Уо, у ) АА, 
1 
R 


[20 k= 


en el supuesto de que el límite exista, en cuyo caso se dice que la 
función f es integrable sobre R. 
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Se prueba que si f: А — R es continua, entonces fes integrable sobre R. Aunque 


hay funciones no continuas que son integrables, la gran mayoría de ejemplos que 
aquí veremos caen dentro del caso continuo. 


PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DOBLES 


El siguiente teorema nos dice que las propiedades importantes de la integral doble 
son las mismas que las de las integrales simples. La demostración de esta 
proposición sigue fácilmente de las propiedades de las sumas de Riemann y los 
límites, por esta razón, esta tarea la dejamos como ejercicio para el lector. 


TEOREMA 4.1 | Propiedades de las integrales dobles. 


Sean f(x, y) y g(x, y) dos funciones integrales sobre el rectángulo 
R y sean a y b dos constantes. 


1. Propiedad de linealidad 


|е (х, y) + bg(x, у) |а И (х, y)dA + ее y)dA 


2. Propiedad dominante 
fos, y) 2 goo y) => ПА (х, y)dA > ПЕ 


3. Propiedad de subdivisión del dominio 


Si А es unión de los dos subrectángulos Rı y Rə que no se 
sobreponen, entonces 


Ios у)аА = Ie y)dA + f f(x, y)dA 
R Ri R2 


VOLUMEN Y LA INTEGRAL DOBLE 


Así como la integral de una variable está relacionada con el área, veremos a 
continuación que la integral doble está relacionada con el volumen. 

Supongamos que la función f: А —> R es no 
negativa. Esto es, f(x, y) > 0 en todo punto del 
rectángulo R. 

En este caso, / (ху, y; ) A4, es el volumen 
del paralelepípedo (la caja) de base el 
rectángulo R4 y altura f(x;, y; ). La suma de 


Riemann 
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N 
2 Ло, ук) A4 
k=l 


nos proporciona una aproximación del volumen V £ 
del sólido bajo la superficie z = f(x, y) y sobre el 
rectángulo R. Si Ѓеѕ integrable, un refinamiento de 

la partición 2, formada por subrectángulos de 
menor norma, nos dará una mejor aproximación. 


Tomando límites obtendremos: 


m reto ) АА, | f(x, y)dA 


үэ» 


INTEGRALES ITERADAS 


La tarea de calcular una integral doble mediante la definición es complicada. Para 
salvar esta dificultad contamos con el método llamado de integración iterada o 
integración repetida. Supongamos que f(x, y) está definida y es continua en el 
rectángulo А = [a, b ] x [c, d]. Consideramos la integral simple 


d 
| Fx, у)ау, 


que llamaremos integral parcial de f(x, y) respecto a y en el intervalo [c, d] 
manteniendo a la variable x constante. El resultado es una función de x en el 


intervalo [a, 5], 


d 
Е(х) = | Р(х, у)ау, 


Integrando esta función F(x) en el intervalo [a, b] obtenemos la integral iterada: 


b b d 
[| F(x)dx = | [| РО, y)dy |dx (1) 


a a C 
Similarmente, integrando f(x, y) respecto a x en [a, b] manteniendo a y constante, 


y luego integrando el resultado respecto a y en [c, d], obtenemos la integral iterada 


d b 
| | rana dy Q) 


a 
Para calcular una integral iterada se procede de adentro hacia fuera. Esto es, en 


primer lugar se halla la integral que está dentro del corchete, y luego se halla la 
integral exterior. 
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Con ánimo de simplificar, en lo sucesivo en las integrales (1) y (2) omitiremos 
los corchetes, del modo siguiente: 


b d d b 
| | Р(х, y)dy ах, | | Р(х, у)ах dy 


Con este caso, el orden dy dx ó dx dy indican cual integración se lleva a cabo 
primero. 


EJEMPLO 1. | Hallar: 


283 3252 
1. f f (4ху+3у? My ах 2. | | (4xy +3y? )dx dy 
19 0 09 1 


Solución 


2 3 2 P M 3 
L f f (4ху +3у?)ау a- f 4 8 rae 
1 0 1 2 3 б 


-Í [ao "а (or + 3%]-[2x(0) + 0 Jar 


1 1 

2 
= = 2 ? = — = 
f [18x+27]dx = [9х° +27x | = [36+54]- [9+27]= 54 


2 


3p2 3 2 
2. | | (Axy - 3y? )dx dy — | [Ж + ws dy 
0 1 1 


0 
3 


-Í [еу + saia- | ([8y + 6 |-[2» + 39? ]) а 


0 
Г INC T зу? ay = [ 3)? e» = [27+27] - [0-0] - 54 


Vemos que ambas integrales dan el mismo resultado. Esto, como veremos a 
continuación, no es casualidad. 


El siguiente teorema, demostrado por Guido Fubini en 1.907, nos dice que una 
integral doble se puede calcular mediante integrales iteradas. 


TEOREMA 4.2 | Teorema de Fubini para rectágulos 


Si f(x, y) es continua en el rectángulo Ё = [a, 5 ] x [c, d], entonces 


b d d b 
f f(x, y)dA -Í | | | РО, y)dx dy 
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Demostración 


La demostración de este teorema está fuera del nivel de este texto. Sin embargo, 
en el problema resuelto 6, presentamos la prueba para el caso particular f(x, y) > 0. 


EJEMPLO 2. | Evaluar la integral [|| 6xy^dA А 


R 
donde R es el rectángulo [-2, 1 ] x [-1, 3]. 
Solución 


De acuerdo al teorema de Fubini, para evaluar esta integral doble, podemos tomar 
una de las dos integrales iteradas: 


„3 3p1 
f f 6xy dy dx ó f f 6xy^ dx dy 
eu | le -2 


Escogemos la segunda: 
3 


[ff] E ъ-| [ev], o-[ ((з›°]-12›°])% 


1 -1 


-f1 9y)ay=| зу]. = 81-3--84 


EJEMPLO 3. | Hallar el volumen del sólido acotado por arriba por el paraboloide 
z 2 x! + y! y por abajo por el rectángulo R = [-2, 1] x [2, 2]. 


Solución 
2 1 
“кше. Быш 
2 : 1 2 ` 
= f E /3 exe | Е +35? Jay А АЕ, 


2 E г 4i 


= [зу+у?] = [6 + 8] - [-6 - 8] -28 х 
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PROBLEMAS RESUELTOS 4.1 


PROBLEMA 1. | El orden de integración es importante. 


Evaluar IE cos (xy)dA , donde А = [0, x] x [1, 2] 
R 


Solución 


El teorema de Fubini nos da dos alternativas: 


2 л 
1. IE cos (xy)dA = f f E cos (xy) dx | dy ó 
19 0 
R 


T 2 
2. ff cos (xy)dA = f | E cos (xy) dy] dx 
091 
R 


El grado de dificultad, en ambos casos, no es el mismo. En efecto, en el primer 
caso requiere integración por partes. Aquí, evaluamos la segunda integral y en el 
problema resuelto 2 evaluamos la primera. Comparar las dificultades. 


л 2 л 
2. IE cos (xy)dA -f | [x cos xy dy] dx -Í [sen ху [К^ 
01 0 
R 


_ 1 
-Í [sen 2x — sen x ]ах = pes 2х cos J 
0 


л 


0 


= -—1°%?л+еовл |-| -Z080 + cos0 | 
2 2 

-| | 1 | +1 2 
2 2 


2 л 
PROBLEMA 2. | Evaluar f f [x COS Xy dx] dy 
190 


Solución 


Procedemos a integrar por partes: 
sen xy 


y 


Sea u=x y dv=cosxydx. Luego, du= dx, v= 


Е x sen xy |“ 7 sen х 
| x cos xy dx= cms - | Зе ЖУ Ay 
0 y 0 0 y 
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SMA, 1 [ cosxy |7 = л Sen лу CORN r 
y y d y y y 


Esto es, 
f л Sen TY , cos Ty 1 


x cos xy dx = ————— poo ELE 
0 y y y 


Integrando respecto a y la expresión anterior: 


wg 2 2 2 
f f [x cos xy dx] dy -f TEA dy + | Sen Z7 dy | L dy (1) 
190 1 y 1 y Ly 


Calculemos la última integral: 
2 2 
[ d &-| J До E о) 
1 y У 11 2 2 


2 
л sen TY 


Calculemos f . Lo hacemos ntegrando por partes. 


1 


1 
Sea u= — у dv= леп zy dy. Luego, du-- 9. y = –с05 TY. 


у y 


2 2 2 
л sen л COS лу COS c 
1 y y 1 ES 4 


2 
cos 27 y Los 7 COS TY dy 
2 1 í 2 


1 ? cos т 3 ? cos т 
D i | E e | rds 
2 1.7 2 DA 


2 2 

л sen т COS л 3 

[ | zy d 6) 
1 y 1 y 2 

Finalmente, reemplazando (2) y (3)en (1), obtenemos: 


у ? cos я 3 s COS т 1 
f f [x cos xy ах] dy = | > 2 dy | | 5 2 ау =-2 
190 1 У 2 1 y 2 


Esto es, 


PROBLEMA 3. | Evaluar f, m ——————— dydx 
Ух? + y? Y + y +1 


Solución 
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1 1 1 1 
— V da= | zf ZE ld 
Жу / di о 2 А d | A É 


x +y +l 


= ipe + y? Zu | dx= INES +2)" -x(x м) а 


0 


Е ;[ (а +2) оха) ;[ (г H^ (2хах) 
0 0 


Il 
юке 
чш | кә 
[-— 3 
~ 

5 

N 

+ 

N 
—— 

чә 

N 
T | 

| 
юке 


PROBLEMA 4. | a. Si f es continua en R = [a, b] x [c d] y Ax, у) = 2h), 
entonces 


b d 
ff (x, »xu || соно = [| со [| ow 
R a Cc 


R 


1 
b. Evaluar | ln d», , R esel rectángulo 1 «xx e, 1xy&e 
Xy 


R 
Solución 


Aplicando el teorema de Fubini tenemos: 


deb d b 
ff (х, y)dA -Í f 5 (х0)л0у) | [| gGoh() ajo 


R 


d b 
= | g(x) d dy , h(y) no depende de x. 


b d b 
= f g(x) dx f h(y)dy, f g(x) dx es una constante 


a c a 


b. Aplicando el resultado de la parte a: 
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js Еи 


E du [i cms d 


PROBLEMA 5. | a. Probar que f, Le 


1 
(x4 yy 2 


b. Probar que f, 12 ; dydx = E 
(x4 yy 2 


c. ¿Por qué los resultados distintos obtenidos en a) y b) no 
contradicen el teorema de Fubini? 


Solución 


a. Sea и —x + y, donde consideramos a y como constante. Luego, 


f a [Eu Pt a [5 
(х+ у) и и и и 
Buc „лү 
ESTA LENS ВА ЕЕ І 


En consecuencia, 


2 
(1 + y) 1+ у 
Pero, descomponiendo en fracciones parciales, 


re эы. AS (2) 


(+y (yy 1+2 
Reemplazando (2) en (1): 
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y-x 1 1 1 1 
f 3 dx = 2 | x 2 
o (x+y) (1+ y) 1+ y 1+ y (1+ y) 


En consecuencia, 


1 
z dxdy = | dy = : zd H1 1 
ү 7 2 

(x y) o (1e yy TY dg 


b. Procedemos en forma análoga al caso anterior: 


Sea и= x + y, donde consideramos а x como constante. Luego, 


du=dy, y-u-x y 


as dy= [exa [а= [on fn 
x+y u u 


1 x 
+ 
х+у (х+ у) 
Luego 
1 
f. y-x 1 х ш cb х Е 
o (xy) х+у (x+y) я xl (x41) хх? 


Еп сопзесиепс1а, 


1 І 
f, 12 sn | : pal | | zd 1 = | 
(х+ у) o (х+1) x*ljo 2 2 


no es continua en el punto (0, 0) y, por tanto, las 


c. La función f(x, y) = 3 


(x y) 
hipótesis del teorema de Fubini no se cumplen. 


PROBLEMA 6., Probar el Teorema de Fubini para el siguiente caso particular: 


Si f es continua y f(x, y) 20en А = [a,b ] x [c,d] entonces 
b d deb 
Пела | f renwa f | ranas 
R 


Demostración 


Сар. 4 Integrales Múltiples 


Como f(x, y) 2 0, [| f (x, y)dA es igual a V, el 
R 


volumen del sólido bajo la superficie z = f(x, y) y 
sobre el rectángulo R. Esto es, 


pe [|| Fx, y)dA (1) 
R 


Por otro lado, cortamos al sólido en forma 
pendicular al eje Y. 


Si 40) es el área de la sección de corte a la altura de punto y, entonces 


b 
40) = | f(x, y)dx Q) 


Pero, de acuerdo al método de las rebanadas (sección 4.1 de nuestro texto de 


Calculo Integral), el volumen del sólido es 


d 
y- f AD (3) 


с 


Reemplazando (2) en (3): 


d b 
p=| [| JAR D (4) 


De (1) y (4) obtenemos: 


d b 
f f G5 y)dA -f [| FG, nel 


R 
En forma análoga se obtiene la otra igualdad: 


b d 
ff (x, y)dA = | | Р(х, y)dy 
R a © 


dx 


PROBLEMAS PROPUESTOS 4.1 


En los problemas del 1 al 10, evaluar la integral iterada dada. 


3p1 т pl 
1. f | (х +xy + y? xdy  Rpta. 20 2. | f x cos у dxdy Rpta 0 
09 -1 o%0 


In3 œ 2 3082 
3. f | е dydx Rpta 2 4. f f 
o Jo 2d1( 


1 
——— dydx 


x+y) 


16 
Rpta ln— 
k 15 
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lel 
sf || (5535) ахау Rpta n4 6. | | —— dydx Rpta 1-In 2 
x+1 у+1 oJ o (ху+1) 
2» 4 №2 p 1 
21 2 1-12 
7. | f |22) dydx  Rpta 2—12 s f f xye" дух — Rpta —> 
11у X 2 0 0 2 


9. f f ех + У cos y dxdy Rpta (е — 1)(е—1) 
o Jo 


lel 
| | со dydx Rpta СТЕ 
0 ох +y +1 4 16 


En los problemas del 11 al 18, evaluar la integral doble dada. 


11. ПЕС R = [0, 1]x[0, 2] Rpta. (e —1)( е +е+ 2) 
12. [|| Axye" аА К = [0, 1][0, 42] Rpta. (e + 1) (e - 1} 
R 


13. [о х?аА R=[0, ү z/2]x[0, 1] Rpta i 


R 


14. ffe +2xy + уу x aA R=][0, 1]x[0, 1] Rpta T 
R 

15. [|| 7 dA К = [0, 1]x[1, 3] Rpta 41 2 

х^ +1 
16. ПКЕ К = [0, л/4]х[0, 1/2] Rpta 1 

3(7-6 
17. ff cos(x-- y)dA R = [0, 1/6]x[0, 1/3] Rpta MEC 5 
x? 1 

18. ПЕ -dA R=[0, /In2]x[0, 1] Кра n2 

+у 


19. Hallar el volumen del sólido situado debajo del paraboloide elíptico z = 4x? + y? 
y sobre el rectángulo А = [0, 2]x[0, 3] Rpta 50 


20. Hallar el volumen del sólido situado debajo de superficie z = 4х + 3xy y 
sobre el rectángulo R= [1, 2]x[0, 4] Rpta 116 
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21. Hallar el volumen del sólido situado debajo de superficie z= J xy y sobre el 
rectángulo А = [0, 1]x[0, 9] Rpta 12 


22. Hallar el volumen del sólido situado debajo de superficie z = х In (xy) y sobre 
el rectángulo R = [1, 2]x[1, e] Rpta (e-1)2In2 — $ (e-3) 

23. Hallar el volumen del sólido situado debajo de superficie z = "х y sobre el 
rectángulo А = [1, e]x[1, 2] Rpta 1а 2 

24. Hallar el volumen del sólido situado debajo de superficie z = у] х+у? y 


sobre el rectángulo R = [0, 1]x[0, 1] Rpta 2 -1) 


25. Hallar el volumen del sólido situado en el primer octante encerrado por el 
cilindro z = 16 — y” y el plano x = 3. Rpta 128 


26. Sea el rectángulo R = [xi, y¡]x[ x2, y], donde xi < xo у yi € y». Sea f una 
función con dominio Ё y que tiene sus segundas derivadas continuas. Probar: 


^ 
YS dA = fxi, уп) о, y1) + ОЮ, уз) — foa. уэ) 
удх 
R 


Sugerencia: Usar el Segundo Teorema Fundamental del Cálculo. 


27. Si fx, y) es continua en el rectángulo R = [a, b]x[c, d] y 


g(x, y) = | 1 E t)dtds 


Probar que gw= gy = fix, y) 
Sugerencia: Usar el Primer Teorema Fundamental del Cálculo. 


SECCION 4.2 
INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES 


GENERALES 


Buscamos extender el concepto de integral doble de una función z = f(x, y) a 
regiones más generales que los rectángulos, como son las regiones acotadas. Una 
región D del plano XY es acotada si existe un rectángulo Ё que lo contiene. Esto 


es, DER 


392 Cap. 4 Integrales Múltiples 


A la función f: D>R la extendemos a 
todo el rectángulo R, mediante la siguiente 
función F:R>R 


РО, y), si (х, y)eD 


Fs | 0, ЕЮ 


Diremos que la función f es integrable sobre D si F es integrable sobre А y que 
la integral de f sobre D está dada por la integral de F sobre R. Esto es, 


Ire y)dA = [| y)dA 
D R 


PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DOBLES 


Las siguientes propiedades de las integrales dobles sobre regiones D acotadas 
generalizan las propiedades de las integrales sobre rectángulos, dado en teorema 4.1. 
Las demostraciones siguen inmediatamente de este teorema 4.1. 


TEOREMA 4.3 | Propiedades de las integrales dobles. 


Sean f(x, y) y g(x, y) dos funciones integrables sobre la región D 
y sean a y b dos constantes. 


1. Propiedad de linealidad 


Ift f(x, у)+Ь g(x, »)] аА = af fro y)dA + ES y)dA 
D R R 


2. Propiedad dominante 


fx y) 2 ge y) > [eon 2 ПЕ 
D D 


3. Propiedad de subdivisión del dominio 


Si D = р, U D,, donde las regiones D, y 


Р» no se intersecan excepto quizás en sus D, 
fronteras, entonces 


А (х, y)dA = ПА (х, у)4А + А (x, y)dA 
Di D) 


D 


Nuestro interés se concentrará en dos tipos de regiones. Si f es continua en una 
región D, que es de estos dos tipos, se prueba en cursos más avanzados que f es 
integrable en D. 
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REGION DE TIPO I 


Una región D es de tipo I o es verticalmente 
simple si existen dos funciones continuas 


£i», & 2: [а,Ь]  R tales que 
D- {(х,у)/ gix) <y € gxx), а<х<Ь } 


REGION DE TIPO II 


Una región D es de tipo П o es horizontalmente 
simple si existen dos funciones continuas 


hi, №: [c, d] > R tales que 


D= {&,y)/ MO) £x<hAy), c<y<d y 


El siguiente teorema nos permite calcular las integrales sobre esta clase de 
regiones. La demostración la omitimos, por estar fuera de nuestro alcance. 


TEOREMA 4.4 | Teorema de Fubini para regiones de tipo I y II 


1. Si D es de tipo I y f es continua en D, entonces 


be 250) 
ff (х, y)dA = f | Fx, у)дуйх 
E. a e g(x) 


2. Si D es de tipo II y f es continua en D, entonces 


d ph) 
А (х, у)а4 = | f fœ, y)dxdy 
c dho) 


D 


EJEMPLO 1.| Evaluar [|| 4xdA , donde D es la región encerrada por la parábola 
D 
y-x! y larecta у=х+2 
Solución 


Hallemos los puntos de intersección de las curvas: 


2 
JU > ex 2=0>3x=-16x=2 
y=x+2 


Las curvas se intersecan en los puntos (— 1, 1) y (2,4) 


Laregión D está dada por 


р= {(х, у)/ xix у<х+2, -1<x<2}, 
la cual es una región de tipo I. 
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Luego, de acuerdo a la parte 1 del teorema anterior, 


2 в х+2 2 iod 
ПЕ dl | 4хауах -Í | 4v i 2 dx 
19 x2 E * 
D 


2 2 
-f | 4җх+2)у-4х(?) ]ж-| ЕЗ + 4х2 + 8x |а 
-1 -1 

2 
> [atados zd =9 
3 -1 


Algunas regiones poseen la propiedad de ser tanto de tipo I como de tipo II. 
Cualquier integral sobre estas regiones puede resolverse de las dos maneras que 
indica el teorema anterior. El siguiente ejemplo nos ilustra esta situación. 


EJEMPLO 2.| Sea D la región encerrada por la parábola y = x^ y la recta y = 2x. 


Evaluar la siguiente integral ES dA de dos maneras: 


D 
1. Considerando a D como una región de tipo I. 


2. Considerando a D como una región de tipo II. 
Solución 


Hallemos los puntos de intersección de las curvas: 


__2 
VEX > 2=)у—->?—2ху=0 —x-06x-2 
y=2x 


Las curvas se intersecan en los puntos (0,0) у (2, 4) 
1. La región D está dada por 


Беба y<2x,0<x<2 }, 
la cual es una región de tipo I. 


Luego, de acuerdo a la parte 1 del teorema 
anterior, 


2 в 2х 2 
2х 
IEZ -f f 3xy?dydx = f [o] ‚ dx 
oJ y? 0 * 
D 


= | | Ке = xG y ] dx 


2 8 | 2 
= f ES x! |йх= = 
0 5 8 0 
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2. Despejando x en la parábola y en la recta tenemos: 


E 


2 
Laregión D está dada por 


D- le»! 2 хуу, 0<у<4}, 
la cual es tipo IL 


Luego, de acuerdo a la parte 2 del teorema anterior, 


4 dx 45 Му 
ПЕ = | f 3xy dxdy = f EZI 
Es 0% y/2 o L2 y/2 


EJEMPLO 3. | Sea D la región encerrada por las gráficas de y = y 2x, 
у= 2N x-4, y=0. Evaluar ПЕ dA de dos maneras: 
D 


1. usando la parte 1 del teorema de Fubini. 


2. usando la parte 2 del teorema de Fubini. 
Solución 


1. La región D no es del tipo І. Sin embargo, a D lo podemos expresar como la 
unión de dos regiones, D; y D», de tipo I. En términos más precisos, tenemos 
que: 


D=D,UD, 
donde 


Di=Á(x,y)/0< y< 4 2x,0<x<4 } 


Р,= 4(х, у) /24 x-4 < уху 2x , 4<x< 8} 


Luego, 


өе инин 
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х? -0 Jax + f [e -xQG - 4) |а 


4 8 i 4 E. 
= х?ах + [-x+ 8x ах = + + 4х? | =64 
3 3 Р 


4 0 


2. La región D es de tipo II. 
En las ecuaciones que definen la región D despejamos x en función de y: 


2 
/2х > х=” у= 215-42 х= +4 


y214 44 


41 2 
х 
-f E y 
0 y212 


IIS 
- | Ey «ay eye 


2J o 
4 
Dro И РЕ 
= -| -— y’ +—y +8 =64 

Al D ge р 

EJEMPLO 4. | Evaluar [| | yeu | dA, Deselrectángulo D = [-1, 1]x[-1, 1] 
D 

Solución 


En primer lugar, busquemos dividir el rectángulo D como unión de regiones en las 


cuales la función f(x, y) = | y- x? | se exprese sin el valor absoluto. Bien, 
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| 2 | y-x, si y-x 20 y-x,siyzx 
йк la = 
х?-у, si y-x? «0 x5 ey; siy«x? 


Este resultado nos permite definir las dos siguientes subregiones de D de tipo I. 


D¡= 1o.» єр у>}, D;- Ly) eDJ/y«x ү D= D¡UD, 


Ahora, 


If» ela- [fo °)аа |fe- as 


р 
EI lp? 
- | f б) ваз f f (x? - y) Фах 
-]-€ x -1 -1 


MEME 


INVETIR EL ORDEN DE INTEGRACION 


Algunas veces, para facilitar los cálculos, es conveniente invertir el orden de 
integración. Ilustramos este proceso en el siguiente ejemplo, 


2p1 
2 
EJEMPLO 5. | Evaluar f f е” dydx 
0 x/2 


Solución 
En esta integral nos indican que, en primer lugar, integremos respecto a la variable 


2 
y. Tenemos dificultad. El integrando e” no tiene una antiderivada elemental. 
Salvamos esta dificultad cambiando el orden de integración. 
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2p1 
2 Я o 
La integral f f e” dydx nos dice que estamos integrando la función 
0 y/2 


2 
Дх, y) = e” sobre la región 
D= {(х,у) /х/2<у< 1, 0<х<2}, 


la cual es considerada como región de tipo 1. A esta 
misma región la consideramos como de tipo II: 


x 
Tenemos que: у= 5 => х= 2у, entonces 


р={(х,у) у 0<x<2y,0<y<1 } 


Luego, 


2р1, Lp, 
f f e” dydx = f f е” ахау 
0 J x2 0 0 
1 2у 1 1 
2 2 2 
= f ES | йу = f 2ye” dy = С | =e-1 
0 0 0 0 


тїї p JzA 
EJEMPLO 6.| Evaluar | | tan (x?) ау 
0 y 


Solución 


En esta integral, en primer lugar, nos piden integrar respecto a la variable x, pero el 
integrando tan (x7) no tiene una antiderivada elemental. Salvamos esta dificultad 
cambiando el orden de integración 


\Ул!4 m xls 
La integral | | tan (x° Jdxdy nos dice que 
0 y 


estamos integrando sobre la región 


D=Á(x,y) / у<х<у лп/4, 0<y<y 7/4 js 


la cual es considerada como región de tipo II. 


A esta misma región la expresamos como de tipo 
I. En efecto: 


Tenemos que: х= y => у= х, entonces 


D- Lt y) /0<y£x, 0<х<у 7/4 }. 
Luego, 
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PROBLEMAS RESUELTOS 4.2 


PROBLEMA 1. | Evaluar la integral 


If |x |+|у | )ал, donde р={(х,») /|х |+|у | <1} 
р 


Solución 


A la región D la dividimos en cuatro regiones de tipo I: Dı, D2, D3 y Da, que no 
se sobrepon y 


D=D,UD,UD3¿UD,. 


1. Si x20, y>0, tenemos 
|х|+|у|<1— x+y<1>y<1-x 


Di- {(х, y)/ 0< у<1-х,0<х<1} 


2. Si х<0, y 2 0, tenemos 
[х|+|у|<1 > + y<1>y<l+x 


Dj Lts y) / 0<у<1+х,-1<х<0} 


3. Six «0, y < 0, tenemos 
|х |+ | 51% -x-y<l> y2-1-x 


Ds=Á(x, y) / y2 -1-x,-1<x<0) 
4. Si x2 0, y « 0, tenemos Ix |+|у|<1 > x-y<l>oy>-l+x 


D4,- 16) y2-19x 0xxx1] 
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x+y, si(x,y) єр 

=x+y, si(x,y) єр 
Por otro lado, Хо, у) =|х |+] |= j ( » ? 
TX у, si (x, y) € D, 
x= Y, si (x, y) €D, 
Ahora, 


Tf tee De faster Da fU sien Dea 
"о Daes [siet Das 
D Da 
Pero, 


[| |х |*|» | )a47 ff eme FE 
D 


5 [ раа оја 


En forma análoga, 


ff |х |*|» | )a47 [| ат 
Р, 

ffi k la y | )44= E, (<х-›)®&= + 
fusiones Ferne 


En consecuencia, 


1 1 1.1 4 
dA H H H 
D 


4 Inx 
PROBLEMA 2. | Sea la integral, f f f(x, y)dydx 
140 


Graficar la región de integración y cambiar el orden de 
integración. 
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Solución 
4 In x 
La región de integración de f f f(x, y)dydx 
190 


es la región 


D= { (x, y)/Ox yx Inx, 1<х<4}, 
la cual es vista como de tipo I. 


Ahora queremos ver a D como de tipo II. 


Como у= ах < х=е?”, tenemos que: 


р= { (х,у)/е?<х<4, 0<y<In4 } 
Luego, 


4 Јах ln 4 4 
f f f(x, y)dydx= f f f(x, y)dxdy 
190 0 e 


PROBLEMA 3. | La integral doble sobre la región D es igual a la suma de dos 
integrales iteradas: 


1 3y 4 4-у 
| ГО, у)аА = f f f(x, у)ахау ef f f(x, y)dxdy 
0% 0 1 0 


D 


Bosquejar la región D. Expresar esta doble integral como una 
integral iterada con orden de integración invertido. 
Solución 


La región de integración de la primera integral iterada es 
Di- { (х,у) / 0<х<3у, 0<у< 1) 

La región de integración de la segunda integral iterada es 
D= {$ œ,y)/ 0<x<4-y, 1<y<4) 


Ambas regiones son vistas como del tipo II. Además 


D= р, U Ds. 
Ahora queremos ver a D como una región de tipo I. 
Tenemos que: 


x-3y e у= 2 х=4-у © у= 4-х, 


р= { (xy)! = <у<4-х, 0<x<3} 
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3 4-х 
[|| Fx, y)dA = f f f(x, y)dydx 
É 0 e x/3 


PROBLEMA 4. | Evaluar la siguiente integral invirtiendo el orden de integración. 


1 cos ly 
f f sen xy 1+sen?x dxdy 
odo 


Solución 


La región de integración para la integral 


1 cos ly 
| f sen xy 1+sen?x dxdy es 
090 


D- { (x, y)/0€xxcos ly, 0 <у< 1}, 
la cual es vista como de tipo II. 
Pero, х= созу €» y = соѕх 


Ahora, esta misma región, para cambiar el orden 
integración, la vemos como de tipo I: 


D= { (x,y)/0<y<cosx, 0<х<л/2}. 


Luego, 
COS x 


i cos ly 7/2 
f f sen xy 1+sen?x dxdy = f f sen xy 1+зеп^х dydx 
odo 0 


0 


л/2 cosx л/2 
= | E sen xy 1+sen?x | dx = | sen xcos x y 1+sen?x dx 
0 0 0 
3/2 л/2 
= 50 + sen^x) | (haciendo u = 1 + sen?x) 
0 


Il 
|l 
үтү 
S 
Rh 
he 
М.У 
о 
= 
N 
— 
==] 
a 
M 
N 
| 
v | — 
~ 
N 
i] 
— 
— 
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403 


PROBLEMAS PROPUESTOS 4.2 


9p ух 
1. f f dydx 
00 


En los problemas del 1 al 14 calcular la integral iterada dada. 


Rpta. 18 


а pN EE 3 
3. f, " х дудах  Rpta. - 


Nr. -x -y dydx 


IN 


“ПИ 


11. 


12. 


- 
Un 


— 
е 


| 
L 
| 
| 


л/2 sen x 1 
. —===5+ 
J. |. - ica 
1 y 
Í | [ e" dxdy 
0v 0 


л? 
y зеп х dydx Rpta. d 


T 
f Ке Jaw 
Y 


senx 


е°°%* dydx 


In y 
Í. е dxdy 


E 
-2|x | 


e" dydx 


] dydx 


Rpta. In СЕЕ 
cosh1 


er 11 
2. f f 2xydxdy Ёра.-— 
10 y+l 12 


b 2 
4. | | (xy = x)dydx Rpta.—— 
0 J 1-2 3 


3 
a 

Rpta. —z 
е 6 


Rpta. а (5 – Ada) 


л/2 1 + ѕеп х 5 
8. f | y?cos x dydx Rpta. — 
0 0 4 


tanh (1) 


1 
Rpta. e — — 
e 


Rpta. 81n 8 — 14 


xut a d. 
AE Uu 
Rpta — +1 

e 
Rpta —-1 
4 2 


En los problemas del 15 al 24 evaluar la integral doble dada 


. OS [ty /1=x<y<Vx,1<x<2p Rpta. a 
D 

JEZI D=Á(x,y)/0<x< 44-7, -2< у<2} Rpta.16 
D 
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17. ffe + 2y dA , Des la región limitada por y=x?, x=y Rpta 27 
р 


1 
18. ffe *y)dA, Des el triángulo de vértices (0,0), (0,1) у(1,1) Rpta $ 


D 


19. finas. D= le»! y <x<4-y, T Rpta 42 -2 
D 


2 


dA, D= {озуго < ›<®-‚1<х<2} Кріа 22 


[ету 

` 2 2 

A as, D= {унука} s a 
D 


22. ПКЕ la región limitada por y = x, у= хў Rpta ше?) 
р 6 

23. [|| |у=х |44, D-[0,1]x[0, 1] Кра = 
D 

24. [| |у+х |44, D-[-L 1]x[-1, 1] Кра $ 
D 


En los problemas del 25 al 29, bosquejando la región de integración, cambie el 
orden de integración. 


9 ух 3p9 
25. f | Р(х, у)ауах Rpta f f : f (x, y)dxdy 
0% 0 0 y 
1 x 1 Уу 
26. f f f(x, y)dydx Rpta f | f (x, y)dxdy 
0 х3 0s y 
PEE 2 p ү4-2 
27. f (x, у)аха Rpta f f f(x, y)dydx 
f, 4 (UU X -24 0 


5e d 16-y МП #5 4 16-х2 
28. f | f(x, y)dxdy Rpta f 1 / edes | | f Gs, y)dydx 
090 0 0 VII 0 


1 cos ly 7/2 m cosx 
29. f f f (x, y)dxdy Rpta f f f (x, у)ауах 
00 0 0 0 
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En los problemas del 30 al 32, cambiando el orden de integración, expresar la 
suma de las integrales dadas en una sola integral iterada. 


1 в 2х 3 в 3-х 2 p 3-у 
м. | f fo dois | f f Go y)dydx Ba | f f Gc, y)dxdy 
090 190 0 9 y/2 


42 x 2 ү 4-x? 4/2 4 4-y2 
31. | f Fx, y)dydx ef f S(x, y)dydx Rpta f | f Gc, y)dxdy 
0 0 J24 0 0 y 


ley 2—1 1 e 2x 
32. f f f(x, y)dxdy + f f f (x, у)ахау Rpua | f f(x, у)ауах 
0 J у24 14 24 09 x 


En los problemas del 33 al 44, evaluar la integral doble dada invirtiendo el 
orden de integración. 


a a 2 
Xx a 
33. n f red Rpta ст. 2 -1) 


zl. п! 
1 
34. | | sen(x? )ахау Rpta — 
0 y 2 
2p4 ү 
35. | [ : ysen(x? )dxdy Rpta gles (16)] 
0g y 
lel 
3:772 2163 1 
36. [n J; x sec“ (y` )dydx Rpta СШ 
37. IN f LAM Rpta iu 
4 — sen? P 4 
38. | a cos хү l-cos? x dxdy Rpta 1042-1) 
0 sen”! 3 
y 
lel i 
39. f | е?'^дуйх Rpta 5 
oJ 
lel 
5 1 
40. ye” dxdy Rpta —(e-1) 
09 y 6 
1 pacos 
41. | | e" dydx Rpta e-1 
090 


1 
42. | | secx dxdy Ера 42-1 
0 tan ly 
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ley 2 p 2-y 4 
43. | | (х2 + у2)ахау ef | (х2 + y2)dxdy Rpta zi 
090 190 


2 вх 4p2 
4(л+2 
44. | | ЕЭ | | EJ dydx Rpta xau) ) 
18 Jx 2y 29 ух 2 y л 


SECCION 4.3 


VOLUMEN Y AREA CON INTEGRALES 


DOBLES 


MAS SOBRE VOLUMEN 


Si fes continua y Дх, y) 2 0 sobre una región D, entonces el volumen del 
sólido bajo la superficie 2 = f(x, y) y sobre la región D está dado por 


y= [| Fx, y) dA 
D 


EJEMPLO 1. | Hallar el volumen del sólido en forma de cuña encerrado por el 
plano z = y, el plano XY y el cilindro x? + y?=4. 


Solución 
La región D de la base es un semicírculo encerrado 


por la semicircunferencia y = V4—x? . La superficie 
que forma el techo del sólido es el plano z = y. 


Luego, 


2 \{4—х^ 
p [fr dA -f | y dydx 
200 
D 
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VOLUMEN ENTRE DOS SUPERFICIES 
Sean 2= Қх, y) y z=g(x, y) dos superficies tales que 
gon y) S foo y) 


Supongamos que tenemos un sólido sobre una región 
D del plano XY y es tal que está limitado por arriba por 
la superficie z = f(x, y) y por abajo por la superficie 
z — g(x, y). El volumen de este sólido está dado por 


y- ffu (х, y) - gx, у)] 4А 


D 

En efecto, Si V, es el volumen del sólido bajo la 
superficie z = f(x, y) y la región D y V; es el volumen 
del sólido bajo la superficie z = g(x, y) y la región D, 
entonces 


V=- n= ffe dA – ПЕ dA = [furo во dA 
D D D 


Con el ánimo de ayudar a la memoria, la fórmula del volumen la escribimos así: 


gx, y) 


y- [ўст – Piso] dA 
р 


EJEMPLO 2. | Hallar el volumen del sólido encerrado superiormente por el 
paraboloide z =18 — x^ — y? e inferiormente por el paraboloide 
т=х + y. 
Solución ii Е НЕ ЖЕ 
Ҝ 


Los paraboloides se intersecan en la curva: 


x*y 218-x!- y! 2 x y, =9, 


la cual, proyectada sobre el plano XY es la circunferencia 


x' ty 
xb y =9 Y 
E : : А ВА ‚ xi y 
El sólido indicado está sobre la región (círculo) X 
D:x?+y?<09, 


y por arriba esta limitado por la superficie (Techo) 
ze ye 18-3 y, 


y por abajo (Piso), por la superficie 


z- gis y) cx y 


Luego, el volumen de este sólido es 
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v- [ffas x? - y?) G? y^] dA- 2] [7e 7) as 
D D 


Por simetría, este volumen es 4 veces el volumen de la Y 
parte del sólido que está el primer octante. Esta parte se 
proyecta sobre Dı, la parte del círculo D que está en el 
primer cuadrante del plano XY. 

Luego, -3 


y- ffo) dA = Sp e) e 


0 


3 | 9—х^ 
-sÍ СЕТЕ ах 
0 3 0 
3 3 
-sf С 9-x? xi 9 x? (o x? а= К (9-2? )- dx 


Haciendo el cambio de variable: x = 3 sen Ө tenemos: 


As 
2 


3 z/2 
3/2 3/2 
pa 16 (9-2) а= E (9-9 веп20) (3 cosód0) 
3 Jo 3 Jo 


zí2 
ud5 cg меле ОУ (22) ва 
3 , 3 16 


ах= 3 cos 40 x=0>0=0 y x=3> 0= 


AREA DE REGIONES PLANAS 


La integral doble nos permite calcular el área de una región D situada en el 
plano coordenado XY. Para esto, desplazamos verticalmente a la región D hasta 
situarla en el plano z = 1. De este modo, hemos obtenido un cilindro recto de altura 
h = 1. Sabemos que el volumen de este cilindro es igual al área de la base por la 
altura: 


V=A(D) x h=A(D) x 1=4(D) (1) 


donde A(D) es el área de D. AN 


Por otro lado, sabemos que eM 
y- [|| 14А = [| dA Q) 
D D 


De (1) y (2) obtenemos que 


А(Р) = ПЕ 
D 
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EJEMPLO 3. | Hallar el área de la región D encerrada por la recta y = х + 1 y la 


parábola у= x?- 1. 


Solución 
En primer lugar, hallemos los puntos de intersección de las curvas: 


xi-I2x*1€»x'-x-220 6 (x*D(x-2)20—x--1 ó x22 
Las curvas se intersecan en los puntos 
(-1, 0) y (2, 3). 


Mirando la figura observamos que D es 
una región de tipo I. 


Luego, 


2 x+l 
A(D) = ПЕЧ | dydx 
р 19 32-1 


2 


= BE |, &- | [teen =1) Jas 


1 


El siguiente teorema nos permite estimar el valor de una integral. 


Si m< f(x, y) < M, para todo (x, y) en D, entonces 


mA(D) < f f(x,y) dd < МА(Р) 


D 


TEOREMA 4.5 


Demostración 
Aplicando la propiedad dominante del teorema 4.2, tenemos: 


т< fx, y) £M => [fm as «rena <Í M dA 
D D D 
= n|] a < [frena <м || as 
D D D 


> mA(D)< f f(x,y) dA < МА(Р) 


D 
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EJEMPLO 4.| Mediante la desigualdad del teorema anterior, estimar la integral 


I== 7 
5 \/ 1+х*+у°% 


donde D es el círculo de radio 1 y centro en el origen. 


> 


Solución 
Como (x, y) es un punto del círculo de radio 1 y centro en el origen, se tiene: 
—1<х<1 y -1<у<1 >0<xf<1 y 0<4<1 
1 1 1 
> < < 


A Лаву  У1+0+0 


1 


=» < : < 
Уз nu 

> Laos [[—1— 
43 E ata 

> Lr < [== 
43 E DETE 


1 


dA < 14(D) 


dA < л 


PROBLEMAS RESUELTOS 4.3 


PROBLEMA 1. | Probar que el volumen del tetraedro formado por los planos 
coordenados y el plano 


+42%+%=1,4>0,b>0,c>0, es 
a b c 

y = abc 

6 


Solución 
La cara superior del tetraedro (techo) está 
y 2 


+ — = 1, cuya 


formada рог el plano Eg 
a e 


ecuación la escribimos despejando z: 
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La proyección del tetraedro sobre el plano XY es el 
triángulo formado por los ejes X e Y y la recta de 


E+42= 1, la cual la escribimos así: у= 0(1-2) 
a b a 


Luego, el volumen del tetraedro es 


JJ) ETT ende 


b(1-x/a) а 
=ef ИК б e| ofi 3 Al 3 
0 а 2b]|, 0 а а а 


PROBLEMA 2. 


el plano x+z=4 y el plano XY. 
Solución 


El sólido está limitado por arriba por el plano z = 4 — x 


y por abajo por el círculo D: x? + y? < 4. Luego, 


- ffe jdi ГГ Mid 


2 2 
-sf Vaa- i хү 4- x! dx 
2 =) 


SEES B Pe)” as 


-f (267 а] оа 
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Hallar el volumen del sólido encerrado рог el cilindro х? + y? = 4, 
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Sub] El °)| 1 0=16л 


PROBLEMA 3. | Hallar el volumen del sólido encerrado рог el plano XY, plano 


x=3, plano x= 1 y el paraboloide hiperbólico z=x?- y^. 


Solución 


El paraboloide hiperbólico 2 — x^ — y? corta al 
plano XY en 


x -y-0-(-yx*y)-0 
—»y-xóy--x 
Luego, 


D- {(х,)/1<х<3, -x < ухх } y 


"- [e у?) ал 4 (x? -»? ) фах 


PROBLEMA 4. | Hallar el volumen del sólido encerrado por los cilindros 


xi*y-d, xy-«zZ-qd (a>0) 


Solución 


Tomemos la parte del sólido que está en el 
primer octante, como se indica en la figura. Este 
sólido tiene por techo el gráfico de la función 


2= х,у) = х a hy y por piso la región D que 
es la parte del círculo de radio a y centro en el 
origen que está en el primer cuadrante del plano 
XY. 


Si V, es el volumen de esta parte y V es el volumen del sólido total, tenemos que 
V=8Y, 


Cap. 4 Integrales Múltiples 413 


Luego, 


= е —x? dA -f us 4a? -x? dydx 
a 312 
-sf (a? х?) ах = L a = о 
б 3 3 


PROBLEMAS PROPUESTOS 4.3 


1. Hallar el volumen del sólido bajo el plano 2x + 7y — 2 = 0 y sobre la región del 


14 
plano XY encerrada por las curvas y =x, у= x^ Rpta. m 


2. Hallar el volumen del sólido encerrado por el plano x + y +z = 2, el cilindro 


parabólico у = х? y el plano XY. Rpta. — 


3. Hallar el volumen del sólido encerrado por el plano x + y +z = 3, el cilindro 
circular x? - у= 1 y el plano XY. Rpta. 3л 


4. Hallar el volumen del sólido encerrado por el paraboloide z = x^ + бу”, los planos 


coordenados y el plano x + y = 1. Rpta. E 


5. Hallar el volumen del sólido encerrado por el paraboloide z = x? + y^, el cilindro 
x +y =4 yelplano XY. Rpta. 87 


6. Hallar el volumen del sólido en el primer octante encerrado por el paraboloide 


z-4- x -y у el cilindro y=1-x. Rpta. z 


7. Hallar el volumen del sólido en el primer octante encerrado por el cilindro 
z=16-x y el plano 3x+4y= 12. Rpta. 80 


8. Hallar el volumen de la cuña formada por el cilindro elíptico 9x? + 45? = 36, el 
plano z=-y+3 y elplanoz=0 Rpta. 187 


9. Hallar el volumen del sólido encerrado por la superficie z = xy у los planos 


2 
x+ y=2, 2= 0). ы 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


Hallar el volumen del sólido encerrado por la superficie 2 = ху, el cilindro 
circular recto (х – 1)? + (у – 1) = 1 y el plano z-0 . Rpta. л 


Hallar el volumen del sólido encerrado por el cilindro (techo) z = 4 — у, el plano 
y+z=2 (piso) y los planos x - 0 y x=2 (caras laterales). — Rpta. 9 


Hallar el volumen del sólido encerrado por el plano (techo) x + y + z = 12, el 
plano x y + z= 23 (piso) y los cilindros (caras laterales) y = 2x^, y = Nx. 


Rpta. 42/5 


Hallar el volumen del sólido encerrado por el paraboloide z = 3x? + y? y el 
cilindro z=4- x. Rpta. 4л 


Hallar el volumen del sólido encerrado por arriba (techo) por el paraboloide 


z=8-x – y! y por abajo (piso) porlasuperficiez = х +y. ^ Rpta. 167 


2 
Hallar el volumen del sólido encerrado por el paraboloide (techo) z = 1— E -y 


y por el paraboloide (piso) z = 2x? + 45? — 4. Rpta. 5п / J2 


En los problemas del 16 al 19, usando integrales dobles, hallar el área de la 
región del plano XY encerrada por las curvas dadas. 


21 


. y =4ax, x ^ y -3a y 20. Rpta 10a7/3 
¿4 y =a”, х+у=а Rpta а?/3 

. у=а|х|, 4y=4 * d", a>0 Rpta 2/12 

.ху=а?, x+y=5a/2, a>0 Rpta (15/8 — 2 In 2)a? 
. Mediante la desigualdad del valor medio, probar que: 


l «|е )dA <e, donde D= [-z, z] x [-7, д] 
e 
D 


. Mediante la desigualdad del teorema 4.5, probar que: 


ЫК <9, donde D = [-1, 2] x [-1, 2] 
l+x +y 
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SECCION 4.4 


INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS 
POLARES 


Algunas integrales dobles son más fáciles de calcular cuando están expresadas en 
coordenadas polares. Este es el caso cuando la región D de integración tiene por 
frontera a circunferencias, cardioides, rosas con pétalos, etc. 


Recordemos que si las coordenadas rectangulares de ү (r, 8) = (х, y) 
un punto P son (x, y), y las coordenadas polares del 


punto son (r, Ó), entonces se cumple que: 


y=r sen 
x=r cos 0, y=r sen 0, 


r=Y+y, 0= tan Ż 
X 


Llamaremos rectángulo polar a una región R del 
plano que es de la forma: 


R=((,0)/a<r<b, a<0<ß}, 
donde a2 0 у 8-а <27. 


Hs : : LE 1 
Si r es el radio medio. Esto es, si r => la +b), 


el área de R es 


A(R)= к(Ь-а)(8-о) 
En efecto, si S, y 5, son los sectores circulares de radios a у b, respectivamente, 
entonces 


A(R) - (S) - 4(S)) = 35 (8-a) 


= 506+ а)(-а)(8-а)= + (b=0)(B-a). 


Supongamos que tenemos una función 2 = f(x, y) definida sobre el rectángulo polar 
R. A esta función también la podemos escribir así: 


z = f(x, y) = f(rcos 0, rsen 0) 
Buscamos calcular la siguiente integral doble en términos de coordenadas polares. 


| Fx, y)dA 


R 
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Construimos una partición del rectángulo R: 
Рев К, R3, pct Ry} 
mediante una malla polar, como indica la figura. Tomemos un subrectángulo típico 


Ri. El centro de А; es el punto (у, 0, ), donde 


(nan) y 6 = BN +0,), 
El área de este rectángulo polar es 

A(R) = 7 А 48, 
donde, Ar2ri-rj; y А0= 8-04. 


Tenemos que 


NS 5 == Ман а 
/(х,у)4А= Lim > f(ncos @,, r, sen 0, | r,Ar,A0, 
J| emnes л | 
R 


Por lo tanto 


Beb 
[| f (x, y)dA -Í f f(rcosó, rsen ) rdrdO 
R a a 


En resumen: 


TEOREMA 4.6 | Cambio de una integral doble a coordenadas polares 
51 f es continua sobre un rectángulo polar А determinado por 
0O<a<r<b, а<0 < f, donde D — а < 2л, entonces 


Вв 
| Р(х, y)dA -Í f f(rcos0, rsen ) rdrd0 
R [24 а 


2 
EJEMPLO 1. | Evaluar I — , donde R es la región en el plano 
25,3 
x +y 


encerrada por las circunferencias 


Solución 
La región R encerrada por las circunferencias dadas 


es el rectángulo polar definido del modo siguiente: 


К= {(, 0) /1<r<3, 0<0<2x) 


Luego, aplicando el teorema anterior, 
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2 2m R3 2 2 
У a= M LA 
2 2V 2\2 
> (x +y ) 0 1 (r ) 
2л 3 1 27 3 
= f, f —sen?0 drd0 In LU dà 
А 1 


кај sen? 10 = "of (E88 uo 


27 
= Е 20 = ліп 3 
2 4 0 


Las regiones de tipo I y de tipo II vistas en la sección 
anterior, tienen sus equivalentes en el plano polar. 


г= 210) 


Una región polar D es r-simple si D es de la forma 
D-i(.0)/ a<0<f g(0sr <gx0); 
Una región polar D es O-simple si D es de la forma 


D=4Í(r,0)/ a<r<b, h(r s 0< hn) 


El teorema de Fubini, para este tipo de regiones polares, dice: 0 


TEOREMA 4.7 | Forma polar del teorema de Fubini 


Sea f continua en la región polar plana D. 
1. Si Deslaregión r-simple 
D-1(0)/ «< 0 < B, g(0) zr xgX0)], 
donde g, y g, son continuas en [a, 2 ], entonces 


B (5200) 
Ios y)dA -Í | f(r cos8, rsenQ) rdrdO 


81(0) 


2. Si Des la región Q-simple 


D=4(,0)/ a<r<b, h(r)<0<hAnj, 


donde h, y h, son continuas en [a, b], entonces 


be hacr) 
ffe y)dA -Í | f(rcosó, r send ) rdOdr 
a h 
D 10) 
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la región en el primer cuadrante exterior a la 


EJEMPLO 2. Sea D 
circunferencia r = 2 e interior a la circunferencia r = 4 sen @ 


[|| х 4А 
D 
Solución 


Hallemos la intersección de las circunferencias: 


Calcular 


1 
4 sen Ө = 2 A gu 


D es la región r-simple 


D=((, 0)/ 71/6 € 0 € n/2, 2<r<4sen 0) 


Ahora, 


mi2 4 sen Ө mi2 4 sen Ө 
ff dA = f f гсоѕ Ө rdrd0= f | г? cosÓ drd 
А л!6 2, л!6 2 


1/2 2 4 зеп 0 1 7/2 | 
f ES o| 40 = T [(64 sen 0-8)c050| 10 


/6 /6 


л/2 


л/2 
= “f ѕеп0соѕбаб — a] cos Ө4Ө 
3 7/6 3 7/6 
7/2 7/2 
sento 28 sen 0 - а al 2 
3 [4 ze 3 3 16 3 2 3 


Hallar el área de la región Р del plano que está dentro de la 
circunferencia r = 3 cos 0 y fuera de la cardiode г = 1 + cos 6. 


EJEMPLO 3. 


Solución 


Hallemos los puntos de intersección de las curvas: 
1 r=1+ COSÓ 


3 cos = 1 + cos Ө > 2 со$ Ө = 1 > cos O = — 


N 


>0=+% 
3 


Ahora, 


7/3 3 cos 0 713 1 3 cos 0 
АФ) = f f dA = f rdrdó = f EJ do 3 
È -л -л/3 2 1+соѕ 0 


/3 е 1+соѕ 0 
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1 713 1 7/3 
| E cos? 8 - (1-cos of ]ao==| ЕЕ ө + 8со520| 10 
2) 213 2) 213 
713 
+ 
ы 12 cos 0 + — 
2 =m 13 2 
1 713 
| [3 – 2cos 0 + 4cos20]d40 - 3z 
-1 13 


EJEMPLO 4. | Hallar el volumen del sólido bajo el paraboloide z = 1? + y? dentro 
del cilindro x? + y? — 2y = 0 y sobre el plano XY. 
Z 


Solución 


La base (piso) del sólido es la región D 
encerrada por la circunferencia 


x *y-2y20-— x t(y-1y-1. 


Sabemos que la ecuación polar de esta 
circunferencia es r = 2 sen @ Luego, D es la 
siguiente región r—simple: 


D=Á(r, 0! 0<0<x, 0<r<2 sen 0} 
Ahora, 


л 2 sen 0 
V= ffe +y?) dA = f f (r°) rdrdQ 
0 0 
D 
л 2 sen 0 л 2 sen 0 
= f | rdrdó = f | ^ 
0 0 0 0 


= af sen*0d0 = 422 |- т 
0 8 2 


Aj 


PROBLEMAS RESUELTOS 4.4 


PROBLEMA 1.| Usando coordenadas polares evaluar la integral 


2 ж 4] 4-у2 
f | V x? + y? dxdy 
-24 0 
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Solución 


En primer lugar identificamos la región D de 
Integración. 


Observando el orden de integración vemos que 
primero debemos integrar respecto a x, conservando a 
la variable y fija. La integración de x va desde x = 0 


hasta el semicírculo x = y 4— у? ‚ Esto nos dice que la 
frontera de la izquierda es el eje Y y la frontera de la 
derecha es el semicírculo de radio 2 y centro en el 
origen. La integración respecto a y se hace desde y = —2 
hasta y = 2. Luego, 


р={(х, )/ 0<x< y 4-y?, 2<y<2) 


En segundo lugar, expresamos la región D en 
coordenadas polares. 
Vemos que r varía entre 0 y 2 y que Ө varía entre 


л л 
=— — . Esto es, 
2 d 2 


D-((,09/0xrx2, -п/2<0 <m2 } 


Ahora evaluamos la integral: 


2 æ 4 4-у2 
| f \/ x? + y? dxdy = IE x? + y? dA = f 
-24 0 -z/2 
D 
z2 в 2 zn pi 2 
-f f parao- | Ed dO 
-л/29 0 —л/23 0 
12 


3 -1 12 3 


л/2 


2 
f \/ r°rdrd0 
0 


PROBLEMA 2.| Evaluar f f y x? y? dA, donde D= {(х,у)/ x zy 1] 
D 


Solución 


La región D es la región del plano encerrada por la parábola y = x^ y la recta 
horizontal у = 1. 
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Las ecuaciones de estas curvas en coordenadas 


polares son: т r=1/sen Ө 
sen 0 
у=? —rsen0-r cos? 0 > r= > 
cos” 0 
1 
y=1> rsn0=1 > r= 
sen 0 


Hallemos la intersección de estas curvas: 


sn9 1 ѕеп20 


2 7 =1 > tan?0=1 > 
cos 9 ѕеп Ө cos“ Ө 


m _ 3л 


Oservando la figura vemos que D es unión de tres regiones r-simples: 


D =D¡UD, U D 3 
Luego, 


J| iere] шы ж ли 


Calculemos estas integrales separadamente: 


7/4 е sen 0] соѕ20 л/4 1 ѕеп Øf сов20 
1. [zas -Í | rrarao= | ЕЯ 10 
0 0 0 
D 


0 


_ л/4 | (17 eos? 0) 
J 


л/4 
sen Ө | 40 = EOS 0 —cos $ ө) sen e| аб 
3 со$°@ der dla 


л/4 


ES d = 2 (4241) 
9 15 


15 б 


3л/4 l/sen 0 3л/4 1 l/sen 9 
2. ПЕЕ -Í | rrdrd -| ЕЯ dO 
л/4 0 
D2 


л/4 0 


3л/4 1 1 1 л/4 
-Í E | dO -Í | соѕес?0 | d0 
24 13 sen?0 3 Јо 
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37/4 


ice Ө cot 0+21n] cosec Ó — cot 0 | 
31 2 2 7/4 


n ——— 
3 6 (42 -1) 3 6 
m sen 0] соѕ20 л 1 ѕеп af сов20 
3. Ih x? + y? dA -Í f aao | EJ 10 
31/14 0 
D3 


у? i pa ER 


37/4 0 


=| seo 0- see? d - 2 (2:1) 
15 9 15 


z/A4 


Finalmente, sumando las tres integrales calculadas tenemos: 


IEG + y? dA = (194/2 +4) + =и(2/2+3) 


PROBLEMA 3. | Volumen de un cono de helado. 


Hallar el volumen del sólido que está debajo de la esfera 


І ET 
xX +y +22 = а? y encima del cono z 24 x" + y 
Solución 
Hallemos la curva donde las dos superficies se intersecan. 
Para esto, se resuelve de manera simultánea las ecuaciones 
de las superficies. Reemplazado el valor de z de la segunda 
ecuación en la primera, obtenemos 


2 
езу (Гу) ==> 22 +20 d me yr E 


Esta curva, proyectada al plano XY es la 


к А А . a 
circunferencia con centro en el origen y radio T : 
2 


T А . a 
La ecuación polar de esta circunferencia es r= Ji А 
2 


El techo del sólido es la semiesfera 


2= Jay? = a-r? y el piso es el cono 2= 4 хуг =y, 
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Luego, "p. T a -r Ма -r о) панад 


Tomando en cuenta la simetría, tenemos: 


y- TAM Td а=? Ма -r в) папа 


2/2 в а/42 л/2 в а/у/з 
= af | У a? - r? rdrdó a | r^drd0 
0 0 0 0 


mi2 3 zí2 3 3 
| а aosi do = 8 a Bi 4a B 
ge d: 33.4 324242 345 


2za? 2za? ла? 
= = =, 
3 34/5 3 | ) 


ndr. y 
PROBLEMA 4. | Verificar que | e dx= Pa 
0 


Esta integral juega un papel importante en la teoría de 
probabilidades. 
Solución 


E 
Sea i | e^ dx. 
0 


Cambiando la variable de integración, 


MEO, 
I- | e" dy 
0 
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© © 22 a oo © (2 2 

-f | alw f | “as 
o (d o o (d о 

= | | PU ups I [eu , 
0 40 р 


donde R = [0, о) x [0, oc) 


Ahora cambiamos a coordenadas polares: 


л/2 © 2 7/2 © 2 
2 = SR 
I -| f e' rdrd0= | | e” rdr |dO 
0 0 0 0 
л/2 | b 2 л/2 | 12 b 
= Lim| e” rdr |40 = Lim|-—e" 10 
ý b y 6 Г 2 0 


Il 
_—, 
o 

З. 
S 
PS 
> E 
la 
88 
| 
t| 
a 
> 
юке 
E | 
A 
a 
Ф 

Il 
к—., 
o 

a 

S 

tm y 
© 
+ 

| 

== 
a 
Ф 

I 

| 
к—., 
© 

a 
N 
a 
D 
Il 
AJA 


PROBLEMAS PROPUESTOS 4.4 


En los problemas del 1 al 7 evaluar las integrales dobles indicadas, 
transformándolas a coordenadas polares. 


25.55 
1. [| е *")q4, donde D es el disco con centro en el origen y radio 1. 
D 
Rpta. (1-1/e)z 


2. Ih 1-x? - dA, Р={(х, y)/ 0<y<xV 1-x? , 0<x<1) 
D 


Rpta. n/6 
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1 І . 
3. Ia , donde D es la región en el primer cuadrante del círculo 
Orx" +y 


x +y €9entrey-0 e y=x Rpta. T 1n 2 


4. [|е ga. D-(( y)/ 0sys44-x! , 0<x<2) 


D 


Rpta. ELE +1а2-— | i)z 


1 1 А A 
5. [| 7344, donde D es la región en el primer cuadrante comprendida entre 
x +y 


las circunferencias x? + y?— 1, x? - y? - 9. Rpta. n 3 


6. [| y 9- x? — y? dA . D es la región encerrada por la circunferencia x? + y?- Зх = 0 


Rpta.97 


7. ПЕ D -l(x у)/ 1<x +y <9, qs <у< /зх} 
х 
р 


Rpta. 1216 


En los problemas del 8 al 13 evaluar las integrales iteradas indicadas, 
transformándolas a coordenadas polares. 


a 
a a^ —x e 2 P. E 
8. е“  dydx Rpta. аб -1) 
5/2 
Ф (a (e + y 2) dxdy Rpta. За 
ade x? 3 
10. | f (x? + y? )dydx Rpta. ла 
0 40 4 
1 x 1 
11. f, f Я Dd Rpta. dx 1 


12. | po sen ( х? +у 2) кау Rpta. 5 (1-сова?) 
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PER PCIE 
13. | f | In(1+ + y? Jdxdy Rpta. Z[(1+a)m(1+a?)-a? | 


En los problemas del 14 al 21, usar coordenadas polares para hallar el volumen 
del sólido indicado. 


14. El sólido delimitado por el cilindro x^ + y? = 16, el plano XY y el plano z = 4 - x 


Rpta. 647 
15. El sólido bajo el paraboloide 2 = x? + y? dentro del cilindro х? + y? = 4 y sobre el 
plano XY. Rpta. 8л 
16. El sólido que está dentro de la esfera x^ + у + 2? = 25 y dentro del cilindro 
xi + у” = 16. Rpta. Er 


17. El sólido que está dentro de la esfera x^ + y? + 2° = 25 y fuera del cilindro 
x + y! = 16. Sugerencia: Usar el resultado del problema 16. 


Rpta. 367 
18. El sólido que está dentro del elipsoide 9x? + 9y?+ z? = 36 y dentro del cilindro 
x ty =1. Кра. 4(8-34 3) 
19. El sólido que está dentro del elipsoide 9x? + 9y?+ z? = 36 y fuera del cilindro 
x ty. =1. Rpta. 34 3л 
20. El sólido que está dentro de la esfera x^ + у + 2? = 16 y dentro del cilindro 
64 4 
2 2 
x +у = 4х. Rpta. —| == 
› ра 9-3) 
2 y 2 
21. El sólido que está dentro del elipsoide — + —-+—- = 1 y dentro del cilindro 
a а c 
ПАЛ 2a?c 
x +y = ау. Rpta. (3л -4) 


22. Hallar el área de la región encerrada por las circunferencias r = 4 cos 0 y 
4 2 
r= ——sen Q Rpta. —|5z —64 3 


23. Hallar el área de la región del primer cuadrante encerrada por la circunferencia 
r=4sen Ө y lalemniscata 7% = 8 cos 0 


Rpta. 2+ 27/3 — 2 АЁ 
24. Hallar el área de la región del primer cuadrante que está dentro de la 
circunferencia r=4 sen Ө fuera de la lemniscata 1?=8c0s Q Sugerencia: 
Usar el resultado del problema anterior Rpta. 47/3 +2 x eem 
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oo oo 14 
25. Probar que | f ж ШЕЕ - 2 
213212 4 
0/50 (1+х ty ) 


[е A | dA 
Sugerencia | f ЗШЕ БЕБЕ. Lim 1[——. аопае 
0 o (1+2 «y? ке 2 2) 


Dx, y)/ x «y ка} 


SECCION 4.5 


APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DOBLES 


MASA DE UNA LAMINA 


En la sección 4.6 del capítulo 4 de nuestro texto de Cálculo Integral se estudió 
algunas aplicaciones de la integral simple para calcular los momentos y el centro de 
masa de una lámina homogénea. Recordemos que una lámina es homogénea si la 
densidad del material, que mide la masa por unidad de área, es constante. Ahora, 
las integrales dobles nos permitirá trabajar con láminas no homogéneas. 


Supongamos que tenemos una lámina no homogénea que ocupa una región D en el 
plano XY. La densidad la expresamos mediante una función, 5: D — К, a la que 
llamaremos función densidad y la definimos del modo siguiente: 


Sea (x, y) un punto de la región D. Tomamos un pequeño 
rectángulo con centro el punto (x, y) y de área АА. Si AM y (х, y) 
es la masa de esta porción de la lámina, entonces 


AM 
Il cpu 
Ax, y) Ай АИ 


De esta igualdad obtenemos la siguiente aproximación: 
AM = Ax, y)AA. 


Buscamos una fórmula que nos permita calcular la masa total de una lámina que 
ocupa una región D del plano XY, y que tiene una función de densidad continua 
Ó(x, y). En primer lugar establecemos que Ax, y) = 0 si (x, y) está fuera de D. Ahora 
encerramos la región mediante un rectángulo y lo subdividimos en rectángulos más 
pequeños del mismo tamaño, obteniendo una partición 


P=(R, К, R3, .. Ry } 
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En cada rectágunlo R; tomamos un punto (x , x). La siguiente suma es 


aproximación a la masa total 


м» Yos ot AA 
i-l 


Tomando límite cuando la norma de la partición va a 


M- Lim Sale X) S47 ПЕЕ 


121 0 


DEFINICION. | Masa de una lámina de densidad variable 
Si una lámina con función densidad continua ó (x, y), ocupa una 
región D del plano XY, entonces su masa total M está dada por 


м=|( б(х, y) dA 
D 


EJEMPLO 1. | Los vértices de una lámina triangular están en los puntos (0, 0), 
(a, 0) у (0, a), donde a > 0. La función densidad de la lámina es 
Ó (x, y) = xy. Hallar la masa total de la lámina. 


Solución 


La ecuación de la recta que pasa por los vértices (0, a) y 
(а, 0)esy-a- x. 


Ahora, 


M - {ге УИА = f f xy dydx 
o0 
D 


MOMENTOS Y CENTRO DE MASA 


Consideremos una partición de la región D ocupada por la lámina. Tomamos el 
rectángulo R; de área ЛА; . Suponemos que la masa AM; de este rectángulo está 


concentrada en un punto (x; yi) interior de R¡. Se tiene que: 
Momento de R; respecto al eje X = 


(y) АМ, = Cy) [6 (x;. y; ) M; | 


Momento de R; respecto al eje Y = 
(x) AM; = (x)[5(x,. у) 44, | 
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Tomando las sumas de Riemann у llevando la norma de la partición a 0 
obtenemos los momentos de la lámina respecto a los ejes X y Y que definimos a 
continuación. 


DEFINICION Momentos y centro de masa de una lámina de densidad variable 


Si una lámina, con una función densidad continua ó (x, y), ocupa 
una región D del plano XY, entonces 


1. El momento de la lámina respecto al eje X es 
M, = [| yó (x, y JA 
D 


2. El momento de la lámina respecto al eje Y es 


m= [есм 


3. El centro de masa de la lámina es el punto (x. ») tal que 


= - M, 
X = —À9 = 
M ШЕ 


OBSERVACION. | Si la lámina es homogénea, o sea si la función de densidad es 


constante, х, у) = k, entonces los valores de x y y son 


independientes de &x, y) =k y sólo dependen de la geometría 
de la región. En este caso, al punto (x. ») se le llama 


centroide de la región. 


EJEMPLO 2. | Hallar los momentos respecto a los ejes y el centro de masa de la 
lámina triangular del ejemplo 1. 


Solución 


1. М, = [oe y)d4 = ffe» dA= f | xy? dydx 
E E 0 Jo 
ESTE UC И E 
-f EI a] x(a x) 7 
0 0 
2. My = [| xó(x, y) dA = ПЕ аА = | | x^ ydydx 
0 Jo 
D D 


5 


1 2 9 794% 1 um 2 _а 
s. [xy | a == [| x (a-x) ea 
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| M ana 5' M a'/24 5' 
El centro de masa está en el punto (x. ») = Е а) 


EJEMPLO 3. | Una lámina ocupa la región del primer cuadrante encerrada por la 


circunferencia(x—a/2) + y? = a°. La densidad en un punto es 


proporcional a la distancia del punto al origen. Esto es, 


Ax, y) = ky x? + y? , Кез una constante. 
Hallar: 


1. M, la masa de la lámina. 
2. M;,el momento de masa respecto al eje X. 


3. M,, el momento de masa respecto al eje Y. 


4. (5 у), el centro de masa ӯ 
Solución r=a cos Ө 
Cambiamos a coordenadas polares. 
La ecuación en coordenadas polares de la circunferencia 
(x-a/2y +y =&@ es г=асоѕ 0 
1. Masa. 


л/2 acosO 
M= ffe у)а4 = ПЕ x! +y"dA= e [f varao- ef | таға 
0 0 
р р р 


acoso /2. 


л/2 Уз k 7/2 3 ка? л 
= | — d0- | (acos) 40 = — cos? 640 
"AE 3J, 3 


2. Momento de masa respecto al eje X. 


M, = [oe y) da = [beer dA- Е rdrdO 


л/2 acosQ ka? 7/2 ka’ 
= ef f rsenó drd0= £f (cos*9)seno а0= — 
0 б 4 Jo 20 
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3. Momento de masa respecto al eje Y. 


M, = EE у)аА= ПЕС dA- Е rdrdó 


л/2 acosQ 4 л/2 4 
-k ВРЕТ с ы | cado ce 
4 jJ, 15 


4. Centro de masa. 


(5) M, M, 2ka^/15 ka^/20 E x) 
X, — [кс с=т= л ЕЕ үү 
ЧОИ M 2да? 19° 2а? 19 5' 40 


DEFINCION. 


EJEMPLO 4. 


Solución 


aee [fmm 7 
Af е. 


MOMENTO DE INERCIA 


Si una lámina, con función densidad continua &x, y), ocupa una 
región D del plano XY, entonces 


1. El momento de inercia respecto al eje X es 


= ПЕС y da 


2. El momento de inercia respecto al eje Y es 


= [esa y )dA 


3. El momento de inercia respecto al origen o momento polar 
de inercia es 


h= Ife +y)5(x, y WA =1,+ 1, 
D 


Una lámina ocupa el cuadrado D de vértices (0, 0), (0, a), (a, 0), 
(a, a). La densidad en un punto Р = (x, y) es proporcional a la 
distancia de P al eje X. Esto es, ó(x, y) = ky, donde k es una 
constante positiva. Hallar los momentos de inercia respecto a los 
ejes y al origen. 
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DEFINICION. | Radio de giro 


51 una lámina tiene masa M y si sus momentos de inercia 


respecto a los ejes son Jy y ly, entonces 


= 1 
1. El radio de giro de la lámina respecto al eje X es у= m 
. . = 1 ' 
2. El radio de giro de la lámina respecto al eje Y es x= T 


EJEMPLO 5.| Hallar los radios de giro respecto al eje X y al eje Y de la lámina 
del ejemplo 4. 


Solución 


En primer lugar hallemos la masa de la lámina. 


m- |(в( ош fon = ous [1 Е 


Аһога, 
23 TT, | ва N42, sE. 3002. Ya, 
M jg 2 , M ka? /2 6 


APLICACIÓN A LAS PROBABILIDADES 


La presión arterial de una persona escogida al azar, el ingreso mensual de un 
individuo tomado al azar, la talla de un estudiante de cierta universidad, tomado al 
azar, son tres ejemplos de cantidades llamadas variables aleatorias continuas. El 
término “continua” es usado para indicar que los valores de las variables están 
situados en un intervalo de números reales. 


Trabajaremos con dos variables aleatorias X y Y, consideradas simultáneamente. 
Así, si X es la edad de un paciente de cierta clínica, tomado aleatoriamente, y si Y 
es el índice de colesterol del paciente, la probabilidad de que la edad del paciente 
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esté en el intervalo [25, 50] y que su colesterol esté en el intervalo [120, 200] se 
denota de dos maneras: 


P(25<X «50,120 x Y <200) o Р((Х, Y)eD), donde D = [25, 50]x [120, 200] 


DEFINICION. 


Sea X e Y dos variables aleatorias continuas. Se llama función 


de densidad conjunta de X y Y a una función z = f(x, y) de dos 
variables tal que: 


1. La probabilidad de que (X , У) esté en una región D es 
P((X,Y) eD)- ПКЕ y) dA 


2. f(x, y) 0 


3. foe y) dA — | . | А f(x, y)dydx = 1 
R2 a 


EJEMPLO 6.| La siguiente función es la función de densidad conjunta de las 
variables aleatorias X e Y 


Cxy, s10< x<5, 0<у<10 
f| 


0, enotros casos 
1. Hallar el valor de la constante C. 


2. Hallar Р(Х <3, Y 26) 


3. Hallar Р(Х 23) 
Solución 
1. Debemos tener que | | f (x, y)dydx = 1. 
Ahora, 


o po Sp 10 5 2110 
1 -Í f f(x, у)ауах = f | Cxy dydx — cÍ || dx 
en 0do0 


0 

? x? ? 1 

= soc | xdx= 50C|— | =625С > C= —. 

б 2 А 625 

Luego, 
1 
— ху, 510<х< 5, 0€ y x10 
fæ y) = 405% 4 

0, en otros casos 
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1 3 2710 1 3 
= x >| d= x[50-18] dx 
625), | 2 |, 625), 


3 2 3 
и. Анн E E С Hom 
625) 0 625| 2 А 625| 2 625 


© © 5 10 
1 1 
3. РХ>3) = —— ху dydx = —— ху dyd. 
( ) f. B 625" T9 f |, 625^ ч 


5 2 10 5 2 5 
= EN x £ ах = 20 хах= н 
625) , 2 б 625) , 625| 2 3 


DEFINICION. 


Sea X una variable aleatoria con función de densidad de 


EJEMPLO 7. 


probabilidad f(x) y sea Y otra variable aleatoria con función de 
densidad de probabilidad f(x). Se dice que X y Y son variables 
aleatorias independientes si su función de probabilidad conjunta 
f(x, y) es el producto de las funciones de densidad individuales. 
Esto es, 


Хх, y) 5AA). 


Se toma, aleatoriamente, un cliente de un supermercado particular. 
Sea X número de minutos que demora el cliente para meter en su 
carrito los productos que va a comprar y sea Y el número de 
minutos que el cliente debe esperar en la cola para pagar en la caja. 
Las funciones de densidad de X y Y son, respectivamente: 


1 . : г. y 
fi)» zm 4/30 six20 de Že 10 siy>0 
0, six«0 0, siy<0 


51 X y Y son variables aleatorias independientes, hallar 
a. La función de densidad conjunta de X y Y 


b. La probabilidad de que el tiempo total para que el cliente 
realice las dos tareas no exceda los 40 minutos. 


c. La probabilidad de que el tiempo total para que el cliente realice 
las dos tareas exceda los 40 minutos. 
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Solución 
(xe se"). six>0 y y>0 
a. fix, y) =A fo(x) =+\ 30 10 
0, el cualquier otro caso 
-l qum e? gx»0yy20 
— 4300 
0, el cualquier otro caso 


b. Buscamos la probabilidad de que X + Y < 40. 
Esto significa que buscamos la probabilidad de que 
el punto (x, y) esté en la región D del primer 
cuadrante encerrada por los ejes coordenados y la 
recta x + y - 40 


(Œ, Y) eD)- TUN y) da 


40-x 40 1 40 -x 
NEN e? e Ody ec e ES dx 
300 300 10% 


40 
E "eo - (40 - x)/ а= m [6*5 67 а 
30 30 
Е Р de - x30 15e [ sus = En 
30 30 30 0 30 0 
4 4 8/3 4 _4 
uet. 40/15 — 40/30 _ ee е 3 4 
deem perma 
soit xd ТОРГ ИС A 
PIE | E Fl 35 54 + 1 е 0.8773 


с. 1- P((X,Y) ер) «1- 0.8773 = 0.123 


DEFINICION. | Sean X y Y dos variables aleatorias y sea z = f (x, y) su función 


de densidad conjunta. Se llama media, esperanza o valor 
esperado respecto al eje X y al eje Y, respectivamente a: 


1. y= Ive y) dA 2. n [pre y) dA 
R2 к? 
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EJEMPLO 8. | Una fábrica produce lavadoras y neveras. Sea X el número de 
meses después de los cuales una nevera, escogida al azar, necesita 
ser reparada. Sea Y el número de meses después de los cuales una 
lavadora, escogida al azar, necesita ser reparada. X e Y son 
variables aleatorias independientes y sus funciones de densidad 
probabilísticas son, respectivamente, 


—0.02х . -0.03 
0.000€ "^, six20 i 


0, six<0 


0.03 e ,Siy20 


m= | A 


‚ f) = | 
La fábrica otorga 15 meses de garantía para la nevera y 12 meses 

para la lavadora. 

1. Hallar la función de densidad conjunta de Xe Y. 


2. Hallar la probabilidad de que un cliente que compró ambos 


aparatos, tomado al azar, necesite usar ambas garantías. 
Solución 


0.020 0,03% six>0 e y>0 


А en otro caso 


l. Хх, у) лод) > 
0.0006e 2008, six>0 e y20 


0, en otro caso 


Дх, y) = | 


15 12 
2.P(0 «X «15,0 <Y « 12) -Í f f(x, y)dydx 
0 0 


15 12 
= | | 0.00066 902x-0.03» dydy 
0 0 


15 12 
-0.02 | | [29% (-0.03)4y |e "Pax 
0 0 


15 dá 
0.02 | [ ы, ] g xay 
" 0 


15 


= (е 038-1) | e 9*?* (—0.02ах) 
Е. ( g 036 -i [ee] A 2 (293 -1)(е°? -1) 


х 0.07837 


Una variable aleatoria es normalmente distribuida si su función de densidad de 
probabilidad es de la forma 
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1 (x= 2/20? 
foo T e (х-и) 
ON 


27 


donde и es la media o esperanza y с es la desviación estándar. 


EJEMPLO 9. 


Una fábrica de vidrio produce láminas de cristal de 3 m de largo y 2 

m ancho. El largo X es normalmente distribuido con media 
ші = 3m y o; = 0.004m de desviación estándar. El ancho Y es 
normalmente distribuido con media y, = 2 т y o= 0.004 m de 
desviación estándar. Si X y Y son independientes, hallar 


1. La función de densidad conjunta 


2. La probabilidad de que una lámina escogida aleatoriamente, su 
largo y su ancho difieran de la media por menos de 0.004 m. 


Solución 
1. Como X y Y son normalmente distribuidas con medias 4¡=3 y u2=2 y 

desviaciones estándar o, = o» = 0.004, las funciones de densidad de X y Y, son 

respectivamente, 

1 -(x-3)? /2(0.004)2 —(у-2)? /2(0.004)? 
ло) =—— e Бе Á i 
2 0.0044 2z 0.004. 2л 
Luego, 


fes, y) =A00 fao) = 


1 ¿a 220.004)? 1 oy /2(0.004)? Edo 


0.0044 27 0.0044 27 
31250 - 31250| (x33 (y-2? 
fox, y) = ERU | | 


2. Usando Maple para calcular la integral, tenemos: 


3.004 2.004 
P(2.996 « X < 3.004, 1.996 « Y < 2.004) = | | f(x, y)dydx 
2.996 1.996 


3.004 2.004 
312 - 31250] |o- 3)2+ (y22) 12 
QE id e 31239 (o 0099117) 0.1164 
2.996 є 1.996 
PROBLEMAS RESUELTOS 4.5 
PROBLEMA 1.| Una lámina ocupa la región semicircular superior encerrada por la 


circunferencia x^ + y? = а? y el eje X. La densidad en un punto es 
proporcional al cuadrado de la distancia del punto al origen. Esto 


es, ox, у) = k(x? + y ) , k es una constante. 
Hallar: 
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- 


. M, la masa de la lámina. 


p» 


M, , el momento de masa respecto al eje X. 


3. My,el momento de masa respecto al eje Y. 


4. (x. у), el centro de masa 


Solución 


1. Masa: las y) dA= [pea 
l" 
У. [= 1А Ez dO 
ал 
E e do- * 
Ж y) ) dA Jj (х 224 ) as ER rsenà r° rdrdO 


5 
zi |. r^senÓ атаб = aj ѕепӨ d0 = E сө] = Y 


5 
Luego, 
» AM S ic ME _ 8a 
M 5 4 5л 
3. х= 0, ya que tanto Іа región сото la densidad de la lámina son simétricas respecto 
al eje Y. 
е 8а 
4. El centro de masa de la lámina es (x. y)= 0, — 
5л 


PROBLEMA 2. | Una lámina homogénea con densidad х, y) = 1 ocupa el anillo 


encerrado por las circunferencias de centro en origen y de radios a 
y b, siendo a « b. Hallar 


1. Jo, el momento de inercia respecto al origen. 
2. Ix, el momento de inercia respecto al eje X. 


3. 1, el momento de inercia respecto al eje Y. 
Solución 


1. h= MS y) 4А - ff (e)a 
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27 b 1 27 » 
d f ui! (»* а%)аө = Z (bf а) 
2 
к= J^» ó( x, y) zli dA = f | r?sen?0 rdrdO 


44 Rz 4 4 p27,_ 
Еа -[ ѕеп20 do = P —9- | е 48 - —(ь%-а*) 
4 J, йш 5 4 


3. ly-h- I - EP a*) - £(* е n a^) 


Una lámina ocupa la región encerrada por la cardiode 


PROBLEMA 3. 


r = a(1 + cose). 
La densidad de la lámina es Ax, y) = y х? y? = ү. 
Hallar: 
1. M, la masa de la lámina. 
2. M,, el momento de masa respecto al eje Y. 


3. (х, у), el centro de masa. 


Solución y 
r=a(1 + соѕ0) 


л а(1+соѕ0) 
М = (Ке yA = of f rrdrdO 
0 0 
D 


а(1+соѕ0) P. 
f, E Ji dps E (1+ cos) 20 
3 Jo 


M 1+3cos 4 3cos? 0 + cos? 640 


3 
КЕ 2° f7. 3 
L + 2а? LL 2a? cos” 040 + E cos” 0dO 
0 0 


л  а(1+со$0@) 
Му = [ xó(x, y) dA= of f гсоѕ Ө rrdrd0 
0 0 
р 
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л е a(l+cosO) л E а(1+соѕ 0) 
-2f f г? cos drd0 = of B cos 0 dÓ 
0 Jo „|4 
0 


(1+ соз oy cos d0 


4 4 
(cos 0 4 cos? 0 + 6cos? 0+ 4с05* 0 + cos? 6) 10 = ла 
0 


- М, _ 7ла*/4_ 21а 
x= = 3 == 
M 5za |3 20 


y- 0, ya que tanto la región como la densidad de la lámina son simétricas 
respecto al eje X. 


Luego, (x, y) = E o) 


PROBLEMAS PROPUESTOS 4.5 


En los problemas del 1 al 10 hallar la masa y el centro de masa de la lámina 
que ocupa la región D y que tiene la función densidad $ indicada. 


1. Del у)/ 0<х<Яа, 0<уха}, Ó(x, у) =х+у 

Кра. М= а, (x, у) = (74/12, 7a/12) 
2. Del triángulo con vértices (0, 0), (0, 3) у (2, 3), (x, у) = х+у 

Кра. M-8, (x, у) = (13/16, 9/4) 
3. D- {(х, у) / 0 <у < ѕепх, 0<х<л}, (х, у) =x+y 

Кра. М = t (x. у)= (2/2, 16/92) 
4. D= 0 y)/ 0O<y< ud ts 0<х<а}, б(х,у)=ху 

E 

8 
5. р= {(х, y)/0<y<4-x, -2<x<2}, Ó(x, у) =y 


Кра. M= =, (x, y)= (8a/15, 8a/15) 


_ 256 = A 
Rpta. М = {5 D y)= (0, 16/7) 


AR 


6. D=[( )/ 0<у< 5, 1«x«4), доу) 


X 
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ра. М =30, (x, y) (14/5, 4/5) 


7. Des la región semicircular? + y! <а?, y 2 0, (х,у) = ky х? + у? 
лкаў = 
3 (x. у)= (0, 34/27) 


Rpta. M — 


8. Des la región encerrada por Мх + y </a,x=0,y=0, Ó(x, y) = xy 
4 
Е Mac 
, (х, y)= (24/9, 2a /9 
x0" Dd 
2 
9. Des la región encerrada por у= e* , x=-1,x=1,y=0. х, у) = | xy l. 


Rpta. M= a (х, y) = (o, 4(e? +е+1)/9е(е+1)) 
е 


10. D es la región dentro de la circunferencia r = 2acosO0 y fuera de la 


circunferencia "= а. Ax, у) = х 
34 3+8% = 7, (334/3 +367 
л ж O EEES 
12 12434 32z 


En los problemas del 11 al 15, hallar Ix , Iy y 1, los momentos de inercia 
respecto al eje X, al eje Y y al origen, respectivamente, de la lamina que ocupa la 


región D y que tiene la función densidad б indicada. 


11. D es el semicírculo superior determinado por x? + у= а, у= 0; (x, y) = y. 


4 5 2 5 2 5 
Rpta: = —a' , Ij; = —a', = =а 
dE AE NO AE QNM 
12. D es la región encerrada por у= x), у= 4; Ax, у) = | х | : 
2 224 
Кріа: І, = 64, I= à , h= 2 
3 3 
13. Des la región encerrada por la circunferencia r= а; &x, y) =r”. 
Rpta: L= = 2 =, ау 2d. ied 
"^ n+4 n+4 


14. Des Іа región encerrada por у= Ух , X74; х, у) = х+у. 
368 544 _ 4912 


Roue me e =н. у 
E A a ga Б E 


15. Des la región encerrada por |> | + | y | =1; dx, y)=1. 
1 1 2 

Rpta: 1, ‚1, d : 

CE M EC 


En los problemas del 16 al 19 hallar y А el radio de giro respecto al eje Х; x, el 
radio de giro respecto al eje Y, de la lámina que ocupa la región D y que tiene la 


función densidad $ indicada. 
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16. Des el semicírculo superior determinado por x^ + у= а?, у= 0; Ях, y) = y. 


М5 - 10 


Rpta: s А 
р 5 y 


5 
17. Des el rectángulo de vértices (0, 0), (b, 0), (0, A), (b, А); Ax, у) = 1. 
=_ A3 =_ b3 
Rpía: х= —— , = 
i 3 ЕХ 
18. D es Іа región encerrada por у= x^, у= Мх, х=4; Ó(x, у) = x. 
PINE E EE NO 
e Rua 
19. D es la región encerrada рог y = ѕеп х, у= 0, х= 0, х= m ДХ, y) = y. 
= 242-3 = 3 
Ера: x= : = > 
5 6 pm 


20. La función de densidad conjunta de las variables aleatorias X e Y es 


Cx(1-2y), s10< xxl, 0<y<2 


0, en otros casos 


Дх, y) = l 


a. Hallar el valor de la constante C. 
b. Hallar P(X > 1/2, Y <1) 


c. Hallar P(X+ Y< 1) 
Rpta: a. C= 1/3, b. 1/4, c. 1/12 


21. Se toma, aleatoriamente, un paciente de un médico particular. Sea X número de 
minutos que espera el paciente su turno en el consultorio y sea Y el número de 
de minutos que el médico examina al paciente. Las funciones de densidad de X 
y Y son, respectivamente: 
l x60 у; Ics 
YES 0 ipm doe 30s Е 
0, six<0 0, siy<0 
Si X y Y son variables aleatorias independientes, hallar 
a. La función de densidad conjunta de X y Y. 
b. La probabilidad de que el tiempo total para que el paciente lleve a cabo las 
dos tareas no exceda una hora (60 minutos). 
c. La probabilidad de que el tiempo total para que el paciente lleve a cabo las 


dos tareas exceda una hora. 
¿0 e? six>0 y y>0 
Rpta: a. 41,800 b. 0.60353 c. 0.39647 


0, el cualquier otro caso 
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22. Una fábrica de productos eléctricos produce un tipo de bombillos. Sea X 1а 
variable aleatoria que representa, en horas, la vida promedio de un bombillo. La 


l —у/500 
función de densidad de X es f(x) = < 5000 ° 
0, six<0 


,Six20 


a. A una lámpara, que usa dos bombillos, se le coloca dos bombillos de la fábrica 
mencionada. Hallar la probabilidad de que ambos bombillos no duren más de 
500 horas. 

b. Otra lámpara, que usa sólo un bombillo, se le coloca un bombillo de la 
fábrica mencionada. A este bombillo, después que se quema, se lo cambiará 
por otro de mismo tipo. Hallar la probabilidad de que ambos bombillos no 
duren más de 500 horas. 

Rpta: a. 0.3996 c. 0.2642 


SECCION 4.6 


AREA DE UNA SUPERFICIE 


En primer lugar, obtendremos una fórmula para calcular el área de una superficie 
paramétrica. A partir de esta fórmula deduciremos fácilmente otra fórmula para 
calcular el área de una superficie de la forma z = f(x, y). 


Sea S una superficie parametrizada por la función У 
г: D>R?, 
ги, v) = x(u, V) yu, V)j + z(u, УК, р 
donde D es una región del plano UV. 


Tomamos una partición de la región D en 
rectángulos Ау, №, R5, . . . Ry... R, cada uno 0 
con dimensiones Au y Av. Consideremos un U 
rectángulo cualquiera, digamos el rectángulo A. 


Z 
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Sea (uj, ук) la esquina inferior izquierda del rectángulo Ёк. Sea 5; = r(R,) la 
imagen de А; mediante la función г. S, es parte de la superficie S, donde el punto 
Po =r (uz, vy) es uno de sus vértices. 


Hallemos una aproximación de la longitud de los lados BB y BP, de S, El 


lado BB es descrito por la curva 


Aus, иһ + Au] > Sk, ME =r (urt t, vg) 


cuya derivada es 41) = Z (ик +t, vy) = r, (up +t, ур). Luego 
u 


UL +Au 
Longitud de 5А = | x0 at а) 
“k 
El teorema del valor medio para integrales nos dice que 


EI 


| 200 [а= | 2X9 | Au=| 


г, (ик +c, v, )| Au, donde 0<c<Au (2) 


"k 


Si Au es pequeño, podemos tomar c = 0 y así, tomando en cuenta las igualdades 
(1) y (2), obtenemos la siguiente aproximación 


Longitud de BR R | 


г, (и, vy) | Au (3) 
Similarmente, 


Longitud de RP, Ы | 


г. (ue v,) | Ay — (5 
Tomemos los vectores 
а= г, (uj, v;) Au y b= г, (up, у) Av 


Sea T, el paralelogramo con vértice Py y de lados los vectores а y b. Este 
paralelogramo está en el plano tangente a la superficie S en el punto Po, 


Tenemos que 


Area (Ту) = [а хь |= | 


Si el rectángulo А; es suficientemente pequeño, el área de la porción de superficie 
Sk es aproximada por el área del paralelogramo 7; esto es 


r, (и. v, )Au xr, (uz, y, ) Av | 


r, (ик, v4) Xr, (uj, v, )| ^u Av 


Area(S, ) = Area(T; ) = | 


г, (uj, v) XT, (ug, v, ) Ли Лу 
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Ahora, sumando sobre todos los rectángulos de la partición: 


Area(S ) = Y. Area(S,) = Y Arca(T,) «| 
ка k=l ка 


г, (и, v) X r, (ир, v,)| AuAv 


Nótese que la última sumatoria es la suma de Riemann de la función | г, Хх г, | 


sobre la región D. Si tomamos el límite de esta suma de Riemann cuando la norma 
de la partición tiende a 0, obtenemos una integral doble que expresa el área de la 
superficie. De este modo resulta justificada la siguiente definición 


DEFINICION. | Sea S una superficie paramétrica suave dada por la función 


г(и, v) = х(и, và + y(u, v)j + z(u, v)k 


definida sobre una región D del plano UV. Si cada punto de S 
corresponde exactamente a un punto del dominio D, entonces el 


área de S es 
4®- || |е рал 
D 


donde pat + ar ri, poa + К с 
ди ди ди ду ду ду 


EJEMPLO 1. | Probar que el área de la esfera de radio a es 4ra’ 


Solución 


Sabemos que una representación paramétrica de la esfera 
con centro en el origen y de radio a es 


r=(asen ¿cos O, asen ф sen 0, z-acos à) 


condominio D-((2,0)| 0<4 <50<0 <2л7} 


Tenemos que 
r¿=(a cos @ cos 0, a cos ф sen Ө, —a sen ф ) 
ry=(-a sen ф sen 0, asen ø cos 0, 0 ) 
1 ] k 
гух rọ=| acosøcos®  acosósenOÓ —aseng 


—a sen ф sen Ө asen ф cos Ө 0 


= а2ѕеп2ф cos 0i + a'sen?j sen 0j + asen фсоѕ y k 
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cA d 2 doc 2 4.2 2 
|х | = а sen ф соѕ Ө +а зеп ф sen"Ü +а sen $ cos ф 


= V а“ѕеп“ф + аёѕеп2ф соѕ2ф = V а“ѕеп2ф = sen ф 


Аһога, 


|| ry x rg| a4 - | HE а song agao = a? f p? cos ghad 


= 2a? | o | = 4да? 


AREA DE SUPERFICIES DE LA FORMA z - f(x, y) 


TEOREMA 4.8 | Sea z= fx, у), (х, у)є D, una función que tiene sus derivadas 
parciales continuas. S1 S es la superficie descrita por el gráfico de 
la función, entonces 


2 
A(S)= ji 1+ (2) Ош: е 1+ (2) ЕВ dA О 
дх ду 


Беш. 


En términos de ecuaciones paramétricas, la superficie $ es descrita por 
х=х, у=у, z=fx,y).O bien r= (x, y, f(x,y)) 
д 
Tenemos: «(i 0, Y ) t= (o y, Y ) 


Ox ду 
i j k 
pope qoe жыр ну р ль 
iS Ox Ox Oy 
EE 
6y 
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of. 
A(S)= po (2) J-(£] « 


EJEMPLO 2. | Hallar el área de la porción S del paraboloide 2 = х? + y? debajo del 
plano 2 = 4. 


Solución 


La proyección de esta superficie sobre el plano XY 
es el circulo D: x? +y? <4 


2 2 
йде | NORGP 
Ox Oy 
D 
y) 1+ Ax? e Ay? dA 


Pasando a coordenadas polares: 


27 ^2 27 213/2 72 3/2 p27 
a- f f V 1+4? татаө - | = ) | gga -f do 
0 0 0 0 


12 


3/2 
7 


— (Ол) E Uu 1) 


AREA DE SUPERFICIES DE LA FORMA y = f(x, z) ó х = Ќу, 2) 


Si la función f está expresada en la forma y=fX(x,2) ó х= Ду, z), siguiendo los 
mismos pasos que en teorema anterior se llega a los siguiente resultados. 


1. Sea y = fx, 2), (х, 2)є D, una función que tiene sus derivadas parciales 
continuas. S1 S es la superficie descrita por el gráfico de la función, entonces 


2 2 
A(S) = | i (2) (Y dA Q) 
Ox 


2. Sea х = Ќу, 2), (y, z)e D, una función que tiene sus derivadas parciales continuas. 
Si S es la superficie descrita por el gráfico de la función, entonces 
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а) дх d 
A(S) = E Е EJ dA (3) 


EJEMPLO 3.| Sea S la parte del cilindro x^ + y? = 9 que está en el primer octante 
y debajo del plano z — y. Hallar el área de S. 


Solución 
La superficie S es parte del cilindro x^ + y? = 9. 


De esta ecuación despejamos y: 


9-x? 


La superficie 5 puede ser descrita como gráfico 
de у= y g^. 


Luego, podemos recurrir a la fórmula (2). 


Las derivadas parciales de y = ү 9—x? son 


Hallemos la intersección del cilindro x^ + y? = 9 con el plano z = y. 
хх +y =9 y у=2% X+? =9 


Luego, la proyección de esta intersección sobre el plano XZ es la circunferencia 
x?’ +z°=9 y la proyección de la superficie S sobre este plano es 


р={(,2)| 0<z2<V 9-1, 0<х<3} 


Ahora, 


A(S) = " (2) (2) dA -ff 1+ "SE, dA 
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EJEMPLO 4. | Hallar el área de la superficie S del ejemplo anterior usando la 
fórmula (3). 


Solución 
En la ecuación x^ + y? = 9 del cilindro despejamos x: 


Consideramos а 5 como gráfico de la función 


Tenemos: 
Ox =y Ox 


ду |9— у? Oz 
La proyección de la superficie S sobre el plano 
YZ es la siguiente región triangular: 
D=Í(,2)| 0<z<y, 0<y<3) 


Ahora, de acuerdo a la fórmula (3): 


AG) Je BEHI = | 1+ o dA 


y 


3 y 3 
3 : 1 1 
= dA = f f dzdy zl H dy 
IH 0 gx 9 y oJ 9-y? 0 
D 


3 


ЕКЕ fenem ЯЕ 


PROBLEMAS RESUELTOS 4.6 


PROBLEMA 1. | Hallar el área de la parte del helicoide 


S: r(r,0) = (r cos 0, rsen 0, 0), 0<r<1, 0<0<47 
Solución 


Sea D=[(r, 9| 0<r <1, 0€ 0 <47} 
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Tenemos que 


r,=(cos 0, sen 0, 0),  ry=(=r sen Ө, r cos 0, 1) 
1 ] k 
rxrg-| cos seng 0 
-r sen rcoso 1 


= (sen 0, —cos 0, r ) 


| rx nl = ¿sen oy +(—cos ay +r = үр +1 
Luego, 


47 1 
А(8) = || |r. х 5 || d4 = f [КЕ 
0 0 
4 E Jr d jn 
g l2 


|] 46- 27 (V2 «(re V2) ) 


PROBLEMA 2. | Sea 5 la porción de la superficie esférica 


x + y -z'-q! entre los planos 
z=b y z=cC,0<b<c 
Probar que el área de S es 


A(S) = 2na(c — Б) 


Solución. 


El plano z = c corta a la superficie esférica 
formando una circunferencia de radio 


r2 
21.2 
ROMA (de 
El plano z = ЁБ corta а la superficie esférica formando 
una circunferencia de radio YY 


n= y a? -b° 


Y 


Sea D la proyección de S sobre el plano XY. D es el 
anillo encerrado por las circunferencias 


xbzxyi- № y х2+)2= r2 


Esto es, 
D= (5) <x quy <= ((1,0)/n <<, 0<0<2л) 
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Por otro lado, la ecuación de la semiesfera superior es z= y арыу" 
2 2 
A(S) = [E] E dA 
\ ӧх) Loy 

р 

с a d 
= 1+ ns + == dA 

\ J а2—х?-у? al? y? 
D 


rdrd 0 


" 27 n 1 
2 da= af | iae 
PE 0 j [а2 р? 
р 


= а jas а(с-Ь) " q0- 2za(c-b) 
| | 


0 


2 


PROBLEMA 3.| Construimos la superficie S uniendo la parte del cilindro x? + z 
= а? situada dentro del cilindro x? + y? = a? con la parte de este 
último cilindro que está dentro del primero. Hallar el área de S. 


Solución 


La superficie indicada se compone de ocho partes 
de igual área, una en cada octante. La primera figura 
muestra la parte situada en el primer octante. Esta 
parte, a su vez, se compone de dos subpartes de igual 
área, la parte sombreada que corresponde al cilindro 
horizontal y la parte rayada, que corresponde al 
cilindro vertical. Si Sj es la parte sombreada, 
entonces 

A(S) = 16A(S) 
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Ahora calculamos el área de 5. Observemos la 
segunda figura. Sı se proyecta, en el plano XY, sobre 
un cuadrante del círculo x? + y? < а>. 


Despejamos z en el cilindro x? + z? = а: 


2= ү а? –х? derivando 
Oz _ =% l 02 _ 0 
Ox du at du at y? д 
E 
A(S) = / + BE 


4 ы 2 E a E =a 
0 uox Шу 0 0 


En consecuencia, 
A(S) = 16А(5\) = 16a? 


PROBLEMA 4. | Hallar el área de la porción del cono z?=x?+ у? que está arriba 
del plano XY y en el interior del cilindro x? + y? = 2ay. 


Solución 
Tenemos que 


xi-y-22ay Ox + (у- а? = а? E 


Sea S la porción del cono indicado. La 
proyección de S sobre el plano XY es el círculo 
encerrado por la circunferencia 


ж + у” = 2ау €x *(y-ay-a 
Sea D=4(x, y) | x *(y-ay «ad 


= 16.»)| -y 2ay- y? £x <y 2ay- y? , 0<y<2a) 


224142 


Derivando respecto a x: бә Сз =2x > ELA 
Ox Ox z 


Tomemos la ecuación del cono z 
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Derivando respecto a y: 2z = =2y > са 

ду Oy z 

2 2 2 2 

ASNO 
Ox Oy 2 2 
D a 
И Z tX +y LES vz 

E 


0 


2a ү 2ay-y? 2a [ m 2 
-2f 1 Үз а= M] ES Y dy 
0 0 0 


2a Е 2 2 

= 3| y 2ay у?ау= aa 2ay y? ÉS sen (2 3 
0 

=V 274? 


PROBLEMA 5. | Area de la bóveda de Viviani 


Se llama bóveda de Viviani a 
la superficie S que es la porción 
de la semiesfera 


Py +22 = а, 220 
que está dentro del cilindro 
ж№+у=ах, а> 0 


Hallar el área де 5. 


Solución 


2 2 
Y + у = ах ә(х-&| +)? -(5) . Luego, la intersección del plano 


coordenado z= 0 con el cilindro es la circunferencia 


(х-а/2) +y = (а/2)?. 
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S es el gráfico de z = a? -x° — y? con dominio el 


círculo: 
D:(x-a/2Y + y? <(a/2y 


En coordenadas polares: 


(x-a/2y + y? <(a/2y =>?+у'<ах=> 


=> ?<аксоз@ — r&acos Ө 
Esto es, 


p-|t:. 0)/0<r<acos0, -Esost) 


Tenemos que: 


iG ее и-ди 
Ox ду -x-y -x-y еу 


Luego, pasando a coordenadas polares: 


т/2 acosQ 
a 1 
Атеа(5) = аА = а —=———= rdrd0 
ls -1/128) 0 ar? 
D 
л/2 7/12 
асоѕ 0 
= -а | =r | d0 =a fa- a? -aè соў ө |40 
0 
-z/2 -л/2 
712 7/2 
= а? ( 1-| sen 8 |)4Ө0=а?лт- a? | sen 0 |40 
-л/2 -л/2 
жї? л/2 
=а?лт-— 2а? sen 0 40 = a? z— x E = a? (x -2) 
0 


0 


PROBLEMA 6.| Area del cilindro de la bóveda de Viviani 


Sea S la parte del cilindro 
xit у? = ax, a 0, 


que está dentro de la semiesfera 


2 2 LD 2 
. xtytz-dq,zzz0. X С 
Solución 
Y 
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5 es unión de dos superficies de igual área: 51, la parte de 5 que está delante del 
plano XZ y S», la parte que está detrás. 


А I d m 2 2 
La intersección de Іа semiesfera х2 + y? +2 = a?,z>0 yel cilindro x^^ y? = ax 
es la curva: 


C: ax + Z = а?. О, despejando, z = y a? —ax 
S, es la gráfica de x? + y^ = ax, y > 0. O, despejando, 51 


es la gráfica de la función y ^X ax—x? , con dominio 
р= | (х, z)/ o <2<4 а? -ax | 


Tenemos que: 


O a 97 = 


Luego, 


me (2) (2 м = aff - = аА 


T.I, ums 
- [| 3a ent di a — 
ad a|[ 2 x | = 


N 


¿SABIAS ОСЕ... 


En el año 1692, el matemático Vincenzo Viviani (1622-1703), discípulo de 
Torricelli y Galieo, planteó el siguiente problema, que se llama el problema de la 
bóveda de Viviani.: 


¿Cómo cortar, de una bóveda semiesférica cuatro 
ventanas de tal manera que el área de la superficie 
que quede sea cuadrable (pueda calcularse el valor 
exacto)? 


El mismo Viviani presentó la solución de su problema. La solución consiste el 
cortar una ventana de la semiesfera con un cilindro, como se vio en el problema 
resuelto 5 anterior. 
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PROBLEMA 7.| En ejemplo 6 de la sección 4.5 de nuestro texto de Cálculo 
Integral se determinó que el área del toro 


(x-b?+y=a?, 0«a«b 


es А = 4л аЬ. Comprobar este 
resultado calculando el área 
del toro usando la 
parametrización: 


r(9, w)=(b+acos y )cos 0 i + (b+acos y )sen 0 j 
+ aseny Кк, 0<0<2x 0<yws<2x 


Solución 


ro(0, v) = — (b + a соз y ) sen @ 1 + (b+acos y )cos 0 j 


r,(Q v) =- asen y cos 8i — a sen y sen 0 ј +асоѕу k 


1 ] k 
r9xr,=| -(b+a cos y)sen Ө (ba cos yw)cos Ө 0 
ү 
—а sen y cos 0 —а sen y sen O a cos y 


= a(b + а cos y )[cos Ocos vi + sen 0cos yj + sen yk] 


| [PES r |= a(b + a cos у) 


Sea D-((0y)/0x08x2m 0<у<2лт} 
Ahora, 


A -ff | r x г, | аА = ПЕЕ cos y) dA 
D D 


27 2л 
= af f (b+a cos v )d0dv = 2ra|by +a sen y] 22 = Arab 
o Jo 


PROBLEMA 8. | Area de una superficie de revolución 


Sea Sla superficie de revolución que se obtiene al girar la curva 
x= fz), Az) > 0. а < 2 < b, alrededor del eje Z. Probar que 


2л b 
A(S) = f f SEN 1 + [7 O dao 
0 a 
Solución 


Una parametrización para $ es 
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г(0 2) = Ҳо) cos 01 +z) sen Oj +zk, a<z<b, 0<0<27 
ro(0,z) = – Az) sen 0i + Қ) cos Oj+0k 
r(0,2)= f (z) cos 01 + f (z) sen Oj+ k 
1 ] К 
гох г. = -f(z)senO  f(z)cos0 0 
f'(z)cos0 f'(z)snO 1 


= f(z)cos Oi + f(z) sen 0j —f(z) (2) К 


| rox т. = Әү [Әр 
siD=((0,2)/0<0<2x, a<z <b, entonces 


2л b 
A(S) = f f SEN 1+[/'(@] «ae 
0 а 


OBSERVACION. | La fórmula anterior es del mismo tipo y complementa las 
fórmulas de superficies de revolución obtenidas en la sección 
4.5 de nuestro texto de Cálculo Integral. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 4.6 


1. Hallar el área de la parte del plano 3x + 4y + 6z = 12 que está en el primer octante. 


Rpta. 4 61 


2. Hallar el área de la parte del plano x + y  z = 6 que está en el interior del cilindro 


xX +y =16 Ера. 324 3л 
3. Hallar el área de la parte del plano 2x + 2y + 2 = 8 que está en el interior del 
2 3 
cilindro elíptico E + Я =1 Rpta. 127 


4. Hallar el área de la parte del paraboloide z = 4 — x? — y? que está sobre el plano 
7 (4123/2 
XY. Rpta. A -1) 
5. Sea S la superficie que se obtiene cortando el cilindro x^ + y? = 16 con el plano 
2=х y que está en el primer octante. Hallar el área de S. Rpta. 16 


6. Hallar el área de la parte del plano 2х + 2y + z = 6 que está dentro del cilindro 
x+y =1. Вріа. Зл 
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7. Hallar el área de la parte del cono x? + y? = z? que está sobre el triángulo del 
plano XY formado porx=0,y=1,y=x. Rpta. 42/2 


8. Hallar el área de la parte de la esfera x^ + y? + 2° = а? que está dentro del cilindro 


xy! = ax. Rpta. Зал |а -y a? -b° ) 


9. Hallar el área de la parte de la esfera x^-- y? + 2” = а? que está dentro del cilindro 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


xit y! = ax. Rpta. 2a? (x 2) 

Hallar el área de la parte de la esfera х? + y? + z? = 4z que está dentro del 
paraboloide z — х? + y?. Rpta. Ал 

Hallar el área de la parte del paraboloide 2 = x^ + y” que está dentro de 
la esfera x^ +y? + 22 = 4z. Rpta. ZU 13 -1) 

Hallar el área de la parte de la esfera х? + y? + z? = 4y que está dentro de una hoja 
del cono х2+ 22 = y. Rpta. 8л 


Probar que el área de la parte de la superficie x^ + y? + 2° = a? que está entre los 
planos z=b y z=ces A-2mah, donde O<b<c<a y h=c-b 
Sugerencia: Ver el problema resuelto 1. 


Hallar el área de la parte del plano Жыр A + ®=1 comprendida entre los planos 


a с 


1 
coordenados. Rpta PN а?Ь? + a? c? +Ь?с” 


Hallar el área de la parte de la silla de montar z = x? – y? que está dentro del 


cilindro x 4 y? - 4 Rpta AUA 17-1) 
Hallar el área de la parte de la silla de montar 2 = x y que está dentro del 
cilindro x? * y? - 1 Rpta (2 -1) 
Hallar el área de la porción del cono 3x? = у + 2” que está al frente del plano YZ 
0 ES л 
y en el interior del cilindro y? + 2° = 4y. Rpta —— 
8/3 

Hallar el área de la porción del cono 422 = х? + y? que está sobre el plano XY y 
en el interior del cilindro (x 1)? + y? = I. Rpta V 5л 

Hallar el área de la porción del paraboloide z = 8 — х? — y? comprendida entre los 

2 
conos x? +y = 722, x +y я ‚ 2> 0. Rpta E (29 29 -174 17 ) 
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20. Hallar el área de la porción de la superficie esférica x^ + y? + 22 = a? que está 
2 2 
is : b 
dentro cilindro elíptico L F = =1 Rpta 8а? sen” (4) 
a b а 
21. Hallar el área de la porción del paraboloide 
r(u, у) = и cos vi + usen vj +uk, 1<u<3, 0<v<27 


Rpta PIITAN ) 


22. Hallar el área de la porción del cono 
r(u, у) = au cos vi + au sen vj+uk, 0<u<3, 0O<v<2x 


Rpta Э9алу 1+а? 


23. Probar que el área lateral del cilindro х? +2 =, 0 <у<леѕ A = 2л. 
Sugerencia: Aplicar la fórmula del problema resuelto 6. 


SECCION 4.7 


INTEGRALES TRIPLES 


INTEGRALES TRIPLES EN CAJAS RECTANGULARES 


Seguimos el mismo esquema que en la integral doble. En primer lugar 
consideramos funciones Яе tres variables, f (x, y, 2), definidas en un 
paralelepípedo (caja rectangular): 


О = [a,b] x [c, d] x [r, s] = ( G5», 2)/a<x<b, c<y<d, r<z<s} 


Buscamos definir la integral I f(x, y, z)dV . 
Q 


Tomamos una partición де [a, b] formada por m subintervalos [xi-ı, х], una 
partición de [c, d] formada por n subintervalos [y;-1, yj] y una partición de [r, 5] 
formada por q subintervalos [zx-¡, zx]. Con estas tres particiones construimos la 
siguiente partición 2 del paralelepípedo O, formada por los siguientes № = mnq 
paralelepípedos de la forma [x;-1,x,]1x [у;-1, y] x r zd. 2 
a los que numeramos en algún orden y tenemos 
la partición $0: 


9-19. 0,03... Qu } Y 


Definimos la norma de esta partición 2 X 
como el nümero 
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| [2) | = La máxima longitud de las diagonales 
de los subparalelepípedos. 


En cada uno de estos subparalelepípedos Oz 


. * * 
tomamos un punto cualquiera (х NU ) , 


El volumen de este subparalelepípedo es 


AV, = Ах х Дурх Агу. 


N 
Con estos elementos formamos la suma de Riemann > ДО, уу, ZL) АЙ 


К=1 


DEFINICION. | La integral triple de la función f: О — R sobre O es el número 


N 
I Роу, дау = Lim УО, yp zi) AV, 
^ |1120 4 


en el supuesto de que el límite exista, еп cuyo caso se dice que la 
función f es integrable sobre O. 


Se prueba que si f: O > R. es continua, entonces f es integrable sobre О. 


Aunque hay funciones no continuas que son integrables, la gran mayoría de 
ejemplos que aquí veremos caen dentro del caso continuo. 


Como es de esperar, para el cómputo de integrales triples se cuenta con las 
integrales iteradas, como indica en siguiente teorema del cual omitimos su 
demostración. 


TEOREMA 4. 9| Teorema de Fubini para cajas rectangulares 


Si f es continua en el paralelepípedo O = [a, b ] x [c, d] x [r, s], 
entonces 


5 а b 
[| f(x,y, z)dV = f | | f(x, y, z dxdydz 
Q r c a 


Además, la integral iterada de la derecha puede sustituirse por 
cualquiera de las otras cinco integrales iteradas que resultan de 
modificar el orden de integración. 


Los posibles seis órdenes de integración que se insinúa en el teorema anterior son: 


dxdydz, ахағау, dydxdz, dydzdx, dzdxdy, dzdydx 
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EJEMPLO 1.| Evaluar ПЕ ‚ donde О es es Іа caja rectangular 


O=4(,y,2)/0<x<2, 1<y<3,0<2<In2 } 


Solución 


Дів e dv= f T T 6xy e dxdydz = f [1 [3x ye ] m 
In2 3 In2 3 
= f f 12y?e*dydz = f [Ave] dz 
0 1 0 


12 12 
f [ 1080" -4e* |dz = f 104e dz 
0 0 


104| e? = 104[ e"? -e° | = 104[2-1]= 104 


INTEGRALES TRIPLES EN REGIONES GENERALES 


Extendemos el concepto de integral triple al caso de una función w = f (x, y, 2) 
definida en regiones tridimensionales (sólidos) acotadas. Una región 


tridimensional E E R? es acotada si existe una caja rectangular Q que lo contiene. 
Esto es, E C Q 


A la función f: E —R la extendemos a todo el rectángulo O, mediante la 


> > > si > > € E 
siguiente función F: Q9 К, F(x, у, 2) = foy K Cs yz) 
0,  si(x,»zeQ-E 


Diremos que la función f es integrable sobre E si F es integrable sobre O y que 
la integral de f sobre E está dada por la integral de F sobre O. Esto es, 


If fro y,z)dV = [fre y,z)dV 
E Q 


En cursos más avanzados se prueba que si una función f (x, у, 2) es continua en una 
región E y se comporta “razonablemente bien" en la frontera de £, entonces f es 
integrable en E. 
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PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES TRIPLES 


Como es de esperar, las propiedades de la integral triples son las mismas que las 
de las integrales simples y las integrales dobles. La demostración de la siguiente 
proposición sigue fácilmente de las propiedades de las sumas de Riemann y de los 
límites. 


TEOREMA 4.10 | Propiedades de las integrales triples. 


Sean Дх, у, 2) y а(х, у, z) dos funciones integrales sobre la región 
tridimensional E y sean a y b dos constantes. 


1. Propiedad de linealidad 


[|| [a f (x, y,z)* bg(x, y, z)]|av -aff fre y,z)dV + ES y,z)dV 
E E E 


2. Propiedad dominante 


fos y, 222 g(x, у) > ПКЕ = ПЕЕ 
Е Е 


3. Propiedad de subdivisión del dominio 


Si E es unión de dos subregiones E; у Е, дие no se sobreponen, entonces 


ПКЕ = ПКЕ + ПКЕ 
Е Е| E) 


Nuestro interés se concentrará en ciertas regiones tridimensionales a las que las 
clasificaremos en tres tipos: z-simples, x-simples y y-simples. 


REGIONES TRIDIMENSIONALES z-SIMPLES  z = uke, y) 


Se dice que una región tridimensional Е es z-simple 
si E está limitada por abajo por el gráfico de una 
función continua z = u(x, у) y por arriba por el gráfico 
de otra función continua z = u(x, y) Además, la 
proyección de Е sobre el plano XY es una región plana 
D de tipo I o tipo II. En términos más precisos, 


E- (6, у,2)/ (х,у) € D, u(x, у) SZ < u(x, yl 


En este caso tenemos que: 


[Ге y,z)dV = f f f Da fx, y, z)dz |dA 
E D 


"o y) 
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Si D es de tipo I, esto es, 
D=((,y)/4<x<b, gx) «y e:0)j; 
entonces 
E=((x,y,2)/4<x<b, е(х) <у $89), ш(х, у) Sz < us у)} y 


bf gax) ff (y) 
If rese f | | Fx, y,z)dzdydx | (1) 
Ё а * E1(x) x, y) 


Si D es de tipo II, esto es, D = {(х, y)/c<y<d, һ(у)<х< hXy)] , entonces, 


E=Á(x,y,2)/0<y<d, h(y Sx MY), uy) £z < wy) y 


d e hiy) e uz, y) 
Т y,z)dV = | f | f(x, y, z)dzdxdy (2) 
Е се (у) (y) 


EJEMPLO 2. | Evaluar Іа integral If foe V , donde Е es la región tridimensional 


(tetraedro) encerrada por los planos coordenados y el plano 
2x+y+z=6. 
Solución 
La región tridimensional Е es tipo z-simple. En 
efecto, la región E esta limitada por abajo por el 
plano z = 0 y por arriba por el plano z = 6 — 2x — y. 
La proyección de E sobre el plano XY es el 


triángulo D formado por los ejes X e Y y la recta у= 
6 — 2x, que es una región plana de tipo I. En términos 


más precisos: 


D=4Í(x,y)/0<x<3, 0<y<6-2x | y 
Е ={(х,у,2)10<х<3, 0<y<6-2x,0<z <6-2х-у} 


Luego, 


3 6-2x 6-2x-y 
If for = aff f Vy = of | f xdzdydx 
f 0/0 0 


6-2х-у 


Е 
3 e 6-2х 
= of f || dydx 
0/0 0 


6-2x 


3 в 6-2x 3 | 
= >] f х[6-2х-›]фах-2{ (6-252 dx 
090 0 : 


0 
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REGIONES TRIDIMENSIONALES x-SIMPLES 


Una región tridimensional £ es x-simple si E 
está limitada por la derecha, siguiendo 1а 
dirección del eje X, por el gráfico de una función 
continua x = u(y, z) y por la izquierda por el 0 
gráfico de otra función continua х = u(y, Z). 

Además, la proyección de E sobre el plano YZ 


es una región plana D de tipo I o II. En términos x 
más precisos, Ф 
E= {(х,у,2) 10,2) € D, u(y, 2) Sx <S u(y, 2) $ ya 
х=иц(у, 2) 
En este caso tenemos que: O 
42(y,2) 
Р(х, y,z)dV = f(x, y, z)dx |dA 
ы USOS 


Si D es de tipo I, esto es, D = (0, z)/c<y<d, glp) zs £j. entonces, 


Е= {(х,у,2)/с<у<4, gy) &z&g, ш(у, 2) <х < wy, z)} y 


а f 850) f "26.2 
Ire y,z)dV = | | | f(x, y, z) dxdzdy (3) 
E € * 810) u 


10» 2) 


Si D es de tipo II, entonces, 


E=Á(x,y,2)/r<z<s, k() Ey Sk, uy, 2) <х € uy,2)] y 


s f kaz) f чә (у, 2) 
ПКЕ = | | | f(x,y, z) dxdydz (4) 
r k u 
E 16) 


10» 2) 
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EJEMPLO 3.| Evaluar la integral ПА у dV , donde E es el sólido en el 
E 


semiespacio y > 0 encerrada por los planos у = 0, x = 4 y el 
paraboloide x= y? + 2? 


Solución 


La región tridimensional E ез tipo 
x-simple. En efecto, Е está limitado, a lo 
largo del eje X, por la derecha, por el 
paraboloide x = y! +2”, рог la izquierda, 
por el plano x = 4. O sea, 


u(sz-y*z y шўу,2)=4 


La proyección D del sólido sobre el 
plano YZ es el semicírculo 


y +2 <4, у> 0, 


el cual es una región plana de tipo I, que podemos describirla así: 


D-(6.3/0xyx2, -4-»! <z «4 4- y } 


En términos más precisos, el sólido Æ lo describimos así: 


E- {х,у,:)/0<у<2, Amy <: 4-y? ‚++. <х<4} 


Ahora, aplicando la integral (3): 


fff 2 A 4-y? 4 2 A 4-y? 4 
уау = | | | ydxdzdy — | | y 3 dzdy 
E 0 —N 4-y? y+ z2 09%-, 4-y? y z2 


2 p \4-у? 
= y|4-y -7 |dzdy 
f. f 4-y? | | 
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Una región tridimensional Е es y-simple si E 7. 
está limitada por la izquierda, en la dirección del y unos 2) 
eje Y, porel gráfico de una función continua y 
= u(x, 2), y por la derecha por el gráfico de otra 
función continua у = u(x, z). Además, la 
proyección de Е sobre el plano XZ es una región 
plana D de tipo I o II. En términos más precisos, 


E=4(x,y,2)/(%,z) €D, ш(х, 2) Sy € ux, 2)} 


En este caso tenemos que: 


"yx, 2) 
ПКЕ = [| f : f Go y. z)dy |dA 
Ё D 41 (x, 2) 


Si D es de tipo I, esto es, D = {(х, z)/r<z<s, gilz)ex< 22}, entonces, 


E=Á(x,y,2)/r<z<s, g(2€x&gX2) ш(х, 2) <у < ux, 2) } у 


5 82(2) ua (x, 2) 
If feaa- | | | f(G.y.z)dydxdz (5) 
E f £1(2) К 


165 2) 


Si D es de tipo II, entonces, 
E= (6, y,z)/a<x<b, k(x)<z< k(x), u(x,z) <у € u(x, 2)} y 


be 262) 
ПКЕ = | | | f Cx, y, z)dydzdx (6) 
a Ax) u 
E 


165 z) 


OBSERVACION. | Los tres tipos de regiones tridimensionales descritas no son 
excluyentes. Esto es, puede suceder que una misma región 
puede cualificar para ser de dos o hasta de tres tipos a la vez. 
El] siguiente ejemplo nos ilustra esta situación. Aquí, la 
integral dada es 1а del ejemplo 3 anterior, donde la región E 
que fue vista como tipo x-simple. Ahora la resolvemos 
considerándo a E como una región y-simple. 
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EJEMPLO 4.| Evaluar la integral If y dV, donde E es el sólido en el 
E 


semiespacio y > 0 encerrada por los planos y = 0, x = 4 y el 

paraboloide x = y? + z?. Resolver la integral considerándo a la 

región E como y-simple. 
Solución 


La región tridimensional Е es tipo y-simple. En 
efecto, La región E está limitada, en dirección del 
eje Y, por la izquieda por el plano y = 0, y la 


derecha рог la superficie y= ү x—z? . O sea, 


u(xz-20 y w(«z-wx-z 


La proyección D del sólido sobre el plano XZ 
es la región plana encerrada por la parábola x — 
г? y la recta x = 4, la cual es de tipo I: 


D-16.2/-2xz«2, 2<х<4} 


En términos más precisos, el sólido Е Іо describimos así: 


E= TOP, -2 <2<2, 2<x<4, 0<у< N x-z? l 


Ahora, aplicando la integral (5): 


ff f- Уе LEER 


APLICACIONES DE LAS INTEGRALES TRIPLES. 
VOLUMEN 


Si E es una región tridimensional, escribiremos W(E) para denotar el volumen de 
la región £. 
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Recordemos la definición de la integral triple de una función f : O > R definida 


sobre el paralelepípedo O: 
|| Fx, y, z)dV = mE „Уей, у) АЙ 


Si fes la RUN constante f(x, y, 2) = 1, entonces tenemos 


N 
dV = Li AV, = y Y 
111 | e [oo 2 * jg Lim, > z (Ок) = УО) 


Este resultado también se cumple рага regiones E más generales de R°. Esto es, 


«e» [Jo 


EJEMPLO 5. | Hallar el volumen del sólido encerrado por el cilindro x? + y?= 16 y 
los planos z=5 y y+z=10. 


Solución 


El sólido Е descrito es del tipo 1, limitado por abajo por el 
plano z = 5 y por arriba por el plano z = 10 — y. 


X 
La proyección de E sobre el plano XY es el círculo 


D= Ly) /4<y<4, | 16-y? <х< NEC: }, 


al cual lo hemos expresado como una región plana de tipo П. 


Luego, 


E= [y /-4<y34, - 16- y? <х< 16-52 ,552<10-у} y 


4 py 16-у2 p 10-y 
ИЕ) = T dV — | | f dzdxd 
" 4I 16-52 9 5 : 
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al TH” з f J i- y] dxdy 


= f 1 ва dy = of TIN 16- y” dy 


-4 -4 


4 4 
-iof 1627-2] yd 16— y? dy 
-4 -4 
4 2 3/274 
ES 16— у? + 6] + Z(16-5") | 
-4 


4 


= 10[0+82]+0 = 807 


MASA, CENTRO DE MASA Y MOMENTOS DE INERRCIA 
Los conceptos de masa, centro de masa y momentos de inercia, tratados 
anteriormente para dimensión 2, se extienden fácilmente para dimensión 3. 
51 un sólido ocupa la región E de R? ysi & E>R es la función de densidad de 


sólido, entonces 


1. La masa del sólido es M= MS y, z)dV 
E 


2. Los momentos respecto a los planos coordenados YZ, XZ y XY son, 
respectivamente, 


м. [ffr aar ПЕЕ 
СЕ y, 2) dv 


3. El centro de masa es el punto (x. y y, 2 z) donde 


M, y = M, 
M M 
Si el cuerpo es homogéneo; es decir si la función densidad es constante, 


5 (x, y, z) = К, las coordenadas del punto (х, у, 2) sólo dependen de Іа 


M y 


x- z= 


geometría de la región £ del sólido y, en este caso (5 y, z) toma el nombre de 


centroide de Е 
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4. Momentos de inercia respecto a los ejes coordenados X, Y y Z. 


Ix= MS yz)dY = MIOS y, z)dV 
r= [f| y, z)dV 


5. Momentos de inercia respecto al origen 


h- Te +y? +2°)8(х, y, z)dV 


EJEMPLO 6.| Un sólido tiene la forma de un cilindro circular recto de radio a y 
altura ^. La densidad del sólido en cada punto es proporcional al 
cuadrado de la distancia del punto a la base. 

1. Hallar la masa del sólido. 
2. Hallar el centro de masa del sólido. 


Solución 


Colocamos un sistema de coordenadas como indica 
la figura. En este caso, el sólido ocupa la región Е 
encerrada por abajo por el plano 2 = 0, por arriba por 
el plano z = Л y lateralmente por la superficie 
cilíndrica x?+y?=a?. La función densidad es 


х, y, z) = k2, 
k es una constante de proporcionalidad 


La región E es z-simple y se proyecta sobre el 
círculo 


D- {х,»)/-а<х<а, Na- ураа l 


1. OS y, z)dV 
E 
a ү а2—х? h a ү a? -x2 
Е kz? dzdydx = lg dydx 
=y a? -x2 0 3 -N а2 х2 


2 А 2 Е 
200] Xa -x° dx = SIE d cx ES sen” = = ал 
а 


3 2 


2. Por simetría del sólido y por la forma de la función &x, у, 2), el centro de masa 
está sobre el eje Z y, por lo tanto, es de la forma (0, 0, 2). Luego, sólo falta 


hallar 2. 
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My = Ше y, 2) dV = ү. | ава 


а ү ax? a 
sty di азе t 
4 722520 2 2 


2 - оца EA 2% 
M 2 3 4 


El centro de masa es el punto (o 0, з 


PROBLEMAS RESUELTOS 4.7 


4 7-х 2-x/2 
PROBLEMA 1.| La integral | | | dzdydx representa el volumen 
o 93 0 


de un sólido. 
1. Graficar el Sólido. 


2. Evaluar la integral cambiando el orden de integración a. dydxdz. 
Solución 


1. La integral nos dice que: 


a. La región E que ocupa el sólido es 
z-simple limitada por arriba por el 


plano z-2- a y por abajo por el 
plano z=0 


b. La región Е se proyecta en el plano XY 
sobre el triángulo 


Р; = {(,»)/0<х<4,3<у<7-х} 
El gráfico del sólido es la pirámide (acostada) adjunta. 
2. El orden de integración dydxdz nos sugiere que veamos gráfico del sólido como 


una región y-simple. En este caso, Е está limitada por la izquierda por el plano 
y = 3, y por la derecha por el plano y = 7 — х. 
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E se proyecta sobre el plano XZ sobre el triángulo 


formado por el eje X, el eje Z y la recta z= 2 – Ы 


L o, 
2 


lo que es lo mismo, por la recta x = 4 — 2z. Esto es, 


D= {@,y)/0<z<2,0<x<4-2z} 


Luego, 


2 4-2z 7-x 2 4-2z 
y- || | | dydxdz = f (4-x)dxdz 
o *9 3 o *9 
э) 2 4—22 2 
= de dz = (8-2:2)а = 32 
o 2 Я 3 


0 


PROBLEMA 2. | Consideremos el tetraedro E formado por los planos 
coordenados y el plano 


x 2 
EI d. 20,520,020; 
a b c 
1. Expresar el volumen de E mediante 
una integral triple considerando a E 
como una región z-simple. 


2. Expresar el volumen de E mediante 
una integral triple considerando a E 
como una región x-simple. 


3. Expresar el volumen de E mediante 
una integral triple considerando a E 
como una región y-simple. 


4. Probar que el volumen de E es V=-abe 


Solución 


1. Despejando z de 54244521: z= c(1-x/a- y[b) 
a c 


E está limitado por abajo por z = 0 y por arriba por 


z= c(1-x/a— y[b) 


a b(1-x/a) c(1-x/a-y[b) 
y- || f | уй 
0 0 0 


2. Despejando x de ELE x= a(1-y/b — zc) 
a c 
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E está limitado por la izquierda por x= a ( 1-y/b=z/ c) 


y por la derecha por x= 0 


b c(1-y/b) a(1-y/b=2/c) 
| f f dxdzdy 
0 0 0 


3. Despejando y de сеза у= b(1-x/a-z/c) 
а с 


E está limitado por la izquierda рог у = 0 


y por la derecha por у = b(1— x/a — z/c) 


c p a(l-z/c) p b(1-x/a-z/c) 
y- f f f dydxdz 
0 0 0 


4. Calculamos la integral obtenida en la parte 1. 


а е b(l-x/a) c(I-x/a-y[b) a b(1-x/a) x y 
v=| f f dzdydx = f | 1-2-2) ва 
o 0 020 a 
a 2 b(1-x/a) a 2 a 
= 41-2) р (1-2) ы (ax) ах 
а 2Ь |, 2 а 2а? 


а 31° 3 
= (а -2ах+ х2) к= 25 ax- ах? +> AE 
2a? Я 2а? ll оа 6 


PROBLEMA 3. | Un sólido de densidad constante х, у, z) = ду tiene la forma del 
tetraedro E formado por los planos coordenados y el plano 


Sig cde o с> 0. 


a b c 
1. Hallar sus momentos. 
2.Hallar su centroide. 


3. Hallar sus momentos de inercia. 
Solución 


1 му [Poo ar оа ә || хау 
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A esta última integral la desarrollamos como en la parte 1 del problema anterior: 


a b(1-x/a) с(1-х/а-у/Ь) а b(1-x/a) x y 
М,„= ôo || f | xdzdydx= д, f f cx h ==- z) dydx 
a b 
0 0 0 0 0 


bclax 2a x*|  , abc 
+ б, 


-%-— | (a?x-2ax? «x ax - à 5 
2а d 2a 2 3 4 |, 24 
My -ff yó (x, у, z)dV = fff a- IE 

E E E 


A esta ültima integral la desarrollamos como en la parte 2 del problema anterior. y 
haciendo los cálculos obtenemos 


b c(l-y/b) a(1-y/b=2/c) 2 
М. = à duda cbe 
0 y У = 00 24 
0 0 0 


Similarmente, 


с a(l-z/c) b(1-x/a-z/c) 2 
Myy = af f f zdydxdz = ду Е 
0 0 0 


sare (Гос Дае а [[Jar= tt 


El centroide es ug b: E 
4 44 


3. Calculemos, previamente, las siguientes integrales: 


a b(1—x/a) c(1-x/a—y/b) 
a. [|] х? (х, y, z)dV = af | || x^ dadydx 
0 0 0 
E 
a b(1-x/a) 
= af f сх? (1-22 Jas 
TID a b 
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-a4 f x (а-х)? ах 
2a T 
bc : 2-79 3 4 a? bc 
= бу——— a^x'—2ax +x" |ах= д 
0 2a? | ( ) 0 
b c(1-y/b) a(1-y/b=2/c) абс 
b. ПЕЕ y, z) ЕД| f f y? dxdzdy =00 
0 0 60 
T 0 
c a(l-z/c) b(1-x/a-z/c) 3 
c. NS y, z) dV = af f f 22 dydxdz = б, qua 
E 


Ahora, 


Іх = To: +22)8(x, y, 2) dV 
E 
3 
= % av +|||:26 dy =б, ZE 8 T 
y ó(x, y, z) z'ó(x, y, 2) 060 60 
Е Е 


= à, S (o eet) 


6 
L= IS +22)8(x, y, 2)dV 


aba: 5 abc? 
[0 У, ІБ y, z)dV =б n +0 60 
E E 


ul 240?) 


60 
r- fff *y!)e(x, y, z)dV = $) (n +b?) 
E 


Lo = Te: +)? +2)5(x, y, 2) dV = бу a +b? +0?) 
E 


PROBLEMA 4. 


Hallar el volumen de la región Е encerrada por los paraboloides: 


=-1+x+2, у= 15 – 32 – 32° 
Solución 
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Hallemos la curva donde se cortan los paraboloides: 


l+x2+2=15-3x-32% O Ах +42 =16 <>х +2 = 4 


Los paraboloides se cortan el la circunferencia x^ + z? = 4 del plano у = 3. 


La región E es una región y-simple que está limitada por la izquierda por el 
paraboloide y = —1- x^ + 27, y por la derecha, por el paraboloide y = 15 – 3x? – 327. 
Se proyecta sobre el plano XZ sobre el círculo D: х? +22 < 4 


y=-1+x2+2 y-15-3x1- 32 


Tenemos que: 


«e BELT e fena 


Expresamos D en coordenadas polares: 


D- le. 0)/0<r<2,0< 0x22] 
Luego, 


| [4 (16- 4r ?)rardo= f. [4 (47 - 1?) аав 
I 


2л 
af 2r? - La] a0= «| [4|40 = 32z 
0 


0 


PROBLEMA 5. | Hallar el volumen del sólido encerrado por el elipsoide 
2 2 2 

E NE 
2 2 


& 
Sm 
су 


Solución г= е] 1- x! [ah - y*/0? 
Sea E la parte del elipsoide que está en el 
primer octante. 


El volumen V del elipsoide, рог razones 
simétricas, es igual a 8 veces el volumen de Е. 


т=-с\ 1- х?/а? - yàp? 


E es una región z-simple limitada 
inferiormente por el plano z = 0 y superiormente 
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por la superficie z = ca) 1 xia? yp ; Z 
Además, la proyección de E sobre el plano XY n A 
es la región D del primer cuadrante encerrada 
2 2 


por los ejes coordenados y la elipse La A =l, 
a 


Esto es, 
D= {х,)/0<х<а,0<у< bx 1-2 /0? | 
Luego, 


e 


a mI 2/2 A 1-2/ 2 2g 
= | | f dzdydx 
0 0 0 


E 


ja - y? [2 dy dx 
Hacemos el cambio de variable: 
у= bd 1-x?/a? sen Ө, dy= by 1-x?/a? cos 0d0 


Como y varía de y=0 hasta y ^ by 1-х?/а? ‚ 0 varía de 0 a 5 
Luego, 


V -sef INC 1-x/a? | ах 
= sef S тео) 1—х2/а2 cosado) E 
2 sef NL fee] dx = А HE dx 


0 
2 5 2 E 
= | (a? x?) а= 206 EE ыт 
0 3 3 


a 


Esto es, V = rabe. 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 4.7 


En los оов del 1 al 10, evalúe la integral indicada 


0 в 2 
1. | | E zy e* dxdydz Rpta. 6(1— e) 
=2 -l 
2 x х+у 
2. f f | 2xyzdzdydx Rpta. 15 
090 8 
0p 7/2 в y? E Б 1 
3. f f f —cos— dxdydz Rpta. -— 
90 o y У 2 
л л xz/2 
4. | | | cos dydxdz Rpta. A(z —2) 
0 7 0 2 
2 y 1 
5. 1 f 1 cos(x + y + z)dxdydz Rpta. —— 
б 0X0 3 
л/4 0 2у2 x 1 з 
6. f 1 | sen — dxdydz Rpta. —— — 
0 sen2ze 0 y 12 16 
In2 Ух х+у2 3 
7. f | || ye” dzdydx Rpta. — 
б б 16 
—1п2 
2 y \/3 2 
8. dxdzd Rpta. —z 
J. | 0 | 0 х^+:” i 5 3 
J| 2xy 
1 
«| f T> 5—5 dzdydx Rpta. ji Уз — 2 
= х2 ну? к? 2 а 
22222 


4/22 E J2 =x*-y 4 
10. J. f f \/ а= -y dzdydx Rpta. d 


En los problemas del 11 al 25, evalüe la integral dada en la región E indicada 


11. ПЕ 6° 1]x[0, 1]«[0, 1] Rpta. = 
Е 


12. ПІК Е = [1, 2]x[1, 2]x[1, 2] Кра. 62 -3 
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13. I 2s dV , E=[1,e]x[l,e]x[l,e] Rpta. 1 
xyz 

E 

14. ES lny 02 dV , Е= 1, el]x[1, e ]x[1, e] Rpta. 1 
E 

15. ПІС Е = [0, 1]x[0, 1]x[0, 1] Кра. i 
E 

16. (КОЗ E - [0, 1]«[0, 1]«[0, 1] Кра. (e-ly 
E 

17. ПКЕЕ , E = [0, z]x[0, дх[0, д Rpta. —8 
Е 


18. T ydV , E es el tetraedro formado por los planos coordenados y el plano 
E 


3x+ 6y+4z = 12 Rpta. 2 
19. [|| ‚ Еез el tetraedro de vértices (0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 0) y (1, 0, 1) 


Rpta. 1/10 
20. fff , E es el tetraedro de vértices (0, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 0) y (0, 1, 1) 


Rpta. 1/30 
21. T ydV , E es la región delimitada рог z=y,z=0 yelcilindro у=1— x 
E 


Rpta. 32/105 


22. I — — E es el tetraedro formado por los planos coordenados y por 
(x+y+z+a 
E 


el plano x+y+z=a,a>0 Rpta. LT. 


23. ПІС E= {оу 2) 12252-00, 0<у<3} Ара 20 
Е 


24. (КЗ E- {(х,у,:)/0<:<2—, 0<у<х} Rpta. 1 


5 


2 
as [f far, Е={ (х,у,)/ 0<х &ycos z 0<y<b, 05257 l Rpta. = 
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26. Hallar el volumen del sólido encerrado por el cilindro parabólico y = x? y los 


planos 2= 0, 2=3, у= 16. Rpta. 256 
27. Hallar el volumen del sólido encerrado рог el cilindro parabólico у = х? y los 
planos z=0 y y+z=4. Rpta. 2 
28. Hallar el volumen del sólido encerrado por los paraboloides 
2= 40? +у?, z-4-x!-4y! Rpta. = 


29. Hallar el volumen del sólido encerrado por los cilindros parabólicos у= 2, у= 


2-2 y los planos x=0,x+z=4. Rpta. T 


SECCION 4.8 
INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS 


CILINDRICAS Y ESFERICAS 


8 Р 3 1 » : А AE 
Si una región E de R” tiene un eje de simetría, como sucede con un cilindro 


circular o con un cono circular, el cálculo de una integral triple sobre E puede 
simplificarse usando coordenadas cilíndricas. Si Е es simétrico respecto a un punto, 
como es el caso de una esfera, las coordenadas esféricas son las convenientes. 


COORDENADAS CILINDRICAS 


Recordemos las coordenadas cilíndricas desarrolladas en la sección 1.7 del 
capítulo 1. 


=? + у" Ре, 6 2) 


x (у. 0) 
Supongamos que tenemos una región E de R? que es z-simple: 


E-ÍG,y,2/0,y) e D, и(х, y) £z < ux, $, 


donde D es una región del plano XY. 
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Si f: E R es continua, sabemos que: 


ua (x, y) 
f f f Р f f f fy, дд: dA 
Е D xs, y) 


Si D puede expresarse en coordenadas polares del modo siguiente, 
D=4(r,0)/ «< Ө< B. h(0) <r €hX0) y, 


entonces 


В ^2(0) и? (rcosO, rsen) 
[| FG, y, z)dV = | | | f (т cos 0. rsenO) rdzdrd 0 
E а 


^ 100) uj] (rcos8, rsen) 


EJEMPLO 1. Sea E el sólido limitado por arriba por la semiesfera 


ze 205-45 y? , por abajo por el plano 7 = 0 y a los lados por el 
cilindro х? + у = 16. La densidad es Ax, y, т) =z Hallar: 


1. El volumen de Е. 2. La masa de Е. 3. El centro de masa. 
Solución 


En términos de coordenadas cilíndricas tenemos. 


Semiesfera: z = ү 25—r? 


Cilindro: 7? 216 r=4 
р= {0 010<7 <4, 0< 0 <2л} 


Е= {0,6 2)/0<z < 25-7? ,0<r <4, 0<0 <27 } 
X 
Ahora, 


2л æ 4 в Y25- r2 
1. V= We = | f | rdzdrd 0 
A 0 090 


-f f [ pom drd 
0 0 


3 


27 4 1 27 3/2 
- | f X 25=r? rdrd0=- a 25-7) | 10 
0 0 0 


196 


1 27 
f [-98] аө= 2 7 
з), 3 
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2л е 4р Y25-r 
2. М = ШШ = dV = | dV = | | | zrdzdrdO 
б 0% 0 


ap |. е drd0 = | E (25- r? Jrarae 
zd IN EEJ d6- sf” 10 = 1367 
2 , 2 4 lo 


0 


3. Por razones de simetría el centro de masa es de la forma (0, 0, 2) 


рево Пре Шй 


2л в 4 e А 25-02 2n 4Г з Т 25-2 
= | | | z’rdzdrdð = f f аға0 
" odo " 0 Ü 
л е8 3/2 d 5/24 
- 1| f (251?) rarae = -4f 25-7) | do 
3 15 
0 0 0 0 


_ 2882 5.764 
15 15 

- M 

E DIA aga VAR 
M 15 


El centro de masa es (0, 0, 1441/510) = (0, 0, 2.83) 


COORDENADAS ESFERICAS 


En el capítulo 1, sección 1.7 vimos que las siguientes ecuaciones relacionan las 
coordenadas rectangulares con las esféricas: 


= № +у +02 
г = psen ф, 
x = psen фсоѕ б, 
у= оеп фѕеп б, 
2= рсоѕ ф 


X 


рзепф — psen фа 
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А A : cr e 
Sea f: Е IR una función continua, donde Е es una región de IR^ Buscamos 


una fórmula que nos permita calcular la integral triple [|| f Gy, z)dV 
E 


cambiando las coordenadas rectangulares a coordenadas esféricas. 


En primer lugar, hallemos una fórmula que exprese el elemento de volumen dV en 
términos de las variables de las coordenadas esféricas. Tomamos un punto 
cualquiera (p, ф Ө. A cada coordenada de este punto le damos un pequeño 
incremento, do, dO y dé, respectivamente. De este modo hemos obtenido una 
pequeña “caja esférica”, que se muestra en la figura de la derecha, cuyas aristas 
miden dp, pdg y psen ф 40. El volumen de esta caja es 


dV = (dp) (раф) (озеп pd0.) = p sen 9 dp dé dê. 
Por otro lado, si el siguiente conjunto 
{Co 8 9)! as 0< A. h Ø< h pO д) <p SpX0. y 


es el que da lugar al conjunto Е, al aplicar las coordenadas esféricas, entonces 


[| Fx, у„2)4 = 
Е 


P e Pro) 
1 f | f (p ѕепфсоѕ Ө, р ѕепфѕепд, p соѕф) р?ѕепфі рафа 
a * A * POD) 


EJEMPLO 1. | Sea E el sólido limitado por arriba por la semiesfera x^ +y + 22 = а7, 


z > 0 y por abajo por el cono z ^4 3х? + зу? . 51 el sólido es 
homogéneo, Hallar: 


1. El volumen de £. 2. El centroide de Е. 


Solución 


Cambiamos a coordenadas esféricas. х?+у?+@= а? 


La esfera: х\+у +2 =e >р =а > р=а 


El cono: z = y 3x? + 3y? к ШШ» 


pcos ф= | Зр2ѕеп2ф соѕ20 + Зр2ѕеп2ф ѕеп20 


N 
z-4 3х2 +3)? 


Y 


= E— (cos^0 +sen?9) = V3 psen x 
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Л 


=4/3 psenp — соз ф= 43 send — tan ф= E 


> ф = 


43 
3 
T X л 
Esto es, la ecuación esférica del cono es @ = 5 


Los dos resultados anteriores nos permiten describir al sólido £ así: 


{0.6 д)/0<р<а, 05 ф «7, 0<0 <27} 
Ahora, 


2л 7/6 a 
1. V= (ГЫ | | р?ѕепф d pdódO 
ү 0 0 0 
27 л/6 1 а a? 2л л/6 
|| | EI sen à dódO = = | sen ф dódO 
0 0 3 0 3 0 0 


Le 


A 2 3 
5 (2-43)7 


2. Tomando Дх, y, 2) = 1, Tenemos: 


My = [|] zó(x, y, z)dV = ПЕ 
Е Е 


27 7/6 a 
-f f f (p cosg) p^sené d pdgdO 
0 90 
27 pp m6 a a 27 7/6 
-( f f pdp sengcos ф dódO -£ f | ѕепф cos dódO 
о +0 +0 б 0 


4 27 7/6 4 27 4 4 
=£ E а= © (сч ]ч#- E (Jen = Lg 
4 Я 2 0 4 A 2 4 412 4 16 


Como ЯХ, y, z) = 1, tenemos que М = V. Luego, 


z M,, My, а e 43)z- 3 


_ 3а 
М y 16/3 16(2-4/3) al 


2+ SE ) 
Considerando la simetría, el centroide de E es 


(© 0, (a+ 45) = (0, 0, 0,7a) 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 4.8 


En los problemas del 1 al 6 cambiar a coordenadas cilíndricas o esféricas para 


evaluar la integral dada. 


3p 192 е3 
1. f f 1 а у? dzdydx Rpta. am 
r- FEECRNER E 2 


2o0*N 2? a 
2. | f f 24| х2 + y? dzdydx Rpta. 5а? 
0 0 


РУ: 
а? 2 ах -у 
8 5/2 
3. Бл Rpta. =а'ѓл 
f p a m ‚|. ү 2 5 


EE? 
a pad 


a pd- pda? 7 
« JJ. f оос 


—— dzdydx Rpta. E 
X +y +z 40 


3/2 2 
xs y? +2?) dzdydx Rpta. 26 


5 


a ЕА Ae +y? +2 2 4 3 
6. j T T dzdydx Rpta. Se -1)z 


2 x fat? 


7. Hallar el volumen de la por 


cilindro х? + (y- 1? -1 


ción de la esfera x^ + y? + z? < 16 que está dentro del 


Rpta. T sz- 4) 


8. Hallar el volumen del sólido limitado superiormente por el cono z? = x? + y^, 
inferiormente por el plano z = 0 y lateralmente por el cilindro х? + y? = 2ax 


Rpta. 32а? [o 


9. Hallar el volumen del sólido limitado por arriba por la esfera x^ + у + z? = 4, por 


abajo por el cono 322 = х? 4 
10. Hallar la masa del sólido 

densidad es px, y, Z) = x^ 4 
11. Hallar el centroide del 


ty’, y enel semiespacio superior z 0. Ара. 4л 


limitado por una esfera de radio a cuya función de 


Ey? +22 Rpta. — 


sólido homogéneo que está dentro del paraboloide 
2 


= x^ + y! y fuera del cono 22 = x? + y”. Rpta. (0, 0, 1/2) 
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SECCION 4.9 


CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES 
MULTIPLES 


CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES DOBLES 
DEFINICION. | Se llama jacobiano de una transformación 


Т(и, у) = (x(u, v), уби, v)) 
al determinante de su matriz jacobiana. Esto es, 
Ox ду 
Jat 267) _ ди ди _ Ox ду Ox ду 
O(u,v) Ox ду Ou Ov Ov Ou 
Ov ду 


TEOREMA 4.11 | Cambio de variable en una integral doble 


Sea Т una transformación que lleva la región S del plano 
UV sobre la región D del plano XY. Si se cumple que: 


1. T es de clase C' y es uno a uno, excepto quizás en la 
frontera de S. 


(x, y) 
2. % 0, para todo punto de S. 
O(u,v) 
3. La función f: D Э К es integrable 
Entonces, 
| f fœ у) dà = | f б.) (и, у] СЕЗ) dud 


EJEMPLO 1. | Demostrar que el cambio de una integral doble de coordenadas 


cartesianas a coordenadas polares, dado en el teorema 4.6, 
Вж Б 
f f (x, y) dA -Í f f (т со$ 0, rsenO) rdrdO 


es un caso particular del teorema anterior. 


Solución 


En este caso tenemos que la transformación 
T(r, Ө) = (rcos Ө, rsen Ө), osea x=rcos 0, y=rsen Ө, 
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lleva el rectángulo S= le. 0laxrszb,ax0s B} del plano гӨ a la región R del 
plano XY. 8 


Ox Oy 

O(x, AES Ap 

x y) = 9 r|- iu dd = рсоѕ20 + гѕеп20 =r 

0(r,0) Ox ду -rsenÓ r соѕ0 

00 00 
Luego, 
f(x, y)dA = f (r cos Q, rsenQ) 0G y) аға 
0(r,0) 
R $ 


p b 
= [| f (r cos 0, rsenQ)rdrd 0 = f f f(rcosó, rsen) rdrdO 
К [24 а 


y 


EJEMPLO 2. | Evaluar la integral [|| е” **dA , donde D es el triángulo formado 
D 


por la recta x + y = 4 y los ejes coordenados. 
Solución 
: M u-y-x 
Consideramos la transformación 5 
v=y+x 


- + 
Despejando и y vobtenemos las igualdades х= E 7 d y у= и 5 ” con las cuales 


definimos la transformación Т(и, v) = (x, y) = E a E Р X - 3 


Hallemos la región S en el plano UV que es llevado por T a la región D del plano 
XY. Para esto, hallamos los segmentos que constituyen las fronteras: 


Eje X: y=0> y x 0> v+u=0 > v=-u 


vu 


Eje Y: x=0> x= =0> v-u=0 > v=u 
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Rectax+y=4 >x+y с x 4 >v=4 


Luego, S= { и, )/- vsus v, 0<v<4} 


El jacobiano de T(u, v) = (nmm es 
2 2 
Ox Ox 11 
9(»») |а 0v| | 2 2 |. 1 
00у) |y Oy 11 2 
ди ду 2 “2 


En el ejemplo anterior, con el cambio de variables se consiguió simplificar el 
integrando. Algunas veces también se busca simplificar la región de integración, 
consiguiendo reemplazar regiones complicadas por rectángulos, triángulos о 
círculos. E] siguiente ejemplo nos ilustra esta situación. 


2 
EJEMPLO 3.| Evaluar la integral [|| sen (xy) dA , donde D es la región del 
x 
D 


primer cuadrante encerrada por las hipérbolas xy=1,xy=4 y las 
rectas p=x, у= 5х 
Solución 


Al integrando y a las hipérbolas que limitan a D los escribimos así: 
2 2 
y y Y y 
—sen(zxy)-|-—|sen(zxy), “©—=1, ==5, 
т) (>) (язу), = = 


lo cual nos sugiere que el cambio de variables que nos conviene es el siguiente: 
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и=ху, v= = (1) 


Hallemos la región 5 del plano UV que corresponde а la región D del plano ХҮ 


ху= 1% и= 1, xy=4 > u=4, 


у=х% y 
X 


1 у= 1, y 5x %=5>v=5 
X 


Luego Ses el rectángulo S= {и у) 1 иа, 1555} 


Despejando х e у е las ecuaciones (1): 


„ү 
х= x(u, у) = 5 ‚ у=у(и,у) = (uv) 


1/2 


La transformación T: S — D está dada por (и, v) = (х, у) = (iu ^ ; (иу)? | 


Аһога, 


2 
д(х, 

ПЕ 677 - Г сс dudv 

D E 


4&5 1 
-Í f у2ѕеп(ли) (5; dvdu 
idi 2v 


pr If‘ SD 
= [| f v sen(zu) dvdu = | ли) E du 
A И 2), 2 
4 


4 
= of sen(zu) du = o|- costan) - 2 
1 T 


1 T 
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En los dos últimos ejemplos anteriores, para hallar la transformación 7(u, v) = 


д(х,у) 


(x(u, v), y(u,v)) y su correspondiente jacobiano 5 ( ү hemos empezado 
u,v 


definiendo las variables u y v en términos de x e y. Esto es u = u(x, y) y у= у(х, y). 
Luego, hemos despejado x e у en términos de u y v: x= x(u, у), y = y(u, v). 
Algunas veces estos despejes son engorrosos o dificiles. Cuando se tropiece con esta 
dificultad, para salvarla se puede usar el siguiente resultado, que se prueba en cursos 
más avanzados, 


(x, y) (u,v) a(x y) _ р 


= 1, de donde obt 5 
26598663) , de donde obtenemos TE Bx.) 


3 
EJEMPLO 4. | Evaluar la integral Ife + y) dA , donde D es la región del 
D 


primer cuadrante encerrada por las hipérbolas: 


ху=2,‚ med x —y'-1.3^ —345254 
Solución 
Hacemos el siguiente cambio de variables: 
u=xy, у=х-у (1) 
Hallemos la región S del plano UV que corresponde a la región D del plano XY 
xy=2> u=2, ху=3 > u=3, 
X-y=1> у=1, *-y=4 >v=4 
Luego, S es el rectángulo S= La. у)/2<и<3, 1<у< 4} 


No trataremos de encontrar la transformación 7, por ser el despeje no muy simple. 


4 


2 
du + y? ду? + (о? yy Ay +x 2?у? + у? (x+y?) > 


X+ y= y 4u? +у? (2) 


Por otro lado, teniendo en cuenta las igualdades (1) у (2), 
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0 
(u.v) _ y x =-2(х*+у?)= cd 4u? +y? 
д(х,у) 2x -2y 
Luego 
(xy) ES = 1 
д(и, ) 0(x, y) 24 4и? + y? 
Ahora 
[|| х +у | dA [| (М 4u? +y ) | ERR dudv 
u,v 


S 
3 4 3 
cb [ + P dich (12u? 21) au Me 
235 3 fi 235 2 


CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES TRIPLES 


La fórmula para el cambio de variables para una integral triple es muy similar la 
fórmula correspondiente a la de una integral doble. 


Sea T: S > E, T(u, у, w) = (x, y, Z), una transformación que lleva una región S 
del espacio UVW sobre una región E del espacio XYZ determinada por las funciones 
x = x(u, v, w), у= у(и, v, w), z — z(u, v, w) 

El jacobiano de 7 es el determinante 
Ox Ох Ф 
ди ду Ow 
a(x yz) | ду ду ду 


Ji > „ a 

н) O(u,v,w) Ou Ov Ow 
а z б 
Ou Ov Ow 


Si Tes uno a uno, de clase C), su jacobiano no se anula en Sy f. E — R es 
integrable, entonces 


П y,z)dV = V, W), y(u, у, w), z(u, v, w)) 


dudvdw 


a(x yz) 
o (uv w) 


u, V, W 
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EJEMPLO 5. | Sabiendo que el volumen del sólido encerrado por una esfera de 


. 4 Е y 
radio r es V id , verificar que el volumen del sólido Е 


2 2 2 
T 4 
encerrado por el elipsoide —€— =1 е5 V= —zabc 
а^ b^ c 3 
Solución 
Sea T(u, v, w) = (x, y, 2) la transformación que lleva al espacio UVW sobre el 
espacio XYZ determinada por las funciones componentes: 


х= au, y= bv, т = су 
En el espacio UVW, consideremos la esfera u? +v? +w =1 
X Vy Z 
Tenemos que u= =, у= —, = 
a b с 
Р 2 у 2 2 y 22 
и2 +y tw =1> + =1 > = += + El 
a b a? p? с? 


Esto es, si S es el sólido 
encerrado por la esfera 
anterior, entonces la 
transformación T lleva al 
sólido S sobre el sólido E. 


Además, 

a 0 0 
(ә) _ 0 b 0 |= 
(и, у, м) TE 
Luego, 


Volumen(E) = a= E = 


= ae | dudvdw = abc (Volumen (5)) = (5 «y | = : zabc 
5 


dudvdw= [| | (abc) dudvdw 
S 


EJEMPLO 6. | Deducir, mediante la fórmula de cambios variables, la fórmula para 
integrales triples en coordenadas esféricas. 


Solución 


Tenemos que: x-psenéócosQ, у= рѕеп фѕеп 0, z=pcos ф 
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ѕепф coso —pseng send р соѕф coso 

a(x, y, 2) 

PT send send р ѕепф cosÓ р соѕф send 

(26.9) соѕ0 0 -p ѕепф 
ó —p senó senf р соѕф соѕ0 ó ѕепф cos —p ѕепф send 
— cos — 
p ѕепф соѕ9 р cosósenO ѕепф senO р senó cos 


cos (р? ѕепф соѕф ѕеп20 — p?senó cos cos?6) 


—p senó (e sen? à соѕ20+ p sen? d sen?) 


р?ѕепф соѕ2ф – р2ѕепф ѕеп2ф = – pP seng 


д(х, у, 2) 


0 9 
202 |- rem y 


I f(x,y, ou - ff | 100 ѕепф соѕ0, p senó senO, p соѕф) р2ѕепф d pd ód 0 
E 5 


Luego, 


COORDENADAS ESFERICAS GENERALIZADAS 


Se llaman coordenadas esféricas generalizadas o coordenadas elipsoidales a 
las coordenadas (p, 0, ф) definidas por las fórmulas: 
x=apsen фсоѕ O, y=bp sen фѕеп Ө z=cpcos ó, donde a>0,b>0,c>0 
Se cumple que 


==) (1 
c 
Además, siguiendo los mismos pasos que en el ejemplo anterior, se obtiene: 
a( ) a sen ф cos Ө —ар sen ф sen Ө ap cos ф cos Ө 
X,Y,Z 
= bsenósenO bp sen фсо8@ bpcospsend | = -abc p sen ф 
0(p.0,0) 
с cosQ 0 —cp sen ф 
O(x,y,z 
Luego, ыш = abc p?sen ф. 
2(0,0,0) 


3- 22-00 
EJEMPLO 7. | Evaluar MÍ í - L - it - = dV , donde E es la región 
a 
E 


с 


ОК UN. 
encerrada por el elipsoide. —- + —-+—- = 1 
c 
Solución 
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Cambiamos a coordenadas esféricas generalizadas 
x=apsen фсоѕ O, y=bpsen ósen Ө z=cpcos ф, 
La transformación T correspondiente nos lleva la región 
$ ={ (p, 6, 0) /0<р<1, 0<0<2n, O< <T, l 


Q6 v3.2 
sobre la región Е encerrada por el elipsoide - t 27 Ecl 
a 


Ahora, 


2 2 3 
[|] [-E-5-E w- (ЖОК ó)d pd6dó 
A а b^ c d 
1 л 2л 
= ox f f (1- p° )p°sen ф4абӨ4ада p 

o*040 

1 л 
= 2abor | f (1 ыр? Jo^sen ф dód po 

o? 


1 
- cz (1-2) 0? [-cos $] g dp 
0 
1 


= saber | [К = sabor | (e? -p*)ap 
0 0 


1 E 
= 4abcz| p) -— И = — mabe 
E p o 15 


¿SABIAS ОСЕ... 


CARL GUSTAV JACOBI (1804—1851) nació en potsdam, F 
Alemania. De ascendencia judia. Desde pequeño se distinguió por | 
su facilidad para la matemática. A los 12 años ya tenía la | 
preparación para entrar a la universidad, sin embargo el | 
reglamento de la Universidad de Berlín exigía a sus postulantes la [ 4 
edad mínima de 16 años. Jacobi tuvo que esperar 4 años. Recibió 
su Doctorado еп esta universidad el año 1825. Hizo 
contribuciones notables en el campo de las funciones elípticas y en 
la teoría de los determinantes. El determinante que ahora lleva su 
nombre fue presentado por él en 1841. Este mismo año, Jacobi 
generalizó el símbolo д para las derivadas parciales, el cual fue 
introducido por primera vez por el matemático francés A. M. 
Legendre (1752-1833). 


al 
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PROBLEMAS RESUELTOS 4. 9 


PROBLEMA 1.| Evaluar [| sen (y + х)соѕ(у — х) 44, donde E es la región 
E 


trapezoidal cuyos vértices son (7,0), (275 0), (0,27) y (0, 7). 


Solución 


: E u-y-x 
Consideramos la transformación : 
v=y+x 


Despejando x y y obtenemos las igualdades 


х=” _ у y= Е соп las cuales definimos 
m v-u v+u 
la transformación 7(u, v) = (x, y) = | 5753 | о] (20) (Ол, б) 


Hallemos la región S en el plano UV que es llevada por T a la región Е del plano. 


Haciendo uso de la las ecuaciones и = y — x, у = у + x hallamos que: 


El punto (x, у) = (7, 0) viene del punto (и, v) = (0 7,0 + л) = (л, 7) 


El punto (x, у) = (27, 0) viene del punto (u, v) = (0 27,0 + 27) = (-2z,27) 


El punto (x, y) = (0, 27,) viene del punto (и, у) = (27-0, 22+ 0) = (27, 27) 


El punto (х, у) = (0, л) viene del punto (и, у) = (л- 0, п+ 0) = (л, л) 


у+и 


Eje X: y=0> y 0> 


v+tu=0 > v--u 


Eje Y: x=0 > == =0> 


v=u=0 > v=u 


Recta х+у=л —>x+y H 


>v=1 


Recta x+y=21 > x Eyes | x 2л —v-2mx 


Luego, S esla región trapezoidal del plano UV cuyos vértices son 


Ex, л), (-2z,2z), (27, 27), (л, л). 
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El jacobiano de 7(u, v) = (t ; EM es 
2 2 
Ox Ox ] 1 
д(х, у) _|ди Ф| 2 2| 1 
O(u,v) Е ду ду NI | 5:5 
ди ду 2 2 
En consecuencia, 
[|| sen (y +x)cos(y — x)d4= If vcos u - dudv 
E 5 


14 


1 2л v 1 2л 
= | f sen v cos и dudv = zf sen [ons | dv 


2 2л 
1 
= [| sen + (se v=sen (—v) a = f sen? y dv 


1 27 1 1 2л 
== (1-соѕ 2v)dv= ipe 2»| ee 
: 259 MES 


PROBLEMA 2. | Hallar el área de la región E del primer cuadrante encerrada por 
las curvas y=x", у= 40°, х= у, x=9y. 


Solución 


Tenemos que: 


у= >2=1> u=1 
х 


y=4 > 4 > и=4 
X 


х=у => ==1 > у=] 
y 


x-9y > ==9> у= 9 
y 


Luego, la región correspondiente a E en el plano 
UV es el rectángulo 5 = [1, 4]х [1, 9] 
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O(x, y) 


u,v 


Hallemos el jacobiano 


. En vista de que despejar x e y en términos de u 


: Р д (х, у) д (и, у) 
у ves complicado, procederemos aplicando = 1 
0 (u, y) 0 (x, y) 


Bien, 


O(u,v) A -3 yx x? 


O(x, y) y? -ay^* EN 
Luego, 
O(x, O(u,v 1 
(x, y) 1 (u,v) _ > 38 а) 
(u,v) O(x, y) xy 8 
Pero, 
y x 1 22 1 1 3.3 1 
иу =— —= >x y = — > yw =—— > хоу = —— 0) 
x) y? xy? uv ui 2,2 10/23/12 
Reemplazando (2) en (1): 
(у) _ 1 x 1 03/2372 
O(uv) 813/23/2 8 
Аһога, 
O(x, 
Area de E= || 44 = Ce») | ade = [[ Lu? duds 
0(u,v) 8 
E S S 


9.4 9 4 
-f f 3232 dudy = zf y3/ + ау 
8 1 1 8 1 Vu 1 
9 


р зов 12 ЕЕ 
8), e 8\3/ 6 


PROBLEMAS PROPUESTOS 4. 9 


— y) д(х,у,т) 
En los problemas del 1 al 7 hallar el jacobiano o 
(u, v) д (и, У, w) 
a(x, 
1. x=u-3v, y=2u+v Rpta. Dd =. 7 
O(x, 
2. х= au + bv, у= cu + dv Rpta. G Di 
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O(x, 
3. x=4—v, у=и+у Rpta. a 
ô (u,v) 
O(x, 
4. x ^e" cos v, у= e"senv Rpta. (x NET 
(и, v) 
2u 2у O(x, y) 
5. х= «у= Rpta. =4 
и? +y? и? +v? 0(u,v) 
ð > > 
6. х= uvw, Y=UV,zZ=VWwW Rpta. (х y z) — 
O (u, v, w) 
7. x7 e" y= ей?” 25S ш Rpta д(х, y, 2) — еЗиі2у+у 
| | ` (u,v, и) 
En los problemas del 8 al 11 despejar x e y en términos de u y v, y hallar el 
оао o0 (hp) 
jacobiano ; 
ô (u,v) 


8. u=x -y, v=x +y, donde x>0,y>0. 


1 1 (х,у) 1 
Rpía. x =——N v+u, у= М У-и, 
42 /2 д(и,у) Ml usu? 
( 


9. u=}, v = ху, donde x>0,y>0. Rpta.x=,| =, y-7Nuv, 
x u 


д(и,у) 2и 
и д(х, у) 1 
10. и=ху,у=х-ху dd Р v utv 
: д 
П. u=xy, у = ху”, donde x > 0, Pa REEE E у= E (њу) _ ES 
v 


12. Sabiendo que el área de círculo de radio r es А =7 7", mediante el cambio de 
2 
coordenadas х = au, y = Бу, verificar que el área de la elipse T =]es 
a^ b 


А= abr 


—2 3 
13. Calcular [|| t = ахау , donde D es la región encerrada por las rectas у = 2x, 
y+2x 
D 


y=2x+2, y -2 - 2x, у=6 – 2х. Rpta. 23 


- + 
Sugerencia: Sea и = у – 2х, v = y+ 2x. De donde и = X - En 
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14. Calcular ffe + у) е” ахау, donde D es Іа región encerrada por las rectas 


13 
х+у= 1, х+у= 3, 2-y=2, у-х= 0 Rpta. 5 (e? 1) 
Sugerencia: Sea u=x + y, v=x – y. De donde 2, p 


sen (х 
15. Calcular ») т ad , donde D es la región triangular encerrada por 
cos ( х + у) 


d 
6 


1 
las rectas y=0, y=x, x+y > Rpta. 3m(2+43) -= 


16. Hallar el área de la región D del primer cuadrante encerrado por las rectas 


1 КЕ 
y=2x, у= 2^ y las hipérbolas xy = 1, xy = 3. 


Rpta. A 


Sugerencia: Sea u=xy, v==. De donde 


x |= 


ul 2y V? у= и!!2у1/2 


E 


17. Hallar el área de la región D del primer cuadrante encerrado por las parábolas: 


1 
у=, yz i Y = 5x, у= x. 


Rpta. 4 
y x) 
Sugerencia: Sea u=—, v=% De donde 
x ЗА 
— и!!32/3 2:213. 1/3 


E 


18. Hallar el área de la región D del primer cuadrante encerrado por las curvas 
el =l, ху\=7. 


Y 497? 
Rpta. 1n 7 
Sugerencia: Sea и = ху, v—xy.. De donde 


4912112) y = 71/2112 
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DENT 
19. Evaluar [|| се dA, donde D es la región del plano encerrada por la 
a 


х? у? 2 
elipse —-+—-=1 Rpta. —abz 
a^ b 3 


Sugerencia: Sea x = ar cos Ө у = br sen Ө. 


20. Hallar el volumen del sólido Е acotado por arriba por el plano x + y + z = 6, 


2 2 


por abajo por el plano 2 = 0 y lateralmente por el cilindro elíptico * + P =1 


Rpta. бл 
Sugerencia: Sea x = Зг cos Ө y=2rsen Ө. 


21. Evaluar [|] х?у (2 -= y) dV donde Е es el sólido encerrado por las superficies 
E 


x=1,x=3, z=y, 2=у+1, ху= 1, ху= 3 Rpta. 16 
Sugerencia: Sea и= x, у=2- у, м = ху 


22. Hallar el volumen del sólido E acotado por arriba por el paraboloide z = x? + у’, 
2 
por abajo por el plano 2 = 0 y lateralmente por el cilindro elíptico т + y? =] 


Rpta. 57/3 
Sugerencia: Sea х = 27 cos Ө y=r sen б. 


22. Hallar el volumen del sólido Е еп el primer octante acotado рог los cilindros 
hiperbólicos ху = 1, ху= 2, yz=1, yz=4, х= 1, xz=9, 


Ёма. 8(/2-1) 


Sugerencia: Sea и = xy, v = yz, w=xz. Observar que x y 2 = цуу 


5. 


E 


S. 


N 


5. 


95) 


5. 


+ 


5. 


сл 


5. 


© 


5.7 


5 


ANALISIS VECTORIAL 


INTEGRAL 


GEORGE GABRIEL STOKES 
(1819-1903) 


CAMPOS VECTORIALES 
INTEGRALES DE LINEA 


TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS INTEGRALES 
DE LINEA. INDEPENDENCIA DE LA TRAYECTORIA 


TEOREMA DE GREEN 
INTEGRALES DE SUPERFICIE 
TEOREMA DE STOKES 


TEOREMA DE LA DIVERGENCIA 
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GEORGE GABRIEL 
STOKES 
(1819-1903) 


Sir GEORGE GABRIEL STOKES, primer Baronet, fue un físico y matemático 
valioso, que hizo importantes contribuciones en dinámica de fluidos, óptica y la 
matemática. En este último campo es más recordado por el muy conocido teorema 
que lleva su nombre, el cual lo estudiaremos más adelante. 

G. Stokes nació en Skreen, Irlalanda. Después de estudiar en Skreen, Dublin y 
Bristol, en 1837 ingresó en Pembroke Collage de la Universidad de Cambridge ( 
una de las universidades más antiguas y más prestigio en el mundo) de donde se 
graduó cuatro años más tarde con los más altos honores. 

En 1849 le concedieron la muy prestigiosa Cátedra Lucasiana de matemáticas 
de la Universidad de cambridge. En 1851 fue incorporado como miembro de la 
Royal Society. En 1854 lo eligieron su secretario y en 1885, su presidente, cargo que 
conservó hasta 1890. Por sus valiosas contribuciones a la tecnología y la ciencia, en 
1889 le fue otorgado el título noble de Baronet. 

El teorema de stokes fue conjeturado, sin demostración, por Lord Kelvin el año 
1850. Este comunicó su conjetura a С. Stokes, quien lo propuso a los estudiantes que 
concursaban en el examen del Smith's price en Cambridge el año 1.854. En ese 
examen estuvo, como estudiante, J. K. Maxwell. Más adelante, cuando Maxwell 
comentaba este problema lo llamaba Teorema de Stokes. 


LA CATEDRA LUCASIANA DE MATEMATICAS, U. DE CAMBRIDGE 

La Cátedra Lucasiana es, sin duda, la más famosa y prestigiosa cátedra 
académica del mundo. Fue fundada en diciembre del 1663, gracias a un donativo de 
Henry Lucas (1610—1663) a la Universidad de Cambridge. Н. Lucas fue un mimbro 
del parlamento inglés representando a la universidad. En su testamento dejó 
establecido que su donativo a la universidad se invirtiera en la compra de terrenos 
suficientes para obtener una renta anual de 100 libras, con las cuales se pagaría el 
sueldo de un sobresaliente profesor de matemáticas. 

El rey Carlos II oficializó la creación de la cátedra el 18 de enero de 1664. Al 
siguiente mes, Isaac Barrow, el profesor de Isaac Newton, se hizo cargo de la 
posición. El siguiente ocupante fue el propio Isaac Newton. 


La cátedra ya tiene 349 años de existencia y ha sido ocupada LE 
por 18 científicos ilustres, entre los que está George Stokes. El Mg 
ocupante actual es el matemático Michael Green y el anterior, fue P < = 
el famoso físico teórico Stephen Hawking (1941- ) muy conocido AN 


por su obra Una Breve Historia del Tiempo. Hawking padece de 
una enfermedad | motoneuronal, que lo ha incapacitado 
fisicamente. 
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SECCION 5.1 


CAMPOS VECTORIALES 


DEFINICION. | Un campo vectorial en R” es una función 


F:DCR”">R” 
que asigna a cada punto (x1, X2, .. Xx») del dominio D un vector 
F(x, x5, .., Xn). 


Nosotros nos concentráremos sólo en los dos casos particulares n = 2 ó n = 3. 
Si п= 2, F es un campo vectorial en el plano y lo expresaremos así: 
Е(ху) = P(x,y)i+ Q(xy)j F= Pi+ Oj ó F= (Р, О) 
Las funciones P y O son las componentes de F y son funciones escalares: 
Р,0:рс в R 
A este tipo de funciones las llamaremos campos escalares. 
Si n=3, F es un campo vectorial en el espacio у lo expresaremos así: 
F(x y, 2) = Р(х, y,z)i+0(x, y, 2) j Tax, y,z)k, F=Pi+Oj+Rk o 
F- (Р, О, R) 
DEFINICION. | Un campo vectorial Е: DC В" > В", es de clase CU) si cada 


k 
una de sus n componentes es de clase c(9. 


CONVENCION. Convenimos que de aquí en adelante, a menos que se diga lo 
contrario, los campos que aparezcan serán de, al menos, de clase 


co. 


REPRESENTACION DE UN CAMPO VECTORIAL 


Para obtener una representación de un campo Е, en cada punto (x, y) ó (x, у, z) de 
su dominio se dibuja una flecha que represente al vector F(x, y) o F(x, y, z). 


£ F(x, y, 2) 


NS G5 у, z) 


Campo Vectorial en el plano Campo vectorial en el espacio 
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EJEMPLO 1. | Describir el campo vectorial 
F(x у) = (-y,x)=-yi + xj 


Solución 


Evaluamos el campo en algunos puntos: 


F(1, 0) = (0, 1), F(0, 1)= (-1, 0), 
F(-1, 0)= (0, –1), F(0, 1) = (1, 0), 
FQ, 2)= (-2, 2), F(-2, 2)= (2, -2), 
F(-2, -2) = (2, -2), F(2, -2)= (2, 2). 


Los dos gráficos siguientes representan al campo Е. Еп el gráfico de la izquierda 
hemos dibujado los ocho vectores antes calculados. El gráfico de la derecha fue 
logrado con un sistemas algebraicos de computación. 


EJEMPLO 2. | Campos Gravitatorios 


Una masa M situada en el origen de coordenadas ejerce una 
fuerza de atracción gravitatoria sobre una masa т situada en el 
punto (x, y, z) distinto al origen. La ley de gravitación de Newton 
establece que esta fuerza está dada por 

— GMm 
Ех, y, 2) = 


2. 


— ~ Уу'% (1) 
х? +у? +2? 


donde С es una constante gravitatoria у и es el vector unitario en 
la dirección del origen en el punto (x, y, 2). 


Si r= (x, у,2) = хі+уј + zk es el vector de posición 


del punto (x, y, z) y "= ||| = y х? +y +22, entonces 


u= 1] y ala igualdad (1) se puede escribir así: 
r 


— GMm — GMm r — GMm 
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EJEMPLO 3.| Campos de fuerzas eléctricas 


Los campos de fuerzas eléctricas están dadas por la ley de 
Coulomb, la cual establece que la fuerza ejercida por una 
partícula con carga eléctrica q, situada en el origen (0, 0, 0) sobre 
otra partícula eléctrica de carga q, localizada en el punto (x, y, 2) 


está dada por 


r 


pn 


ipo r 
donde c es una constante, г = xi + yj + zk, г = || || y u= FT 
r 


Observar que los campos de fuerzas eléctricas y los campos gravitatorios tienen la 
misma forma. En efecto, si k=- GMm en la ley de Newton о k= сауд) en la ley 
de Coulomb, entonces ambas leyes tienen la forma: 


F(x,y,z) = E = E. 
r r 


DEFINICION. | Si r-xi + yj + zk y si k es una constante. Un campo Е es un 
campo cuadrático inverso si es de la forma: 


F(x, y, 2) = 2 г = К u , donde ucl. 


IP pnr Ir] 


CAMPO VECTORIAL GRADIENTE. OPERADOR NABLA 


En el capítulo anterior, en la sección 3.6, se estudió el gradiente de una función 
escalar. Si la función Ax, y, 2) tiene derivadas parciales se estableció que el 
gradiente de f es la función vectorial: 


Vf (x,y,2)= f. (yz) + f (ху, 2) f» z)k 
O bien, 


Vf -(fs ff) ft flt fk (1) 


A Vf (x, y. z) lo llamaremos campo vectorial gradiente. 
51 f es una función escalar de dos variables, tenemos que: 
Vf (х,у)= 5, (0 y)i+£, (o y) j 


Inspirados en la igualdad (1) definimos el operador nabla V del modo siguiente: 


е хый Ог 
Ox “Oy Oz 


Este operador, aplicado a la función escalar diferenciable f, nos da su gradiente 


VS =( fe ty Lo) = ft ft fk 
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TEOREMA 5.1 | Propiedades del operador nabla. 


Si f y g son funciones diferenciables y а, b, c son constantes, 
entonces 


1. Regla de la constante: Ус= 0 


2. Regla de linealidad: V hid = aVf +bVg 
3. Regla del producto: = fVg*gVf 
4. Regla de la potencia: e P 2 = nf" vf 
V V 
5. Regla del cociente: e \- eyf- £ E gz0 


Demostración 


Ver problema resuelto 10 de la sección 3.6 


DEFINICION.| Campo conservativo. 


Un campo vectorial F es conservativo si es el campo gradiente 
de una función escalar. Esto es, existe una función escalar f tal 
que 

F- vf 
En este caso, de dice que / esuna función potencial de F. 


EJEMPLO 3. | Verificar que f(x, y, z) =2x?y” — 2° es una función potencial del 
siguiente campo vectorial. 


F(x, у, 2) = 4xy i + бх? y j -4z°k 


Solución 


Tenemos que f, (3,2) 74x, f (2) 6, f (х,у,)=—42 
Vf (x, у,2) = 4ху?і + 61? у? -4z°k = F(x, y, Z) 


DIVERGENCIA 
Sea F(x, y, 2) = Р(х, y, 2)i + О(х, у, z)j + RŒ, y, z)k un campo 


vectorial, cuyas funciones componentes, P, Q y R son 
diferenciables. Se llama divergencia de F al campo escalar 


div F =V F= e LM (үө К, -2P д0 OR 
ox” Oy Oz Ox ду Oz 


S1 F es un campo plano F = Pi + Oj, entonces 


divF=V+F= EN iR Р, О ов 98 
Ox ду Ox Oy 
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EJEMPLO 4. | Si F(x, y, 2) = x'yzi +xe”zj +y2z'k, hallar 
a. div F b. div Е(2, 1, -3) 


Solución 


a. divF= pe Ses) + 2 (уг? )=2луг E xez + 3yz 


b. div FQ, 1, -3) = 20103) + 2e (23) + 3(1)(-3)? = 36 - бе + 27 = 63 – бе 


DEFINICION.| Campo solenoidal. 


Un campo vectorial Е es solenoidal si div Е = 0. 


EJEMPLO 5. | Verificar que el siguiente campo es solenoidal 


F(x, y, z) = еї – уе) – ге 
Solución 


йук= (e) y) ze *)=2e* espe 


DEFINICIÓN. | Si f(x,y,z)tiene derivadas parciales de segundo orden, se 


llama laplaciano de f a la función escalar 


2 2 2 
“бу. Sf f 


у? 
ax? oy? az? 


TEOREMA 5.2 | Propiedades de la divergencia. 


Si F y G son campos vectoriales, f un campo escalar de clase 


ce. a y b son constantes, entonces 


1. Linealidad: div (aF - bG)- a div F + b div G 
2. Regla del producto: div(f Е) = (Vf) +» F+ f div F 
3. Laplaciano: div (Vf) = V -Vf =V’ f 


Demostración 


Ver el problema resuelto 2. 


ROTACIONAL 


DEFINICION. | Sea F(x, y, 2) = Р(х, y, 2)і + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k un campo 
vectorial, cuyas funciones componentes, Р, Q y R son 
diferenciables. Se llama rotacional de F al campo 
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i j К 

MO А д 0 0| (дк до [E a) 00 OP i 
Ox ду 02 Oy д; Oz дх Ox ду 
P О R 


Si Е = Pi + Qj, es un campo vectorial en el plano, lo 
consideramos como un campo en el espacio: F = Pi + Qj + Ok y 


i j k 
rot F-V x F= pe de = 20 2Е k 
Ox ду 02 дх ду 
Р О 0 
EJEMPLO 6.| Si F(x, у, 2) = (у -х227)і + (х? 2°)] + ху 2К, hallar 
a. rot F b. rot F(1, —1, 3) 
Solución 
1 ] k 
a. rot F = 2 e 3 x © (у? )-——(х®-:°) i 
Ox ду Oz ду д 


=(2xyz + 2z)i + (-2x°z-y°z)j +(2х-3у°)к 


b. rot F(1, -1,3) =(-6+6)i + (-6-3)j *(2-27)k --9j —25К 


DEFINICION.| Campo irrotacional. 


Un campo vectorial Е es irrotacional 51 rot F = 0. 


EJEMPLO 7.| Verificar que el siguiente campo es irrotacional 
FQ, y, z) = (xy, x +2 /2, y! fo ) 


Solución 
i i k 
2 2 
rot F = P 2 9 eer e 
Ox ду Oz ду\ 2 024 2 
2 2 
х y 
— + ==. 
ху yz ; 
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TEOREMA 5.3 | Propiedades del rotacional. 


51 Е y G son campos vectoriales, f un campo escalar, a y b 
son constantes, entonces 


1. Linealidad: rot(aF+bG)= a rot F + b rot G 


2. Regla del producto: rot( f F)=frotF + (Vf)x Е 
Demostración 


Ver el problema resuelto 3. 


OTRAS PROPIEDADES DEL GRADIENTE, DIVERGENCIA Y 
ROTACIONAL 


TEOREMA 5.4 


Si la función f y el campo vectorial Е son de clase QUI. 
entonces 

1. divrotF= V* (УхЕ)=0 
2. rot Vf = Vx(Vf) =0 


3. div (Ех G)=GerotF-—F e rot G 


4. rot (rot F) = V (V + F) - VF, donde У?Е= V*Pi+V?Qj+V?Rk 


Demostración 


1. Como F es de clase C , las derivadas parciales cruzadas de sus componentes 
son iguales. Luego, 


div rot F= V e (VxF)= д | OR 00 + д E Ax) д 00 ОР 
дх\ду 0) ayla Ox, olor ду 


[ZR eg 2 QP OR " oo op 20 
OxOy  OxOz OyOz дудх OzOx  OzOy 
2. Como la función f es de clase 
iguales. Luego, 


2 : : 
сі de sus derivadas parciales cruzadas son 
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i j k 
0 0 д 

сур Vx(vf)=[£ — © 

DO s O 
of o Ff 
Ox ду Oz 
2 2 2 2 2 2 

а Жо A СА р 

OyOz  O0zOy OzOx  OxOz OxOy дудх 


3. Ver el problema propuesto 15. 


4. Ver el problema propuesto 16. 


Si F es conservativo, entonces F es irrotacional 


COROLARIO. 


Demostración 
Si Е es conservativo, existe una función real f tal que F = Vf 


Ahora, de acuerdo a la parte 2 del teorema anterior, rot F = rot Vf = 0. 


PROBLEMAS RESUELTOS 5. 1 


PROBLEMA 1. | Probar que el campo de fuerza de cuadrado inverso del ejemplo 2, 


—GMm 
F( y,z)- E(x, y, 2) = 2 
r 


u 


1 
donde г = (х, y,z) - xit yjtzk,r-||r| y u=-—r, 
F 


es conservativo. 


Solución 
GMm 
. Tenemos que: 


Sea fx, у, 2) = ===> 
A E ey RE 
VE oU UU.) T Ek) E 
-GMmx T€ —-GMmy Dido -GMmz k 
38 : Bn. Rv ЕСТЕ: 
) (xa «y +2?) (x «y «z) 


(++ 
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—GM: —GMI -СМ -СМ! 
z 3/2 (ri +yj +zk) = т = mI x ro 
(++ E E a Е 


PROBLEMA 2. | Probar el teorema 5.2. Propiedades de la divergencia. 


Si F y Gson campos vectoriales, f un campo escalar de clase 


с®, a y b son constantes, entonces 


1. Linealidad: div(aF - bG)- a div F + b div G 
2. Regla del producto: div(f Е) = (Vf) + F+ f div F 
3. Laplaciano: div(Vf)=V + Vf-2V^f 


Solución 
Sea F-Pi* Qj  RKk y G2 М + Nj + Sk. 
1. аЕ+ЬС = (aPi + aQj +ark)+ ( bMi- bNj + bSk) 


(aP + bMj + (aQ + bM)j + (aR + bS)k 
-( aP +M, aQ+bN, аз) 


Luego, 
div (aF +bG) =Ve (aF+bG) 


= EA UM 9 e (аР+ЬМ, aQ+bN, aR«bS 
Ox Oy б 


- a (P bM e 2. (a0+bN)+ ElaR +55) 


E 00 x e ON 25 


+ = a div F + bdivG 
ôx ду д> Ox ду д: 


2. аму в) у (в) (2 2 BG ют) 


ôx’ ду’ & 
0 д д 
20) 2 G9)- n) 
Fn Fa F OP „д0 „ƏR 
aan си o га 


(2. 9p. 7 . (^ Q, ap (22.2 
Ox ду д> Ox ду д 
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= (Vf) -F+ f div F 


2 2 2 
СР LORI ORE к NC УГ, 
Ox Oy ё Ox ду ё o! oy a 


PROBLEMA 3. | Probar el teorema 5.3. Propiedades del rotacional. 


51 F y Gson campos vectoriales, f un campo escalar, a y b 
son constantes, entonces 


1. Linealidad: rot(aF+bG)= a rot F + b rot G 


2. Regla del producto: rot(f F)=frotF+ (Vf)x Е 
Solución 


1. rot(aF - bG) = V x (aF + bG) 2 a VxF +b VxG = a rot F + b rot G 


2. Si F = Pi + Qj + Rk, entonces fF = /Рі + fOj + /Rk y 


rot(f F)=V x (fF) 


(sem je) (za zu) 


(r2 Ea 720 Lor Tr Lo ni: Tr) 


ду ду Oz Oz б Oz Ox 


00 of OP Of 
р 1722.20 у L p)k 


Us 2 La Lo) (sE a); (Z: Tr) 
у 


ду Oz Oz Oz Oz Oz Ox 
‚| „до ОР of of 
А Ox E sn 
_ [28 Q E OP OR), | Q ӘР 
(3 2 (S x) JE: к 
+ (Er-Loj [Lr-L) + (20-8 ғ), 
ду Oz Oz Ox Ox ду 


=frot F+Vfx F 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5. 1 
En los problemas del 1 al 5, hallar la divergencia y el rotacional del campo F 
1. F( y, 2) = хі + yj + zk Rpta. div F=3, rotF=0 
2. F(x, y) Si + xj Rpta. div F=0, rot F 22k 


3. F(,y) = x4 x! +y i + уух” « y?j Rpta. divF 234 x? + y? , rotF=0 


4. Fx, y, z) = хуі+ уг) +х2к  Rpta. div F = х? + y? +22, 
rot К = —2yzi — 2xzj-2xyk 
5. F(x, y, 2) = (х+ е?” + (у+ ej + € + e)k 
Rpta. div F = 3+(ху + хт + yz)e"", rot F — e" [x — у)і + у(х — z)j + z(y — yk] 
6. Probar que el campo F(x, у, 2) = yei + хе] + xyek es conservativo, hallando 
una función potencial f. Rpta. f(x, y, 2) = xye 
7. Verificar que el campo F(x, y, 2) = (y sen(yz), —zcos(xz) —х cos(xy)) es 
solenoidal. Esto es, verificar que div Е = 0 


А 1 : А 
8. Verificar que el сатро F(x, у, z) = (х, y, z) es irrotacional. Esto 


\/ x py ez 


es, verificar que rot F — 0. 


9. Hallar div(FxG) = V e (FxG), si 
F(x,y,z) =xi+2j+4yk y G(x, y, 2) = хі + yj – zk Rpta. 4x 
10. Hallar div(FxG) =V + (FxG), si 
F(x, у, z) =xyi+xyzj y G(x, y, zZ) = yzi + xzj + хук Rpta. xy 


11. Hallar rot(FxG) = V x (FxG), si 
F(x, у, 2) =2i+xj+2yk y G(x, y, z) = хі – yj — zk Rpta.— 4i + xj -2yk 


12. Hallar rot(FxG) = V x (FxG), si 
F(x, y, z) -xÀyj + гк y G(x, y, z) = xi -yj -zk 
Rpta. —2x(y + 2)ї + 2y(x + z)j + 2xz(x + y)k 
13. Hallar rot(rot F) = V x (V x F), si F(x, y, 2) = 3х2 — хт] + (x+z)k 
Rpta. —6xi + 6zk 
14. Hallar rot(rot F) = Vx (v x F), si F(x, y, z) = x'zi —у >] + xy zk 
Rpta. (y? -2х?)і + Оху 425?)j + (2xz— 4yz)k 
15. Probar que div (F x С) = С erot F — F erot G 


16. Probar que rot (rot F) = V(V+ F) — V?F,donde V?F= V?Pi+V?0j+V*Rk 
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En los problemas del 17 al 22 verificar las identidades dadas, donde 


E PA 
г=хі+уј +2, r= || = үх у *-z y a es un vector constante. 


in vet 18. v(1--5 
r r £ 
19. V(r )=nm-Dr 20. V(Inr)= E 
r 

21. div(axr)=V e (axr)=0 22. rot(axr)=V х(ахг) = 2а 


ЅЕССІОМ 5.2 


INTEGRALES DE LINEA 


b 
En esta sección generalizaremos la integral definida | f (x)dx, cambiando el 


intervalo [a,b] por una curva C, dando como resultante una nueva integral llamada 
integral de línea; aunque, más propiamente, debería llamarse integral curva o 
integral curvilínea. Comenzamos presentando los tipos de curvas que aparecerán más 
adelante. 

Recordemos que una curva C dada por las ecuaciones paramétricas 

C: x=x(0, y=y00), z= z(t), a<t<l, 
ó, equivalentemente, dada por una ecuación vectorial, 

C:r(t) = x(f)i + y(O)j+z(0k, as<t<b, 
es una curva suave si las derivadas x (t), y (t) y z (f) son continuas en el intervalo 
cerrado [а, b] y no se anulan simultáneamente en el intervalo abierto (a, b). Esto es, 
r(t) es de clase C en [a,b] y r'(t) (0, 0,0), vte(a, b). 

La ecuación vectorial r(f) = x(f)i + (fj + z(0k a < t € b, determina una 
orientación de la curva C dando la dirección positiva a la que se obtiene 
incrementando el parámetro /. El punto inicial es А = r(a) = (x(a), y(a)) y punto 
terminal, B = r(b) = (x(b), y(b)) 


Dada la curva C: r : [a,b] > R?, se llama curva opuesta a С a la curva denotada 
por —C y definida por 
-C: р: [a,b] 5 R^, p()=r(a+b-t) 
Observar que —C: p: [a,b] — R?, es una reparametrización de C: r : [a,b] — R^, 


que invierte la orientación. En efecto, si consideramos la función Л: [a, b] [a, b], 
А) = а + b—t, entonces tenemos que: 
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р (0) =r(4(0), h'(t)--1«0, h(a)=b,h(b)=a,p(a)=r(b), p (b) = г (a). 


r(b) p(a) 


r(a) p(b) 


La curva C es una curva suave por partes o suave a trozos si С es unión, 


C=C¡UC,U o. En 
de n curvas suaves tales que el punto terminal de cada una de ellas es el punto 
inicial de la siguiente. 


La curva C es una curva cerrada si su punto terminal coincide con su punto inicial. 
Esto es, si 4=r(a)=r(b)=B. 


C es una curva simple si no se intersecta, excepto posiblemente en sus extremos. 
En el caso de que los extremos coinciden, la curva es cerrada simple. 


B 
B 
ИУ; ES 
= А= 
4 A=B 


Curva suave a Curva cerrada Curva cerrada 
Curva suave trozos no simple simple 


А 


INTEGRALES DE LINEA RESPECTO A LA LONGITUD DE 
ARCO 


Sea C una curva suave en R° dada por las ecuaciones paramétricas 
x-7x(, y-y(n,z-z(, as<t<b 
O, equivalentemente, por la ecuación vectorial, 
г@) = (0), y(0) = x(Di + xj +2(0k, a<t<b 


El punto inicial de C es A = (x(a), y(a), z(a)) y 
el punto terminal es B — (x(b), y(b) , z(a)). 
Tomemos una partición 2 del intervalo [а,Ь]: 


Р,= В 


* (xi, vizi) 


а=в<1,<15<...1„=Ь 
Esta partición determina los siguientes puntos de C: 


A=Po Pi, Pa, ...Р,= В X 
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donde Р; = (ty), y(t, z(t), k= 0, l, 2; 3H 


Estos puntos dividen a C en л subarcos de longitudes Ası, As», . . ., Asp. Sea 
| 2 [| el máximo de estas longitudes 


Tomemos (xi. у.а) un punto enel агсо k, = 0, 1, 2,...п 


Si f(x, у, 2) es una función de tres variables cuyo dominio contiene а la curva C, 
formamos la siguiente suma de Riemann: 


Ys (iyi zi) Аз 
k=1 


Tomando el límite de esta suma cuando | Р | > 0 tenemos la siguiente integral. 


DEFINICION. | Sea f una función definida sobre una región que contiene a la 
curva suave C. La integral de línea de f respecto a la 
longitud de arco s a lo largo de C de А a B es 


INICES ds — 


mao 4) As, 


ШЕ 


Se prueba que si la función f es continua sobre la curva C, entonces el límite de 
esta suma de Riemann existe. Aún más, se prueba también que este límite es el 
mismo para todas las parametrizaciones suaves de C. 


Para evaluar esta integral de línea, la transformamos en una integral definida 
guiados por el siguiente resultado, obtenido en el teorema 2.9 del capítulo anterior, 


Saro pA С OT 0T 


De donde, 


а= Oro OY 


En consecuencia, tenemos el за resultado que lo ponemos como teorema. 


TEOREMA 5.5 | Teorema de evaluación de integrales de línea. 


Sea f continua en una región D que contiene a la curva suave С. 


51 C está parametrizada por 
r() = (00, y(0, 200) = x(Di + Aj + z())k. a< t< b, entonces 


OE 
1600.00) Erf «Dro «07 а 


t) | at 
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Si la función es la constante 1; es decir, si f(x, y, 2) = 1, la integral de línea es la 
longitud de arco de la curva C, dado en el teorema 2.8. Esto es, 


| E | | FONDONO «- f | FE 


x4 yJz 
EJEMPLO 1. | Evaluar | е ds, donde C esla curva paramétrica 
c y+z 


1 
C: х=1, у= "ub z-t 1<1<2 


Solución 


De acuerdo Al teorema anterior, tenemos: 


2(;+12 12|: 2 
| presa a- | | / | Parra | ЮМ? + 2 dt 
1 


c У+2 y f£ tt 


e] «str - УЗ) (3p 


NE. 3 


INTEGRALES DE LINEA SOBRE CURVAS PLANAS 


Los resultados sobre integrales de línea para curvas еп IR? se obtienen como un 
caso particular de las curvas en R°, tomando la coordenada z = 0. En este caso 
también tenemos que z (2) = 0 y, por tanto 


NICO ds =Í (0.0) [x (0T PEKOJ dt (1) 


INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA INTEGRAL f f (x, y) ds 
C 


Si f(x, y) 2 0, entonces el producto f (t. Ух ^s. es el área de un rectángulo 


vertical de ancho As, y altura f E Yu ) : 
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Luego, la definición de | ГА (х, y) ds nos dice que esta integral es el área 4 de 
C 


la “cortina” и “hoja” que se levanta sobre la curva С y cuya altura sobre el punto 
(x, y) de la curva es z — f(x, y). Esto es, 


4= | f(x,y) ds (2) 
fe 


EJEMPLO 2.| 1. Evaluar | ху ds , donde C es la curva 
© 


C:x=2 cost, у= 2 sen t, 05152 


2. Evaluar | ху ds, donde -C es la 
C 


curva opuesta a C, que está dada por 


-С:х=2 sent, y=2 cos t, 05152 


3. Evaluar f ху ds , donde С, es la curva 
Ga 


CU x-h у= у4-1°,0<{<2 


4. Observar que f xy ds =Í xy ds = f xy ds 
-C C fe] 


Solución 


Aplicando la igualdad (1), 
1. f» &в= f EOLO DOT «0T 4 


mi2 
= f (2cos 1)(2 senz) (-2 sen г) +(2 cos ^ dt 
0 


л/2 
= af (sen £ cos D 4( зеп?/ + cos? t) dt 
0 


z/2 


is sen?t 
-s[ sent cos rdi a | -4 


0 


л/2 
x f xy ds = f (2 sen £)(2 cos | (2 cos г) + (-2 sen p dt 
-c 


0 


mi2 
= af (зеп £ cos n 4( cos?t + еп?) dt 
0 
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A sen?t е. 
-ef sent oos rd = 3| 2 | -4 


0 0 


ES f. ГЕД 2 б. j 
| de 


2 ? 
й= 2 rama E 
y 4 2 0 


4. Los tres resultados anteriores dicen que 


[»-[ С) ху ds = 4 
€ -с Ci 


OBSERVACION. | En el ejemplo anterior, las tres curvas: С, -C у С 
corresponden a tres parametrizaciones distintas de la parte de la 
circunferencia x? + y? = 4 situada en el primer cuadrante. Se 
obtuvo que el valor de la integral a lo largo de cada una de estas 
tres curvas es el mismo. Este resultado no es casual. En el 
problema resuelto 8 probaremos que: 


f f(x,y,z) ds es independiente de la parametrización de С. 
C 


De un tubo (cilindro circular recto) de aluminio se corta un pedazo, 
como muestra la figura. La base del cilindro es la circunferencia 
x! + y! = 4. En cada punto (x, y) de la base, la altura del pedazo es 
Дх, y) = 1 + y”. Hallar el área del pedazo cortado. 

Solución 


Sea C la circunferencia x? + y? = 4. Una 
parametrización para C es 


C:x-2cost, у= 2 sent, 0X t€ 2z 


El área del pedazo de hojalata, de acuerdo a (2), es 


а=| гб) 4- | (1+»?) ds 


-Í MOT sen?) ү (2 sen г) +(2 соѕ г) аі = a] (1+4 sen?) dt 


0 0 


2л 1—соз2/ 2л 2л 
zi ЕЭ а-э| (3—2соз 21) 4723s | 
0 0 


0 
=127 
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Extendemos la integral de línea a curvas suaves por partes 


Si C es una curva suave por partes y C=C¡UC,U ...U Съ, donde cada Ck 


es suave, entonces definimos la integral de línea a lo largo de C como la suma de la 
correspondiente integral de línea a lo largo de cada curva suave С; Esto es, 


f rene frena Forense fra 


n 


EJEMPLO 4. | Evaluar la integral f 12x ds 


C 


donde C es la porción de la parábola 
desde (-1, 1) hasta (2, 4) seguido por el 
segmento de recta de (2, 4) hasta (3, 0) 


Solución 


Sea С, la porción de la parábola y С» el segmento. 


Tenemos que С=С, С, y 


f 12x ds = f 12x ds + f 12x ds (1) 
[el с Сә 


Calculemos estas dos integrales separadamente: 


a. Una parametrización de С\, que es la parte de la parábola y = x^, que va desde 
El, 1) hasta (2, 4), es la siguiente: 


х=1, у=, -]ztx2 
Luego, 


2 2 
| 12x ds = f De 1? | y 1441? (8t dt) 
CT -1 -1 


2 
= EE P^ =17/17- 5/5 0) 
-1 


b. La ecuación vectorial del segmento de recta con punto inicial (2, 4) y punto 
final (3, 0) es 
r(f) (2,4) +t(1,-4), 0<t<1 


de donde obtenemos la siguiente parametrización para el segmento С», 


х=2+1, у=4- 4, Oxtxl. 
Luego, 


| | gs P +(-4) а= от] (21) dt 
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2 1 
- EUER = ОШЫН -30417 8 
0 


Reemplazando (2) y (3) en (1): 


f 12x 4з = 174 17- 54 5 + 304 17 = 474 17 – 54 5 
C 


MASA, CENTRO DE MASA Y MOMENTOS DE INERCIA 


Si un alambre de densidad &x, y, z) tiene la forma de una curva C, la masa M del 


alambre y su centro de masa [% у, 2) están dados por: 


m-f ó (x, y, z) ds 

fe 

x ->f xó (x, y, z) ds , я) уб (х, y, z) ds, z ->f 20 (x, y, z) ds 
M Jc M Jc M Jc 


Si la densidad es constante, Дх, y, z) = k, el punto la y, z) depende de la forma 


geométrica del alambre y no de su masa. En este caso, el centro de masa toma el 
nombre de centroide. 


Los momentos de inercia respectos a los ejes X, Y y Z están dados por 
І, = f (›? +22)5(x, y,z) ds, 
€ 


I- f (x? +:?)б(х,у,т) ds, L= f (x? +2?)8(x, »,2) ds. 
C C 


EJEMPLO 5. | Unresorte tiene la forma de la hélice 


x-43cost, у= \/ 3 sen г, z-t, 0<1<3л 
Si su densidad es Хх, y, 2) = z, hallar: 


1. La masa del resorte. 2. El centro de masa. 
Solución 


Tenemos que 
= [хб «DOT «(9T а 
= | (—/3 sen 1) «(43 cos 1) dq dt į 


= 3(веп?г + cos? t)+1 de =y4 3 + 1 dt=2dt 
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34 2 3л 
1. м- | osa) a- | z ds -Í 24) =2 5 =97 = 88.83 
C C 


3л 
E 1 
2 х= x]. xó(x, у,2) ds= — MEL. г): 2ar) 
97 
Зл 
2 4 
= "nia Ж E =— УЗ 008 
9л 0 9л 0 9л 
y ó( (x ; ) ds= — TE sen г) t (2dt 
у = x]. yé(x,y,z "m ZUM t (2a) 
3л 
= Map ca 2 E tcos t emer = 243 037 
9л 0 9л 0 3л 
z- : f zó(x,y,z)ds- a (2dt) 
Мәс 977? 


37 
2 2 | 
-2f tdt=—— | — =2л = 6.28 
97 0 9л°|3 |, 


El centro de masa del resorte es (x, y, z) = (—0.08, 0.37, 6.28). 


INTEGRAL DE LINEA RESPECTO A LAS VARIABLES 
COORDENADAS 


Nuevamente tomamos una curva suave C dada por 
las ecuaciones paramétricas 


x=x(0, y^y(0, z=z(0), a<t<b, * җә ургу) 
con punto inicial А = (x(a), у(а)) y punto 
final В = (x(b), y(b)) 


Al subarco As; de la curva C que se usó para 
definir la integral de línea respecto a la longitud 
de arco, 


УЛЫ. а) Азу 
k-l 
lo proyectamos sobre los ejes X, Y, Z, obteniendo subintervalos de longitud Ax,, 


Лук ‚ Az, respectivamente. 


Si en la suma de Riemann anterior cambiamos el subarco AS, por cada uno de 
estos subintervalos, obtenemos las tres sumas de Riemann siguientes 
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n n 


iia — XfQuoLz)ee ESivo) Az 
k=1 


k=1 k=1 


Tomando el límite de estas sumas cuando | 2 | — 0 tenemos las tres siguientes 
integrales. 


DEFINICION. | Sea f una función definida sobre una región que contiene a la 
curva suave C. 


1. La integral de línea de f respecto a x a lo largo de C de 


Aa Bes 
/ X,Y,Z dx / Xp» Ys Zh AX, 
р ба ES i (iia) 
2. La integral de línea de f respecto a y alo largo de C de 
Aa Bes 
FFS d > > A 
| 105.2) Lem Aim Ars у а) Ук 
3. La integral de línea de f respecto а z alo largo de C de 
Aa Bes 
dz Mp | Az, 
[^(%») de = E noz E у дї) 


Teniendo en cuenta que: dx = x (f)dt, dy = у (да у dz=z (dt 


se obtiene el siguiente resultado: 


TEOREMA 5.6 | Teorema de evaluación de integrales de línea. 


Sea f continua en una región D que contiene a la curva suave С. 


51 С está parametrizada por 


г() = (00), у(0), 20) = xi + уб] + zk, a<:t<b, 


entonces 


1. [„/%®») dx = [0 0.20) 0) 


2. f sœ» dy = [о 00) (02 
3. [/^®») dz = f AEO) Od 
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EJEMPLO 6. | Sea f(x, y, 2) = xyz y sea la curva 
С:х() = у) = Ё, 20) = Р, 0<1<2 


Evaluar: 
ii | stoy) as Б. INICES Bes og f sœ») de 
Solución 
; : "ET 
а. | уг) &=| зг dx= f | «(e ye)oa- I: а = HE En 


2 


(2 )(2) (2) а= of gs 38) -ы 


0 


лб) ау = |» ау -Í 


0 


2 
e | 662) &-| xz dz= | eye ye aa СЕН -22 


0 0 


Las integrales de línea рага funciones de dos variables а lo largo de curvas en el 
plano se pueden ver como un caso particular de las integrales anteriores, tomando la 
variable 2= 0 (por tanto, z'(t) = 0). Esto es, 


4 | saa- [EOSO Oa 


5. NICO dy — [rotta 


EJEMPLO 7.| Evaluar las siguientes integrales de línea a lo largo de la curva 


1. f xy dx 2; f xy dy 
C C 
donde C es la curva: 
C: x=2 cost, y=2 sent, 05155 


Solución 


1. Aplicando la igualdad de 4. 


л/2 


л/2 
| xy dx = f (2cos £)(2 sen t) (2 sen t dt)= s[ sen?t (cost dt) 
c 


0 
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2. Aplicando la igualdad de 5. 


zí2 


zí2 
f xy dy= | (2cos f) (2 sen г) (2 cos t dt) = ef cos? t (sen t dt) 
c 0 0 


3 л/2 8 
e cos” f£ с 
3 3 


0 


En el siguiente ejemplo mostramos los efectos que ocasionan las 
reparametrizaciones de una curva С sobre las integrales de línea. Para esto, 


tomamos la curva 
C:ox=t, у=, 0xtx2, 


que es la parte de el gráfico de la parábola y — x? de el punto (0, 0) al punto (2, 4) 


A esta curva C la reparametrizamos de dos maneras más, una conserva la 
orientación y la otra la invierte. 


EJEMPLO 8. | Evaluar: 


a. f х? y dy , donde C es la parábola y = x?, 
C 
parametrizada por r(f) = й + €j, 0x 1x2 


»[ x? y dy, donde C; es la parábola y = х? 
С 


parametrizada рог r(A =21 + 40}, 0 <1<1 


«| x? y dy , donde C; es la parábola y = х? 
C) 


parametrizada por r(?) = (2 - 01+ (2 - £j, 0x1x2 
Solución 


" [^ v= [o (2) (20) а= of a= 42 - “ 


0 0 


1 1 6 
»[ 59| (xy (a? aces [ Paus Е. 
С. 


1 0 0 


ef TI y (2-ty (-2(2-t)) dt = of (2-0 dt 
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Observamos С, tiene la misma orientación que C y que 


4 
| 3j v- | х?у 4-5 
Сі € 


En cambio, C; invierte la orientación de С y, en este caso, 


| xy a=-| xy ф=-*= 
C2 C 


El siguiente teorema nos dice que este resultado no es casual. 


TEOREMA 5. 7 | Cambio de parametrización para integrales de línea. 


Sea f una función continua sobre una curva C de clase C 


a) 


parametrizada por r: [a, b]>R?. Sea p: [c, d]>R*una 
reparametrización de г y sea С, la curva dada por esta 


reparametrización. 


1. Si p preserva la orientación, entonces 


f ¿163 d- IO »z) dx 


2. Si p invierte la orientación, entonces 


| „/®») &=- | f(x,y,z) dx 


С 


Estos resultados también se cumplen para las integrales respecto a 


la variable y y respecto ala variable z. 
Demostración 


Ver el problema resuelto 9. 


COROLARIO. | Si — Ces La curva opuesta a la curva С, entonces 


f Ova) dx --[ ¿Au y,z) dx 


NOTACION. | Con frecuencia, a la suma de integrales respecto a x y a y la 


denotaremos así: 


f Par + | оф + | ке - | Р ах+о dy+R dz 
c С C E 
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EJEMPLO 9. | a. Evaluar f y dx+x dy, donde Y 
a (1,1 
С, es el segmento de recta desde (0, 0) С 
hasta (1, 1) ; 
C 
b. Evaluar f у dx+x dy, donde | 
Сә 0 х 


C; es el gráfico de la función y = x? 
desde (1, 1) hasta (0, 0). 


c. Hallar f y dx+x dy, donde C= C, U C; 
C 


Solución 
a. Una parametrización para el segmento Cj, que va desde (0, 0) hasta (1, 1), es 


х= і y-t, 0<1<1 


Luego, 
1 1 
1 
f varzo = | rasta | 2t di - |2 | -1 (1) 
a 0 0 0 


b. Una parametrización para С», que es la parte de la gráfica de у = x^ que va desde 
(1, 1) hasta (0, 0), es: 


хаты: зрее) 0<г<1 


1 


(i г) (а) (10 (3-0) (-ш))= af (1-0) at 


f y dx x dy -f 
C5 0 0 


1 
= af (1 +3? б) а= 1 (3) 
0 


Luego, 


e f у&+хау=| у&+хау + Í ydx+xdy=1+(-1)=0 
C С, C5 


EJEMPLO 10. | Evaluar la integral de línea f x’ y dx+xy dy, 
C 


donde C es la porción superior de la elipse 


4 9 
desde el punto (2, 0) hasta (—2, 0). 


Solución 


Una parametrización para esta parte de la elipse es 
x=2 cost, y-3sent, 0<t<x 


Luego, 
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f х?у dx+ xy? dy 
fe 


-Í " (2сов г) (3 sen 1) (-2sen t )dt+(2cos г)(3 sen г)? (3 cos t )dt 
0 


m NEL sen?t Jat T 54( sen?t cost) dt 


Er A 1 A 
=зо| ( sen £ cos p dt — af ( 2sen £ cos p dt = >| sen? 2t dt 
0 44% 2Ј о 


_15 1— cos 4t die 15 (1 cos4t)dt = 15 , sen4t | _ 157 
24% 2 446% 0 4 


4 


EJEMPLO 11. | Evaluar f y dx+z dy + х dz , donde 
C 


C es la unión de los segmentos: 

С, desde (1, —1, 0) hasta (2, 2, 4). 
C», desde (2, 2, 4) hasta (0, 2, 0) 
Сз, desde (0, 2, 0) hasta (1, —1, 0). 


Solución E Y 


f ydx+ zdy + xdz = f ydx + zdy + xdz -f ydx + zdy + xdz -f ydx + zdy + xdz 
C С, C5 C5 


(1, -1, 0) 


Calculemos estas tres integrales separadamente. 


1. Una parametrización para el segmento Су, desde (1, —1, 0) hasta (2, 2, 4), es 


x=1+t, y 1+31, z=4t, 0<t<1 
Luego, 
1 


f »dvez dyes de= | (-14+32) dt + 4t (3dt) + (14- t) (4dt) 
С, 0 


1 1 
-Í б+ө)а- aD E 


0 0 2 


2. Una parametrización para el segmento С», desde (2, 2, 4) hasta (0, 2, 0), es 


x=2-2t, y=2, 2=4- 4, 0<1<1 
Luego, 
1 


[| за+гф+хе -Í 2(-2dt)+ (4—4t) (dr) (2 — 21) (-4dt) 
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1 
EM PN =|- 2 e 
f (-12+8)dt=[ -12 +4] =-8 


0 
3. Una parametrización рага el segmento Сз, desde (0, 2, 0) hasta (1, —1, 0), es 


х=, y=2-3t, z-0, 0<1<1 


Luego, 
1 


f. y dx-z dy+x dz -Í (2-30) dr+ (0)(3ar) +t (04r) 


1 1 
-Í (2 )а=| 2 2 => 
0 2 0 2 


Remplazando los resultados de 1, 2 y 3 en la igualdad inicial: 


1 
-=S. 
2 


f ET EE A c qu 
[o 2 
INTEGRALES DE LINEA DE CAMPOS VECTORIALES 


Ahora buscamos definir la integral de línea de un campo vectorial a lo largo de una 
curva. 


Sea la curva C: r(t) = х(0)і + (0j + z()k a<t<b 


De = r' (t) , tenemos que dr = r'(1) di 


S1 F es un campo vectorial, tenemos que: 
F * dr - F * r'(t)dt (1) 


Por otro lado, si s = s(f) es la función longitud de arco de la curva C, tenemos que 
ds 
s(t) = INL = | (2) 


t)! dt 2 
Р ol о 
Ahora, si T(f) es el vector tangente unitario de la curva С, de (1) у (2) obtenemos: 


(| a => = 


F + dr=F *r'(1) dt = t) [ae =F + Tas (3) 


F А 288 (0 r 
[ro | 


F * T es la componente del campo F en la dirección del vector tangente T. En 
efecto, recordemos de la sección 1.3 que esta componente está dada por 


Comp,F = EST IG eT 


Tomando en cuenta estos resultados presentamos la siguiente definición: 
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DEFINICION. 


Sea F un campo vectorial continuo sobre una curva suave С dada 


por una función vectorial r(£), a < t < b. La integral de línea de Е 
a lo largo de C está dada por 


[ва | вета | Ауа OT. (4) 


а 


El nombre “integral de línea de Е а lo largo de С” no es muy apropiado, уа que 
no se está integrando a F, sino a la componente de F en dirección de T. 


FORMA DIFERENCIAL DE LA INTEGRAL DE LINEA 


Si F(x, y, z) = Рі + Qj - Rk y С: r(A = х(0і + у(дј + z(0k, entonces 


| | pit 
c C dt 


-Í (Pi Qj e Rk) $ (x'(t)i+y'(t)j+z'(t)k)dt 


b 
-Í Px'(t) dt - Qy (t) dt+Rz'(t) dt = | P dx Q dy - R dz 
C 
Esto es, 


| F-a- | Рах + Ойу + Rdz (5) 
¡a C 


TRES FORMAS DE LA INTEGRAL DE LINEA DE UN CAMPO 


Las igualdades (4) y (5) anteriores las resumimos en la siguiente expresión: 


Si F(x,y,2) = Рі + Qj - АК y C: r(A =x(0)i + y(0j + z(0k, a € t € b, entonces 


| peso ne [ вета ва] TOJO rO 


a 


EJEMPLO 12. | Sea F(x, у, 2) = xyi — xzj + yzk. 


a. Evaluar F + dr, donde С, es el segmento desde el punto 


a4 
0 — (0, 0, 0) hasta el punto (1, 3, 2). 
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b. Evaluar Í F • dr, donde C, es la curva del punto 0 = (0, 0, 0) 
C2 


al punto (1, 3, 2), dada por la ecuación 


r(A =й +32) - 20k, 0<1<1. 
Solución 


a. El segmento de recta de (0, 0, 0) a (1, 3, 2) (1,3,2) 
es descrito por la ecuación vectorial C 


r(A =й +31) -2tk, Oxtx Il. 
Luego, 


F(t, 3t, 2t) - (i 3j 2k) dt 


(rGr) — (0j + (30) Q0K ) • (¡+ 3j 2k) de 
0 


f (- 6 120) dt -f uis = [30] =з 
0 


0 


F(t, 32, a . (i+ 6tj+ бек) at 


(GPi - 100)} + (з2)огк ) e (i+ 6+ вок) ar 


1 
(32 -12+ 36r ) dt = E anser 4B 


ORIENTACION Y PARAMETRIZACION 
La igualdad (5) anterior nos dice que 


f F-a- | ровка = | pis | oa- | Rdz 
c c c c c 


Este resultado expresa la integral de un campo como suma de tres integrales 
respecto a las variables coordenadas. Esto implica que el teorema 5. 7 y su corolario, 
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establecidos para estas últimas integrales, también es válido para las integrales de 
campos. En particular, se tiene el siguiente resultado, correspondiente al corolario 
mencionado: 


INTEGRAL DE UN CAMPO Y TRABAJO 


Sea F un campo de fuerza que actúa sobre una partícula que se mueve a lo largo 
de una curva С dada por 


C: r(0)=x(0i+y(0)j ^ zik a<t<b 
Buscamos calcular el trabajo que realiza el campo F al desplazar la partícula desde 


el punto А = (x(a), y(a), z(a)) hasta el punto B = (x(b), y(b), z(b)). 


En nuestros cursos anteriores, la partícula se desplazaba a lo largo del eje X. 
Tanto la fuerza F como el desplazamiento, tenían la misma dirección. 


En el caso presente, el desplazamiento es curvilíneo y 
su dirección cambia constantemente. Esta dirección está 
determinada por T, la tangente unitaria de la curva. 


Tomamos una partición 2 del intervalo [a, 5], la 
cual divide a la curva C en subarcos. Consideremos el 
subarco comprendido entre los puntos Py у Py, cuya 


longitud es As, . Sea (s(). v(a) :()) un punto 


de la curva entre los puntos Рк_, y Рк. 


El trabajo AW, realizado al mover la partícula del punto Ру _ ; al punto Py. es, 
aproximadamente, el producto de la componente tangencial de la fuerza en el punto 


(s(c). »(«). z(t )) por la longitud As, . Esto es, 
AW, s F(x(r). »(«). z(a))e (s )s. 
El trabajo total es, 
w= Y (sa). l) (aetla 
Tomando el límite е7 |2 |0 


T = 1130 2 rb). »(i). z())er(i s. - | fa - T ds 


Este resultado nos permite establecer la siguiente definición. 


Cap.5 Análisis vectorial Integral 533 


DEFINICION. | Sea F = Pi + Qj + ЁК un campo de fuerza continuo bajo cuya 
influencia una partícula se mueve a lo largo de una curva suave 


C: к) = (і + X0j + z(0k, a<t<b 


orientada ер la misma dirección del movimiento de la partícula. 


El trabajo realizado por el campo de fuerza sobre la partícula es 


zl rera- F- ar- | Pdx + Qdy + Rdz 
c c C 


-Í pa | ow- | Rdz 
C C C 


EJEMPLO 12. | Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas 
E(x, y, 2) = xyi + ул] + xzk 
al mover una partícula a lo largo de la curva 


Cor(0)=4+éj+ék 0<1<1 
Solución 


1 
ч Вар утоа еа 
| re t ) (1i +2] + к) dt 


1 
= | (OAD + OOA + AAG) Ja 


0 


EJEMPLO 13. | Trabajando sobre la bóveda de Viviani. 


Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas 
F(x, y, 2) = —yi + zj + xk 
al mover una partícula a lo largo de la curva que C que es la 
intersección de la semiesfera х? + y? + 2? = а”, z > 0 con el cilindro 
х? + y? = ax. recorrida en sentido antihorario vista desde arriba del 
eje Z. Recordar que esta curva C es el borde de la bóveda de 
Viviani. 
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Solución 


La proyección de C sobre el plano XY es la 
circunferencia 


(«-a/lY + y! = d?/4, z=0 


de radio 5 y centro (a/2, 0, 0). 


Luego, una parametrización para es la circunferencia es 


а а a 
х= —-t—cost у= sent, 0<t<27 
2-39 2 


Por otro lado tenemos que: 


2= Ja x у? = үа? a= fe [Eres т) =a 5388 
= aq sen? (t/2)= a| sen (1/2) | = а sen (1/2) 


Luego, una parametrización рага C es: 


С:х= Р Scoss, y= S зеп, z=a sen (1/2) 0<t<27. 


Ahora, 


w-f -pdst adya = | s | a | xdz 
C © c C 


Calculemos separadamente cada una de estas tres ültimas integrales: 


27 2 2л 
1. f ydx = f | а sen t [Eso r) dt = <f sen? t dt 
e б 2 2 4) 


2 27 2 27 
= 2 f ( zer jar = © f (1— cos 21) dt 
4 0 2 8 0 


8 2 |, 4 
2. [^ - IN so 5) [£cos ] dt = “{[ С t)sen (1/2) at 
= а. | Nc (1/2) —1)sen (r2) at 
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2 


f E cos? (1/2) sen (1/2) - sen (1/2) | P 
-© | A) E E J | Z) E 2r 


3 | se (Eres JE а [ (eem )(eos(1/2)) dt 


2л 


(cos? («/2))cos (1/2) dt -f | (п-ве ({/2)) сов (1/2) й 


2л 


| cos (1/2) - sen? (1/2) cos («2)] dt 


- E aesti) =ч E [ o 


0 


Por último, sumando estos tres resultados: 


PROBLEMAS RESUELTOS 5.2 


dx + dy 


, donde 
с |х|+|у| Y 
C es el contorno del cuadrado de vértices 
А=(1,0),В= (0, 1), С=(—1,0), D = (0,—1), 
recorrido en sentido antihorario. 
Solución (71, 0) 


Sean Cj, С», C3 y C4 los lados del cuadrado 
orientados como indica la figura. Tenemos que 


С=С, C U С; С, 


PROBLEMA 1. | Evaluar la integral f 


Parametrización de C; : 
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=1—{ 
(к,у)=А+Ц(В- А)= (1,0) +1 рео: ‚ 0<г<1 
y 


Parametrización de С»: 


--t 
(5, y) = B + (C — В) = (0, 1)  t(-1, -1) 2e 05151 
=т= 
Parametrización de C3: 


x=-1+1 
(х, y) = C+HD=C)= (1, 0) + «1, » 6: ‚ O<f<l 
y 


Parametrización de C4: 


А == 


(х,у) =D * (A — D) = (0, DaD >c: f И 


=-1+/ 
Аһога, 
f dx + dy -Í 5, f dx+dy | zs dx + dy 
с ||| Ja rty Ja Ja--» Ja x-y 
1 1 1 1 
Е -й+@ | -dt-dt | dt-dt | dt + dt 
o 1-1+1 o £*l-t ol-t-*t o £*l-t 
1 1 
0 f (-2)dt +0 4 f 2dt=0-2+0+2=0 
0 0 
PROBLEMA 2.| Una cerca tiene como base la parte de la astroide que está en el 
primer cuadrante: 
С: x? +y =a”, х>0, у>0 
La altura en cada punto (х, у) de la base es f(x, y) = x + y. 
Hallar el área de la cerca. 
Solución 


Hallemos una parametrización para esta parte de astroide. 


2 
ИТЕ 2 x^ 
с: 2? +y” = > + 21 
a 


i 1/3 
Sea * = cos f 

1/3 y 

a a 


Una parametrización para C es 


— sen 
173 sen f, 


C: x = a cos't, у = a sen't, 0O<tf< 


El área de la cerca es 


Y 
4 -Í f(x, y) ds -Í (x+ y) ds By = д? 
С С 
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Tenemos que: 


ds = 4 (х'())” +(›'(ї)) dt = | (-3a cos? t sen y + (3а sen?t cos 2 dt 


ESAN cos? t sen?t + sen*t cos? t dt = за | sen?t cos? t (cos? {+ sen?) dt 


— 3a sen t cos t dt 


Luego, 


л/2 
А -Í (roya == | (a cos t+a sen?) (3a sen í cos £ dt) 
la 0 


z/2 л/2 
= x cos^t sen t dt + x sen^t cos t dt 
0 0 


аы e. o ОК Ал. „[0 1 [1 0 6a 
=-3а | —— + 3a = 3а | | 3a E — oj- 
5 5 5 5 5 5| s 


0 0 


PROBLEMA 3.| Evaluar f xyz ds, 
C 


donde C es la intersección de la esfera 
x + y +22 216 


con el cilindro x^ + y? = 4 en el primer 


octante. 
Solución X 


La intersección de la esfera y el cilindro está dada por el sistema: 
х +у2+:2=16 (1) 
| х+у=4 0) 
Reemplazando (2) en (1): 
4+2? =16> 2? =12 > z= 243 


Esto nos dice que la intersección de la esfera y el cilindro es la 
circunferencia x? + y? =4 del cilindro que está a la altura z = 24 3. Luego, una 
parametrización para la curva C es: 


x-72cosft, y=2 sent, z= Р 05155 
Ahora, 


f oa о) ET «OT EO 4 
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7/2 


(2 соѕг) (2 sen )(3) d (-2 sen f * (2 cos B +(0) dt 


л/2 


48 (sen t cos ON 4 dt = al (sen t cos г) dt 
0 


PROBLEMA 4.| Evaluar f y ds , donde C es la intersección de la semiesfera 
c 


a +)? +22 216, z 20 con el cilindro x? + y? =4x. 
Solución 


Completando cuadrados: Z 
x? « y? =4х > (x-2y +y?=4. EP» 
Despejando z de la semiesfera: 
x! +y «z? 216 220 —z-416-x^ - y? С 
(1-2) + y? = 4. X C-— 7 


z-4 16-x!-y? 


Una parametrización para la primera ecuación 


Luego, C: 


Y 


2 3 x=2+2cost 
(x-2) +y =4: ‚ 0< t <27 
y=2 sent 


Reemplazando estos valores de x e y en la ecuación de z: 


т=\/16—х^—у° = 4/16 (2+2созг)” -(2 sen t)? = V 8-8 совт 


е 7 l-costj | 2 | l-cosf РР і 
2 2 2 


Luego, una parametrización para C es 


x=2+2c08f 
С.+ y=2 sent 0<1<2л 
z= 2 sen (1/2) 
Аһога, 
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[ > > f MEO [х'()] +] +[2'(0)] dt 


2л 
-Í 2sen «| (-2sen г) + (2cos г) +(cos(1/2))' dt 
2л 
= f 2sen 4] 4+ cos? (1/2) dt 
2л 
= | 4 (sen (1/2)c0s (2/2) 4-- cos? (1/2) dt 
0 
2л 
=-4 \/ 4+ cos? (1/2) (=sen (1/2)c0s (1/2) dt) 
0 


=-; (eee - > (8 yp (my 


EY 57 | =0 


PROBLEMA 5. | Evaluar f (1-z)dx+(1-x)dy-(1-y)dz, 
c 


2 
donde C es la intersección del cilindro elíptico У 22 =1 сопе] 


plano у = х en el primer octante, recorrida en dirección antihoraria. 
Solución 


La curva C es parte de intersección 


хү 
B +22 =1 
2 

у=х 


Una parametrización para la parte de (x/ 2y +22 =1 es: 


л 
x=2c0sf, 2 =senft, 0<[<—. 


у=х Y 


Como у = x, tenemos que у = 2 cos t. Luego, una parametrización para C es 


л 
С. х = 2 cost, y=2 cost, z=senćt, Oxtx » 
Ahora, 


f (1-z)dx + (1-x)dy - (1- y)az 
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-Í í [ (1—5еп 7) (2sen 1) + (1-2 cos t) (—2sen г) - (1-2 cos t) (cos г) | dt 


жї 
f [-4 sen t — cos t +4 sent cos t +2 | dt 
0 


2 л/2 
[4 cos t=sen £ +2 sent 26 |" -[0 -1+2 Fm 4 | 2z-3 


PROBLEMA 6. | Sea Е el siguiente campo de fuerza 


F(x, у, 2) = 


х2 Я ху yz 


33!* 347 3/2 
(X «y «z) (à +y? «z) (x+y? «z) 


EE xzi+xyj+ yzk), donde r= xX +y taz 
Е: 


Evaluar el trabajo realizado por el сатро de 
fuerza al mover una partícula del punto (2, 0, 0) Z 
al punto (2, 2, 2) a lo largo de la curva C que 
consiste en la cuarte parta de la circunferencia en — 09.2 
el plano XZ y de los segmentos que indica 


figura. 
Solución 
Tenemos que (2, 0,0) ы 
1 
-Í Е. s- | — (xz dx+ xy dy + yz dz) s 
с с” 


Por otro lado, 


ail | ras e| Е • аг 
C Ci Сә Сз 


Calculamos estas tres integrales separadamente. 
1. Una parametrización para la parte indicada de la circunferencia x^ + y^ = 2° es: 


С.х=, у= 0,2=4 4 ? , 0<1<2 


Para esta parametrización tenemos: 


3/2 
3/2 2 
r=(x? +y? +2) ено) =8 у 


E 


| | | — (xz ах x0) dy +(0)2 dz) 
Ci [9] С 
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2 2 
1 1 3/2 1 
Е lx de) =L xz dx-— ty 4—°@ = xe ") | =- 
p 8 8 24 o 3 
С С 0 
2. Опа parametrización para el segmento С, 
C;:x-2 y=1t,2=0, 0<1<2 


Para esta parametrización tenemos: 


№ =(х? +y +2? NES (2 +? +0? | = (4+? y 


| А оао ог в). | L (x(0) d+ xy йу+у(0) dz) 
C) C) C) 


r r 


-Í 5 T | jn (nar [ la | a s (2tdt) 


2 
ү 4+1 0 М2 
3. Опа parametrización para el segmento Сз 
Сз:х=2 y-22,z-t, 0<1f<2 


Para esta parametrización tenemos: 


3/2 


dx=0,dy=0, P-D +y? +2’) SPSE E LE " y 


r E 


2 2 
Е 1 Е 1 » E 
й E: yz dy | NIE (21) at f (8 Ft ) (2а) 
3 


o (8+?) 0 


[| Е • dr -Í Lx dx + xy dy + yz dz) = | L (2200) + xy(0) + yzdz) 
Сз Сз C3 


2 
Е -2 o 1 1 
del, 127 

Por último, sumando los tres resultados, 


1 1 1 4 1 1 


= ra | = = 
vr : a m (4-43) 
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PROBLEMA 7. | Sea la superficie S = S1 U S5, donde S; es la parte del cilindro 


x! + 22 = а? que está en el primer octante y dentro del cilindro 
x! + y! = а?. S,es la parte del cilindro x^ + y? = а? que está en el 
primer octante y dentro del cilindro x^ + z? = a^. 


Sea C el borde de S, orientado como 
indica la segunda figura adjunta. 


Verificar que 


2 
| F e dr= -L(8a+37), 
н 12 


donde F(x, y, х) = yzi xj + (x? +7 )К 
Solución 


Tenemos que С= CiU C; U C3U C, y, por lo tanto, 


Lee ras ras ras Fedr 
C C Ca C3 Ca 


Calculemos estas cuatro integrales separadamente. Z 


1. Una parametrización para C, con la orientación indicada, es 
r(f) -asenti + Oj+ acostk, 0O<t</2 


Luego, 


С 


r' (1) = а costi +0j-—a sen tk х 
F(r(?)) = (0) (а cos f) i — asen t j + (à? sen? t + а? cos? t )k 
= 01 -a sen t j + a°k 


E(r(0))+ т'(ї) =— а? sent 


Е, ud 
2 2 

| СЕЕ | =- q 
C 0 0 


2. Una parametrización para С», con la orientación indicada, es 


r(f) = а costi* asentj * 0k, 0 «rz z/2 
Luego, 


r'(f) =-asenti + acostj +0k 


F(r()) = (a sen f) (0) i — a cos t j + (à? cos? t + 0° )k 


= 0i —acostj + a/cos tk 
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== acos? t 


F(r())* r'(t)= 


2; 21+c082f 
F*dr- f -a° cos?t dt = ef eSa = 
E б 0 2 2 2^ ola 
EN d 
4 
3. Una parametrización para Сз, con la orientación indicada, es 
r(f) - 0i - aj *tk, 0<t<a 
Luego, 

F(r())* r (+) = 2 


r'(f) =0i + 0j +1k, F(r())-ati *0j £k, 
a 3 


| | а= 2 
0 3 
C3 


4. Una parametrización para C4, con la orientación indicada, es 


r(t) =0i+ (a-f)j +ak, 0<t<a 


Luego, 

г'() -0i-1j +0k, F(r)-a(a-5bi +0j+ak, FH). r'(r)-0 

a e a 
Е аг = f 0 dt = С =0 
C3 0 21, 
En conclusión, 
3 2 

— (8a+37) 


2 
К=йг=—ш 359 n EO 
n 47158 


PROBLEMA 8. | Ѕеа f una función continua sobre una curva C: г: [a, b] R? de 
clase C. Si C. р: [c, d] R? es una reparametrización de C, 


probar que 


| „/®») &-= | „/(®»*) ds 


Solución 
Como p es una reparametrización de r, existe una función diferenciable y biyectiva 


h: [c, d] >[a, b] tal que Л (2) OVt y p=roh. Por Іа regla de la cadena tenemos 


que: 
9 (0) ="(n(0)1(0 
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f a22) ds = f F(x(n(0), у(^(0)), z(h(t))) | p'(t) | at 
SM), 40) [eto [a 
-f в pee) [| eo ja 


Caso 1. p preserva la orientación. Esto es, h' | - >0, h(c)=a y h(d)- b. 


En este caso, | h'( (t) [= h'( y, por tanto, 


f f(x,y,z) a-f Fl x( (^( (2), y(h ))) |т'( )) |^ ) dt 
a n 


Ahora, haciendo el cambio de variable и = A(t) tenemos: 


h(d) 
f 27052) ds -f f(x(u), y(u), z(u)) | r'(u) ( 


-f f (x(u), y(u), 2(и)) | (u) av 


Caso 2. p invierte la orientación. Esto es, h'(t) «0, h(c)=b y Жа) =а. 


En este caso, | h'(t) |- —h'(t) y, por tanto, 
f 27622) a--| fF (x(n()). »(A()). z (n(r))) | r'((t)) | h'(t) dt 


Ahora, haciendo el cambio de variable и = A(t) tenemos: 


h(d) 
f 27022) a--| F(x(u), y(u), z(u)) | r'(u) | au 


|, f (x(u), э (и), 2 (и) | vu) |av 
j |. f (x(u), y(u), 2(и)) [т'(и) [а 
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PROBLEMA 9. | Probar el teorema 5.7 


Sea f una función continua sobre una curva C: r:[a, b] R? de 
clase С) Sea C. р: [c, dl> R? una reparametrización de C. 


1. Si p preserva la orientación, entonces 


[| /e»22-] IO») dx 


2. Si p invierte la orientación, entonces 
f (о) =] f(x,y,z) dx 
С, C 


Estos resultados también se cumplen para las integrales que se 
obtienen cambiando dx por dy o por dz. 
Solución 


Como p es una reparametrización de r, existe una función diferenciable y biyectiva 


h: [c, d]>[a, b] tal que Л '(t)= OVt y p=reh. Por la regla de la cadena tenemos 
que: 


р) = (а) 0) 


Ahora, haciendo el cambio de variable и = Л(ї) tenemos: 


1. Si p preserva la orientación, entonces h(c)=a, h(d) -b y 
h(d) b 
f st) va). (09) (a. | f (x(u), y(u), z(u)) x (u) du 
h(c) a 
= f f(x, y,z) dx 
C 


2. Si p invierte la orientación, entonces й(с) = b, h(d) = а y 


| 100.0.) (94 | (ela), 69. г) да 


h(c) b 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.2 


En las problemas del 1 al 8, evaluar la integral de línea respecto a la longitud de 
arco. 


1. [y ds, С:т(й=3й+4], 0<1<1 Rpta. 45 
2. | (3 -») ds, С) 728 Q-9j, 05152 Ёра. 242 
c 
= a (cos t+tsen t 3л? 
з. | (24) a cl al ШОЛ Rpta. = (242) 
C y = a (sen t - t cost) 
NE Ë 11 
a. | (x-3z) ds, C:x=2t,y=f,2=—,0<t<1 Rpta. — 
C 3 6 
1 
5. | (х= y) ds ‚ С +у =ax, a>0 Rpta. 574 
C 
y? y ab(a? +ab+b?) 
в. | 3xy ds, C: —4——-1x20,y20 Rpta. ————————— 
C a b а+Ь 
+y+z=a, a>0 
г. | xyz ds, C: Ld Ера, Le qt 
C y-z 96 
PENES RN EC 4 
в. | xz ds, C: EU EU dm Rpta. — 
C y=z 6 


9. Hallar la masa de un alambre de densidad es 3(x, y) = x^, que tiene la forma del 
gráfico de y = In x desde el punto (43. In 43) hasta el punto (V8. In /8) : 
Rpta. 19/8 


10. Hallar la masa de un alambre de densidad Ax, y, z) = x^ + y? que tiene la forma 
de la curva C: х = ecos t, у= esent, z=t, 0<t<2x 


1 Ax 1/2 4372 
Rpta. BIG +1) -3 | 


11. Hallar la masa у el centro de masa de un alambre 
de densidad б(х, y, 2) = ly y que tiene la forma 
del primer arco de la cicloide: 


C:x-a(t-sent), у= а(1 —cos f), Oxtx2z. 


Rpta M = Dd Jg m. |; y) Е (za, 3a/2) 
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12. Hallar la masa y el centroide de un alambre de densidad б(х, y, z) = k y que tiene 
la forma de la hélice: x = a cost, y =a sen t, z- bt, 0<t<37. 
- — - 2a 3b 
Rpta M = 3Кл\ a? +b? : (x, У, 2 )= (o с X 
л 


13. Hallar la masa de un alambre de densidad, б(х, у, z) = x? + y? +2”, que tiene la 
forma de la hélice: x = cos f, у = sent, z=f, 0<t<27. 


37 (27? +1) 


ы tg us) [m бл 


Rpta M = Й > 
4л? +3 4л2+3 4л? +3 


14. Hallar los momentos de inercia respecto a los ejes del alambre de densidad 
constante, Ó(x, у, 2) = k, que tiene la forma de la hélice: 
x=acost, y-asent, z=bt, 0<t<27. 


Rpta 1,=1, E а? +b (за? +8027?), L =2лка? d a? +b? 


15. Evaluar f (х+1) ах+(2х- у) dy, donde C es 
c 


a. El segmento de (0, 0) a (1, 1) 
b. El gráfico de y ^ x^ de (0, 0) a (1, 1) 
c. El gráfico de y? = x? de (0, 0) a (1, 1) 
Rpta. a. 2, b. 5/3 c. 11/5 
16. Evaluar NES +») dx+(x- y) dy, donde C es la gráfica de y = sen z7 de 
(0, 0) a (1, 1) Rpta. 3/2 


17. Evaluar f xy dx- х? dy, donde C es la curva cerrada determinada por las 
C 


parábolas х= у?, y = х°, recorrida en sentido horario. Rpta. 9/20 
1 
c a x-y? x-y? 


х2- у? =4 de (2,0) a (4, 243) Rpta. a 


dy, donde C es la parte de la hipérbola 


18. Evaluar f 


19. Evaluar f y dx+z dy * x dz , donde C es la circunferencia que se obtiene de 
C 


la intersección de la semiesfera х? + у +2 = 16,2 2 0 con el cilindro x?+ y? = 
4. La circunferencia, mirándola desde el eje Z y por arriba, está orientada en 
sentido antihorario. 

Sugerencia: Ver el problema resuelto 3. Rpta. -47 
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20. Evaluar f (y+z)dx+(x+z)dy+(x+y)dz , donde C es la curva que se obtiene 
C 


de la intersección del cilindro x^ + y?= 1 con el plano x + y +z = 1. La curva, 
mirándola de la parte positiva del eje Z, está orientada en sentido antihorario. 
x = cost 
Sugerencia C:4 y = ѕепі ‚0 <t<2x Rpta. 1 


z=1-—cost—sen t 
21. Evaluar f xy dx+ yz dy-- xz dz, donde C es la curva que obtiene de la 
C 


intersección del cilindro x^ + y? = 2y con el plano y = z. La curva, mirándola 
desde la parte superior del eje Z, está orientada en sentido antihorario. 


x — cost 
Sugerencia: C: {у= l+sent , 0<t<27 Rpta. л 
z=1+senf 


22. Evaluar f ydx+zdy+xdz, donde C es la curva que obtiene de la 
C 
intersección de la esfera х? + y? + 22 = 2(x + y) con el plano x + y = 2. La curva, 
mirándola desde el origen, está orientada en sentido horario. 
x=1-cosf 
Sugerencia: C: 4 у= l+ cos t ‚0 <t<2x Rpta. -24 2л 


>= \/2 sent 


En los problemas del 23 al 27 evaluar | F» dr para el campo Е y la curva 
C 
C: r(t) indicados. 


3-43 


23. FG, y) »xi * y^j,  r(f) = cos ti ^ sen tj, 05152 Кра. - — 
3. 3 s 21. -te 23 
24. Fœ, y) xyi-xyj (0) =елі+е ј, 0<f<In2 Rpta. a 
25. F(x, y) = 2 і + х j, 
X FERENT, 
(+?) (+1?) 
r(A = e'cos ti + e'sen t j, 05155 Кріа. > 
. . А 2. 3 3 
26. Fx, y)=zi+yj+xk г(й=й+гу+гК, 0<t<l Rpta. > 


27. F(x, y) = yzi —xzj + хук, г(ї) =й +costj+sentk, 0 < бла Rpta. 2 
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28. 


2 


hz 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


Hallar el trabajo que realiza el campo F(x, y) = -yi + xj al mover una partícula 
Du 2 
por la parte superior de la elipse NE 2 =] desde el punto (a, 0) al (~a, 0). 
a^ b 


Rpta. abr 


. Hallar el trabajo que realiza el campo F(x, у) = 2xe'i + (3x + y)j al mover una 


partícula por la parábola у = x° desde el punto (0, 0) al (1, 1). 
Rpta. e + 3/2 


Hallar el trabajo que realiza el campo F(x, y) = (x? + yó)i + xyj al mover una 
partícula por el gráfico de y = 1 -| l -x | desde el punto (0, 0) hasta el punto 
(2, 0). Rpta. 3 


Hallar el trabajo que realiza el campo F(x, y) = xyi + yzj + xzk al mover una 
partícula por el segmento del punto (1, —1, 0) al punto (2, 1, 2). 
Rpta. 25/6 


Se tiene el campo F(x, у) = xyi + y^zj + х2 К y el triángulo de vértices 
Р = (0, 0, 0), О = (1, 1, 0) y R = (0, 1, 1). Hallar el trabajo que realiza el campo 
Е al mover una partícula a lo largo del triángulo de P a Q, de Qa R y de RaP. 
Rpta. — 1/3 
y 


Hallar el trabajo que realiza el campo F(x, y) = Td j+ = К al mover 
yz XZ ху 


una partícula a lo largo de la curva r(f) = cos ti + sen t j + cos t k, = <t< а 


Hallar el trabajo que realiza el сатро F(x, у) = уі + zj + xk al mover una 
partícula, dando una vuelta, a lo largo de la curva cerrada que es la intersección 
de la esfera х? + y? + 2? = 1 con el plano x = y, la cual es orientada en sentido 
antihorario mirándola desde el semieje positivo de las X. 

Rpta. 0 


Un silo circular, usado para almacenar granos, tiene 9 pies de radio y 31 pies de 
altura. El silo está rodeado por una escalera helicoidal que da 2 vueltas 
completas para llegar al tope. Hallar el trabajo que realiza un hombre que pesa 
180 libras y que sube por la escalera un saco de maíz de 30 libras hasta el tope. 


1 NER 
Sugerencia: C: r(f) = 9 costi + 9sentj + 2 k Rpta. 6,510 pie-libras. 
л 
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SECCION 5.3 


TEORMA FUNDAMENTAL DE LAS INTEGRALES DE 
LINEA. INDEPENDENCIA DE LA TRAYECTORIA 


Recordemos el segundo teorema fundamental del cálculo, tratado en nuestro texto 
“Cálculo Integral” (teorema 3.9). Este dice que si F'- f es continua en [a, b], 


entonces 
b 


b 
| (х) а = F(b) – F(a). O bien, | F'(x)dx 7 F(b) - Еа) 


Este resultado se generaliza a integrales de línea del plano o del espacio en el 


teorema que sigue. Recordemos que un campo F es conservativo si existe una 
función real f tal que Е = Vf. La función f es una función potencial de Е. 


CONVENCION. | Para evitar repeticiones en los enunciados, todos los campos F 
que se mencionen, a menos que se diga lo contrario, serán de clase 
СО), Esto es, todas la funciones componentes de F tienen derivadas 
parciales y son continuas. 


TEOREMA 5.8| Teorema Fundamental de las integrales de línea. 


Sea C: r(t), a < t € b, una curva suave por partes en una región 
abierta D del plano o del espacio. Sea F un campo continuo en D. 
Si F es conservativo еп D y f es una función potencial de F, 
entonces 


Fe a-[ Vf. dr = f(B) – ҚА), 
C C 
donde 4=г(а) y B=r(b) 
Demostración 


Caso 1. C es una curva suave. 


Tenemos que: 


b 
| Yf- dr -( а бф г Y dx Y dy f dz, 
С сх ду Oz Ox dt дуй Oz dt 


a 


-f E [6G »9).2(0)]2 
= f (x(b).»(b).z(6)) - f (x(a), »(a).2(a)) 7 – 54) 


En la penültima igualdad se aplicó el segundo teorema fundamental del 
cálculo. 
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Caso 2. Сез suave por partes. Esto es, Bi " 
С=с, СО... Cw c " E 
donde cada trozo C; es suave. ; б 
А ; Bn- 
Aplicando el resultado anterior a cada trozo tenemos: A | 


«NI vas | vede f Vf». dr 
С Ci Ca С 


п 


= (/(&)-/(4)) + (4(8,)-F(8,))+ -- 


Р (f (B)- f (B. ) 
= АВ) – ДА). 


Este teorema nos permite calcular con facilidad la integral de línea de un campo 
conservativo. En efecto, el teorema nos dice que el valor de la integral sólo depende 


de los valores de la función potencial en los extremos de la curva. Ilustramos esta 
afirmación en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 1.| Evaluar | Е • dr , donde 
C Е с 

x А 4у y 

F(x, y) = i+ j 
15x? -4y 1—х? -4y 
X 
y Ces el gráfico de la función у = sen х (0, 0) (т, 0) 
desde А = (0, 0) hasta В = (л, 0). O bien, 
C: r(t) - à + sentj, 0<t<x die 
Solución 


Р 1 
El сатро Е es conservativo. En efecto, sea f(x, y)= =н 1-х°-4 y? : 
Tenemos: 


1 -2x 1 -8y  , 
Vf(x у) = /„(х,у)ї+ /,(х,у)]= i + j 
( ) x ) 2 1-x? -4y? 2 1-x? -4y? 


x : 4y : 
=x" -4y =x" -4y 


Ahora, aplicando el teorema anterior, 


f Е.а -Í Vf. dr = КВ) - LA) = Дл, 0) —f(0, 0) 
С C 


leen] Deco 


= ‚|! т? H а= (л? 1) 
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INDEPENDENCIA DE LA TRAYECTORIA 


El teorema anterior nos dice que el valor de la integral | Е edr de un campo 
C 
conservativo depende sólo de los puntos extremos de la curva C y no de sus puntos 
intermedios. A continuación extendemos más estas ideas. Pero antes, presentamos el 
concepto de conexidad. 


DEFINICION. | a. Una región D es conexa si cada par de puntos 4 y B de D 


pueden unirse por una curva suave por partes que yace por 
completo en D. Una región es disconexa si no es conexa 


b. Una región D es simplemente conexa si es conexa y si toda 
curva cerrada y simple contenida en D puede reducirse o 
contraerse hasta un punto sin salirse de D. Intuitivamente, 
esto significa que D es de una sola pieza y que, si está en el 
plano, D no tiene huecos; y si está en el espacio, D no tiene 
tüneles. 


Una región es multiplemente conexa si es conexa y no es 
simplemente conexa 


Na бә 


Simplemente сопеха Disconexa Multiplemenente conexa 


Para simplificar la exposición, a las curvas suaves por partes la llamaremos 
trayectorias de integración o, simplemente, trayectorias. 


DEFINICION. | Independencia de la trayectoria. 


Sea F un campo definido en una región abierta D. La integral 


f F + dr es independiente de la trayectoria en la región D si, 
C 


dados dos puntos 4 y В de D, la integral dada tiene el mismo 
valor a lo largo de cualquier trayectoria C de А а В. En este caso, 
a la integral se acostumbra escribirla así: 


B 
f ғ.а | Fo. аг 
C А 


El siguiente teorema nos dice que hay una estrecha relación entre campos 
conservativos, integrales independientes de la trayectoria e integrales que se anulan 
en curvas cerradas. 
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TEOREMA 5.9 | Sea D una región abierta y conexa y Е = Рі + Qj + ЁК de clase 


1 "n M А 
СО) en D. Las siguientes proposiciones son equivalentes. 


a. F es conservativo en D. 


b. f F • dr = 0, para toda curva cerrada en D. 
C 


c. f F + dr es independiente de la trayectoria en D. 
C 


Demostración 


Demostramos el teorema probando la secuencia: а — b, b=>c y coa 


a>b 
Sea С: r(t), a <t<b una curva cerrada. Debemos tener que А = r(a) = r(b) = B. 


Como Е es conservativo, existe una función real f tal que Е = Vf. 
Aplicando el teorema 5.8 tenemos: 


| | Vf- dr = ДВ) — А) = КВ) — ДВ) = 0 
C С 


Ье 
Sean А y В dos puntos cualesquiera de Іа región D у sean С, 
y C; dos curvas de A a В. 


La curva C = СО (-C; ) es cerrada y, tenemos que: © 


A 


o-[ F.dr= в.а + | F. dr 
C 


a =C) Ci B 
= Fedr -Í F. dr > Fedr = F + dr [L7 
a Ca a C2 A -C 


Luego, f F + dr es independiente de la trayectoria. C =C¡U(-C,) 
с 


с> а 


Sea А = (а, Б, с) un punto fijo de D y sea В = (х, у, 2) un punto arbitrario de este 
dominio. Sea C una curva suave por partes en D que una A con B. Como D es 
conexo, esta curva siempre existe. Definimos la función: f: D > К, 


%»9= | Е • dr 
C 


Esta función está bien definida, ya que, por hipótesis, la integral es independiente 
de la trayectoria. 


Afirmamos que esta función f es una función potencial de F. Para esto, debemos 
probar que: 
Q 
1. o e P, 2. 262 Q y Ч = 
дх ду Oz 
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1. Por ser D abierto, existe una bola abierta centrada en el В = (х, y, z) y contenida 
en D. En esta a bola tomemos un punto de la forma (xij, у, 2) con x; < x. 


Como la integral que define a f es independiente de 
la trayectoria, elegimos a 


C = С,\) С», 


donde С» es el segmento de recta que une (ху, у, Z) 
con В = (x, у, 2), el cual es paralelo al eje X. Las 
coordenadas y y z permanecen constantes y, por tanto, 
a lo largo de este segmento, dy = 0 y dz = 0. Una 
parametrización para este segmento es 


r=fi+yj+zk, x,<t<x, de donde, dr = idt. 


Luego, 
Ау] Е.а | Е. дг + F.dr= Fede + | P(t, y, z) dt 
C Ci C5 а хү 
Esto es, 
Ауа [ Fears | Р(„у„)й (a) 
С x 
Pero, la integral Е • dr depende del punto (ху, y, z) donde no esta x. Luego, 
a 
Y F.dr=0 (b) 
Ox Ci 


Finalmente, derivando (a) respecto a la variable x, considerando (b) y el primer 
teorema fundamental de cálculo, obtenemos el resultado buscado: 


of F Feart Lf " P(t, y,z)dt=0+ P(x, y,z). 
Ox дхУс Ox d y 


Para probar las partes 2 y 3, seguir los pasos anteriores tomando los puntos 
(х, yi, Z) y (х, у, zi), respectivamente. 


CONSTRUCCION DE UNA FUNCION A PARTIR DE SU GRADIENTE 


Sin duda, el teorema anterior es muy importante. Sin embargo, este no nos indica 
un camino para hallar la función potencial de un campo conservativo. El teorema que 
sigue salva esta deficiencia. Pero este nos exige que la región D no sólo sea conexa, 
sino simplemente conexa. Es necesario recordar el rotacional de un campo. 


Si F = Pi + Qj + Rk, el rotacional de F es 
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i j k 

rot F=V x F= O PUE NES (E Si 20 oP y 
Ox ду 02 Oy Oz Oz Ox Ox ду 
Р О R 


Si F = Pi + Oj, es un campo vectorial en el plano, lo consideramos como un 
campo en el espacio: F = Pi + Qj +0k y, entonces 


Ox Oy 
Un campo Е es irrotacional si rot F = 0. O sea si 


OP _ Q OP OR OQ OR 
Oy x Oz Ox Oz ду 


> 


TEOREMA 5. 10 Sea F = Pi + Qj + Rk de clase С? en una región D abierta y 
simplemente conexa. Entonces 


Е es conservativo si y sólo si rot F = 0. 
O, en otros términos, 
F es conservativo si y sólo 51 


OP OQ 0P_ OR Q ƏR 
Oy Ox ' Oz дх Oz ду 


En particular, F = Pi + Qj es conservativo si y sólo si 


Р 00 
ду дх 
Demostración. 
La implicación ( = ) ya se probó en el teorema 5.4 parte 2, en la sección 5.1. 


La implicación ( <= ) la posponemos. Veremos que el caso bidimensional es 
consecuencia del teorema de Green (ejemplo 4 de la sección 5.4) y el caso 
tridimensional, del teorema de Stokes (ejemplo 4 de la sección 5.6). Estos teoremas 
se verán un poco más adelante. 


EJEMPLO 2. | a. Determinar si F(x, у) = (2ху + 3x%)i + (3x%y? + 4y")j es 
conservativo. En caso afirmativo, hallar una función potencial. 


b. Evaluar | Е + dr, donde C es cualquier curva de (1, 0) a (2, 1) 
c 


Solución 
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a. Tenemos que P = 2xy? + 3х? y О = Зх?у + Ay. El dominio de F es D = R?, el 
cual es abierto y simplemente conexo (no tiene huecos). Además 


ОР 
zz 6xy? ET 00 
ду дх 
Luego, por el teorema anterior, F es conservativo. 
Ahora, hallamos una función f tal que F=Vf = 24 + z i 
xX у 


Tenemos que 


1. Y 2ху +30 y 2. gr. 3x?y? + 4y? 
Ox ду 


Bien, de (1) hallamos la antiderivada respecto a х: 
2- 2xy? +31 > fo у) = [o +31 Jdx- x» +х? + g(y) 
x 


Derivando f(x, у) = xy? + х? + g(y) respecto a la variable y, y comparando 
con la ecuación (2): 


д y y 
р e» Зх?у? + g'Q)-3xy *4y > в(у)=4у' > 80) - +k 
Luego, una función potencial de F es 
Дх,у)= ху +x +y +k 


b. Como F es conservativo, aplicando el teorema 5.8, tenemos: 


f F-a fQ, 1) -f0,0) = (13 +) - (1+) = 12 
C: 


EJEMPLO 3. | a. Determinar si F(x, у, z) = 2xyi + (х? — 22)j + (1 — 2yz)k es 
conservativo. En caso afirmativo, hallar una función potencial. 


b. Hallar | Fedr, 
C 


donde C es cualquier curva de (1, 0, 0) а (2, 1,3). 
Demostración 


a. Tenemos que P=2xy, О= x'-z y R= 1- 2yz. El dominio de Е es D zem. 
el cual es abierto y simplemente conexo (no tiene túneles). Además 


BE recs. Ошу ЕЁ, д0 __„„_дК 
ду Ox Oz Ox Oz ду 


Luego, por el teorema anterior, F es conservativo. 
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Ahora, hallamos una función f tal que F=Vf = 22 1+ af j+ y k 
Ox ду Oz 
Tenemos que 
1. Ya 2. D MEN ME 3. а — 2yz. 
Ox ду Oz 


Bien, de (1) hallamos la antiderivada respecto a x: 


~ ху > fx, y 2) = | (2xy) dx = су + (у, 2) 
X 


Derivamos f(x, y, z) = х?у + g(y, z) respecto a la variable y, y comparamos con 
la ecuación (2): 


9 ly. D24,2-2-22 0 у, тше = е и 
ду ду ду 
Дх,у,2) = Xy - гу +2) 


Derivamos Дх, y, z) = Xy — zy + h(z) respecto a la variable z, y 
comparamos con (3): 


Do day (2) = 1o ao M (r)e o oe 
2 


Luego, una función potencial de F es 
Дх, у, 2) -xy-zytztk 


b. Сото F es conservativo, aplicando el teorema 5.8, tenemos: 


| E-ar=12,1,3) - 0.0.0 (2+0) - (0+0) =-2 
С 


CONSERVACION DE LA ENERGIA 


La ley de la conservación de la energía fue formulada en el siglo XIX y es una de 
las leyes fundamentales de la física. En términos generales, esta ley establece que: 


“La energía no puede ser creada ni destruida. Puede transformarse de una 
forma a otra, pero la cantidad total de energía permanece constante”. 


Existen varias formas de energía: química, eléctrica, calorífica, cinética o energía 
en movimiento, potencial o energía almacenada. Nosotros, con los resultados en esta 
sección, estamos en capacidad de probar la ley de conservación de la energía 
mecánica, que relaciona la energía cinética con la potencial. En términos precisos, 
esta ley afirma que: 


La suma de las energías cinética y potencial de un objeto, debidas a una 
fuerza conservativa, es constante. 
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Sea m la masa de la partícula que es movida por una fuerza conservativa F — Vf 


а lo largo de una curva C: r(f), а < < b, desde el punto А = r(a) hasta el punto 
B=r(b). La velocidad y la aceleración de la partícula son 


voO=r (0) y а(д=у'(т)=г"(ї) 
Sabemos, por nuestros cursos de física, que en el instante £ se cumple que: 
1. F(r()) = та( = mr"(t) ^ (segunda ley de Newton) 


2. p(r(t)) = — Ar(0) es la energía potencial del objeto en el punto (0). 


r (t) | : es la energía cinética del objeto en el punto r(t). 


3. kO) = 


Ahora, considerando las igualdades anteriores, evaluamos de dos maneras el 
trabajo realizado por F al mover la partícula a lo largo de C desde А hasta B. 


= | к.ас- | Vf -dr = ДВ)-ДА)=—р(В) +р(4) (4) 
C C 


Por otro lado, 


н [ва | CO e r'(r))«r(r)dt— (port) 


- "|. г (1) (0) [а= > e r'(r) e v'(£)) at 
NE ¿roll о о Pe Y 
k(r(b)) — K(r(a)) = K(B) – k(4) (5) 


De (4) у (5) obtenemos: 
p(B) + p(4) = KB) - KA) = HA) + р(4) = КВ) + p(B) 


Esta última igualdad nos dice que la suma de las energías cinética y potencial 
permanece constante de punto a punto. 


El nombre de campo conservativo dado a los campos de la forma Е =Vf está 
inspirado en el resultado anterior, la conservación de la enegía mecanica. 
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PROBLEMAS RESUELTOS 5.3 


PROBLEMA 1. | Evaluar de tres maneras la integral f (2x+1)dx+(2y-2)dy, 
c 


donde C es el primer arco de la cicloide. 


x=t-—sen t 
C: ‚ 0<t<2x E c 
y -1- cost 


Solución m 147 X 


a. Procedemos usando la definición de integral de línea de la sección 5.2: 


f (2x+1)dx+(2y-2)dy 
-Í Тоеп) 1] сово) dr « [2(1- cos) - 2] (sen г) 


27 
-Í (2t+1-2 sent — cost —2t cost) dt 
0 
2 27 
= [ -f—sent-2t seni] =4 2 +27 
b. Procedemos usando los teoremas 5.9 y 5.10: 


Tenemos que: P=2x+1, O=2y-2 y 


дР_д д 


—=>—(2x+1)=0 
oy al х+1) 


Luego, por el teorema 5.10, el campo F(x, y) = (2х + 1)і + (2y = 2)j es 
conservativo y, en este caso, el teorema 5.9 nos dice que la integral de este 
campo es independiente de la trayectoria. Por tanto, a la cicloide la podemos 
reemplazar por una trayectoria más simple. Tomamos la trayectoria С, que es el 


eje X del punto (0, 0) al (27, 0). Esto es, Ci: | б ,0<t<2xr y 
y == 
27 
(2x+1)dx+(2y-2) dy = f (2t * Ddt 
0 


NI 


= BE ч =4 +27 


С 


с. Procedemos hallando la función potencia y aplicando el teorema 5.8 
Ya sabemos que el campo F(x, y) = (2x + 1)i + (2y — 2)j es conservativo. 


Hallemos una función potencia f: 


Loa run ех) dx= ergo A sg) -2y-22 
x у 
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s fo 2)dy-y'-2ytk — fa yextyt4x-2y*k 


Ahora, aplicando el teorema 5.8, obtenemos: 


| exa (2-2) ото) f(0,0) = (42 -2z +0) - (А) - A ^ 22 
C 


El lector notará que, de los tres procedimientos, el segundo es el más simple. 


PROBLEMA 2. |a. Determinar los valores de las constantes a y b para los cuales 
el siguiente campo es conservativo. 


F(x, у, z) = (a e'senzy + yz)i + (e' созл у + xz)j + (bxy +2z)k 


b. Hallar una función potencial del campo F con los valores de a 
y b hallados. 


c. Calcular Е • dr, donde С es la curva de intersección del 


C 
cilindro x? + y? = 2y con el plano y = z, desde (0, 0, 0) hasta 
(0, 2, 2). 
Solución 


a. De acuerdo al teorema 5.10, para que F sea conservativo se debe cumplir que: 


OP 00 ӘР ôR 20 _ ёв 


Oy dx” Oz dx T Oz ау 
Esto es, debemos tener que: 
ла еёсоѕлу +z = есозлу+ 2, y=by y x=bx 
1 
Luego, а=— y b=1. 
л 
El campo conservativo es 


1 
F(x, y, 2) = [екелу юз]: + (e'coszy +xz)j + (xy + 2z)k 
л 


b. Buscamos f tal que Е = Vf 


f 1 1 
2 —e sen zy +yz = fx y, Z) = —e' sen zy +xyz + g(y, z) 
x m т 


Derivando este resultado respecto a la variable y e igualando: 


Y 


д 
—=e* со$лу+х + б id) = e'cosry + xz > —e(p,2)=0 
ду ду ду 
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Esta última igualdad significa que g(y, z) sólo depende de z. Esto es, 


1 
g(y,2) = h(z) > fx, у, 2) =—е*зеп лу + хуг + h(z) 
л 


Derivando este resultado respecto а la variable z е igualando: 


д 
Oz 


xy + h'(z)- xy *2z 2 h'(z)22z > hz) =? +k 


Luego, finalmente, 
1 
Дх, у, 2) = —ехѕеплу ^ xyz + 2 + k. 
T 


c. Aplicando el teorema fundamental de las integrales de línea: 


| F *dr-/0,2,2)- f(0,0,0 = (4+) - (5-4 
C 


Sabemos que la integral de un campo conservativo es fácil calcularla. En el 
siguiente problema aprovechamos esta ventaja para integrar un campo que, aunque 
no es conservativo, podemos descomponerlo en dos campos, uno conservativo y el 
otro que es fácil de integrar. 


PROBLEMA 3.| Evaluar [| Е • dr, donde 


C 
F(x, у, z) =(2y+ycosx)i + (3x-2y+senx)j y Ces la 


2 2 
elipse с + z = 1, recorrida en sentido antihorario. 
Solución 
ОР д 
Tenemos que: ——=2+со$х y 04 + COS X 
ду дх 


Vemos que F no es conservativo, pero lo sería si el término 3x de O fuera 2x. 
Esta observación nos siguiere que hagamos la siguiente descomposición de F como 
una suma de dos campos, donde uno de ellos sea conservativo: 


F(x, y, 2) =(2y+ y cos x)i + (3x - 2y +sen x)j 


= (2y*ycosx)i + (2x-2y+senx)j +xj 
Аһога, 


| F а | (2у + y cos x)dx+(2x-2y+senx)dy + f x dy -Í xdy, 
C c c c 


ya que la primera integral del segundo miembro es 0, por ser C cerrada y el campo 
conservativo. 
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х= 3с05ї 


Una parametrización para la elipse ез С: | < t € 27 y, entonces 


y=2sent ' 


27 27 
| E dr=| «e| (зоон) ener) e| cos? t dt 
C C 0 0 


2л 2л 
-6 1+ cos 2t dE dl snr -6z 
0 2 2 lo 


2 2 


PROBLEMA 4.| Sea F(x, у) - ——. -i+ Е = (1, y) € D=R” -{(0,0)} 
X^ + y > 


a. Probar que no se cumple que f F «dr= 0, para toda 
c 


curva cerrada en D =R? — {(0, 0)}, el dominio de F. 


Para esto, verifique | Fedr = 27, donde C es la 


C 
circunferencia х? + у> = 1, recorrida en sentido antihorario 
І Р д 
b. Verificar que DP ad en D=R? ((0, 0)} | 
ду дх 


c. La parte a, de acuerdo al teorema 5.9, prueba que F no es 
conservativo en su dominio D =R? — ((0, 0) É 


Por otro lado, si pudiéramos aplicar el teorema 5.10 a la 
parte b, obtendríamos que F es conservativo, lo cual 
contradice la parte (a). Explicar la razón por la no podemos 
aplicar este teorema. 

Solución 


a. Una parametrización para C es: x= cos t, y=senf, Ox tX 2z. Luego, 


[e dit dy 
C CX +y X ty 


T 

—веп / cos t 

= f 5 5 (=sen t й)+——————(соз t dt) 
o cos” f 4 sen*t cos” f -- sen*t 


2л 2 2 27 
sen і + cos t 
- f а= f d =27 


0 cos? tt sen?t 0 
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ОР _ y- Q _ y- oP 00 


` ду (+ y?) "o (+ y?) dd бу 0 


c. El teorema 5.10 tiene como una de sus hipótesis que el dominio de F sea 


simplemente conexo. En el presente caso, el dominio, D = В? — { (0,0) a no lo 


es (tiene un hueco). 


PROBLEMAS PROPUESTOS 5.3 


En los problemas del 1 al 13, mediante el teorema 5.10, determinar si el campo 
es conservativo. En caso de serlo, hallar una función potencial f. 


1. F(x, xe +3] Rpta. fx, у) == +C 
y y y 
2. Fæ, y) =(0+3x0y)i+ (х? + 3xy? + 1)j Rpta. fix, у) = ?у+ху+у+ С 
3. F(x, у) = Qxcos y)i + (sen y)j Rpta. No es conservativo 
4. F(x, у) = (у cos ху)і + (x cos ху)ј Rpta. f(x, y) ^ sen xy 
5. F(x, y) = ye" i+ (хе? + sec?y )j Rpta. f(x, y) = e" * tany * C 
6. F(x, y) 22e" i + xe? j Rpta. No es conservativo 
7. Ex, y) = са і + сы j  Rpta. f(x, y) = In (х? + y?) - tan” (x/ y) C. 
x^ +y x^ +y 


8. F(x, у, 2) =(у — yz)i+ (x - z-xz)j + (у—ху)К Rpta. f(x, y) =xy + yz ^ xyz + С 


9. F(x, y, z) = (3x/z - 2xy? + yz)i + (2х2у + yz)j + Q8 + xy)k 


Rpta. f(x, y, z) =x z + x! y) + xyz* С 
2 2 2 
10. F(x, у, 2) =2xyze* i + ze" j + ye? К 
2 
Rpta. f(x, y, zZ) = уге +C 


11. F(x, y, z) = ze; + 2ге**?? j + ek 


Rpta. fx, y, 2) =те*ї?? +C 
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12. F(x, y, 2) = (cos z)i + (2xy cos z)j + (=xy? sen z)k 
Rpta. f(x, yz) = ху cos z + С 


13. F(x, y, z) = (ус cos xy )i + (xz cos xy)j + (sen xy)k 
Rpta. f(x, у,2) =z sen xy + C 


En los problemas del 14 al 17, evaluar la integral dada. 


(27, 0) 
14. f е“ cos y dx — e'sen y dy Rpta. е^—1 
(0, 0) 
| (®12) хах + ydy 
15. == Rpta. 8 
(3,4) y x? +y 
(1, 2, 3) 
16. f yz? dx - xz? dy +2xyz dz Rpta. 17 
(1, 1, 1) 
ER RE 
BM na e 
(1,1,1) (2 +y? +?) 2/3 


2 2 
18. Hallar el trabajo realizado por la fuerza F(x. y) = 4 us pec ы 2a 


j al mover 


un objeto desde el punto (2, 3) hasta el punto (1, 0), a través de cualquier 
curva suave que no cruce la recta x = 0. Rpta. 21/4 


19. Hallar el trabajo realizado por la fuerza F(x, y) =% i £j r=y x +y , al 
r r 


mover un objeto desde el punto (1, 0) hasta el punto (4, 3), a través de 
cualquier curva suave que no pase por el origen. Rpta. 4/5. 


20. Hallar el trabajo realizado рог F(x, у, z) = z'yi + xj + 322хук sobre un objeto 
que se mueve a lo largo de una curva suave С desde (1, 1, 1) hasta (3, 2, 2). 
Rpta. 47. 
xi+yj+z 


E k 
21. Sea el campo gravitacional F(x, y, 2) = -GmM , donde G, m, M son 


constantes y r= 4 х? + y? +2? 


a. Hallar una función potencial de F. 
b. Sean P, y Р, dos puntos que están a las distancia d; y d; del origen, 
respectivamente. Probar que el trabajo que realiza el campo gravitacional al 
1 1 
mover una partícula de P; аР es GmM 2-2 
2 4 


СтМ 


Rpta. a. f(x, y, Z) = ——————— 
y х? +y? +2? 


Cap.5 Análisis vectorial Integral 565 


22. Hallar una función potencial del campo 


F(x, y, 2) = "(хі + у] + 2), donden eZ y r= 4 x? +y «z 


1 ; ; 
Rpta. f(x, y, 2) = O sinz-2. fx,y,2)=Inr+C, si n=2 
n+ 


23. a. Hallar el valor de a para el cual el siguiente campo es conservativo. 
F(x, y) = (3x? + cos лу)і + (ax — nx sen лу)ј. 
2 2 
b. Si C es la elipse 2 + 2 = 1 orientada en sentido antihorario, evaluar 
a? b 


f (3x + cos zy dx * (x — zx senzy) dy 
C 
Sugerencia: Decomponer (37 + cos zy) dx + (x -TX sen y) dy 
Rpta a. a=0 b. 2abz 


24. a. Hallar una función potencial de F(x, y) = (3x? + cos лу)і + (— nx sen ny)j. 


b. Si C es la parte de la parábola y = x^ que va de (0, 0) a (2, 4), usar el campo 
F para calcular 


NES + созлу)ах+(х-тх senz y) dy 
Rpta а. f(x y,z) =? + xcosny + C b. 14/3 
25. a. Hallar el valor de a para el cual el siguiente campo es conservativo 
F(x, y, z) = (ax'z - 4х)і + (2y + cos nz)j + 5 — лу sen zz) k 
b. Hallar una función potencial de F con el valor de a hallado en la parte (a). 
c. Hallar f „(3122 -4х) ах+ (2y + со лг) dy «(x — Ty sen zz) dz 
donde C es cualquier curva suave por partes que va de (2, 2, 2) a (0, 0, 0). 
Rpta а. a=3 b. f(x, y, z) = x'z -2x! + у + ycos nz + С е. 14 
26. a. Hallar los valores de a y b para los cuales el siguiente campo es conservativo 
F(x, у, 2) = e'In(z) i + ау” г] + > +b а k 


b. Hallar una función potencial de F, con los valores de a y b hallados en la 
parte (a). 


с. Si Ces el segmento de recta que va de (1, 1, 1) a (1, 2, 2), usar el campo F 
para calcular 


f ех In(z) dx + 3y?z dy + узаг 
C 


Rpta a. a=3,b=1 b.f(5y,z)-elnz +yz +С е. (e-1)In2 +15 
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SECCION 5.4 


TEOREMA DE GREEN 


En las siguientes secciones trataremos tres teoremas que generalizan el teorema 
fundamental del cálculo. Estos teoremas sobresalen por su importancia, por su 
belleza y por sus aplicaciones a la física. Cada uno lleva el nombre de sus creadores. 
Estos son: El teorema de Green, el teorema de Gauss y el teorema de Stokes. Aquí 
presentamos el primero de ellos. Este teorema expresa una integral doble sobre una 
región del plano en términos de la integral de linea de su frontera. 


Sea C: r(£), a < t € b, una curva cerrada y simple que 
es el borde de una región D del plano. C tiene dos 
orientaciones. La orientación positiva, dada por el 
sentido contrario a las agujas del reloj, y la orientación 
negativa, dada por el sentido de las agujas del reloj. En 
otros términos, la curva C está orientada positivamente 
si una persona, caminando sobre С en el sentido de t 
creciente, la región D queda siempre a la izquierda. 

Positiva Negativa 


Algunas veces, a C, para enfatizar que es la frontera de D orientada 
positivamente, se la representa por 0D. O sea, C=0D. 


Se usan los símbolos ф ; ф ; f para representar la integral de línea a 
C C др 


lo largo de una curva cerrada С orientada positivamente. 


TEOREMA 5.11.| Teorema de Green 


Sea C una curva cerrada, simple, suave por partes, que es el 
borde de una región D del plano XY simplemente conexa. Si Р 


1 » ; : 
y О son de clase C en una región abierta que contiene a D, 
entonces 


_ 00 ӘР 
фра +04 If E Tja 
D 


La demostración de este teorema en su forma general dado en el enunciado no es 
fácil. Aquí probaremos el caso especial donde la región D es de tipo I y tipo H 
simultáneamente. A estas regiones la llamaremos regiones simples. Más adelante 
extenderemos el teorema a otros casos más generales. 


Demostración 


La demostración la hacemos en tres pasos: 
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Paso 1. D es de tipo I o verticalmente simple. Esto es, 


D= (0. y) / gio) <y < gx), a<x<b y 
donde g; y g son continuas. 


Para este caso, probaremos que: 


E 


Por un lado, recurriendo al teorema fundamental del cálculo, tenemos que: 


b 


IE P -| Iis Z (x, y) | [ P(x, g3 (х))— Р(х, m (x)) |d 


a 


" (х))ах - | E (x))ax Q) 


a a 


Por otro lado, la frontera С está conformada рог la unión de las curvas C, 
C5, Сз у C4, indicadas en la figura. Por tanto, 


фа -| P dx ef pas f ға + f Р dx (3) 
C C Ca C3 C4 


Las integrales sobre las curvas C; y C; son nulas, ya que en estas curvas, x 
es constante y, por tanto, dx — 0. 


Para C; y —С; tenemos las siguientes parametrizaciones: 
Ci:x=x, у= g(x), a€x& b. —Cx-7x, у= g(x), a<x<b, 
Luego, regresando а (3): 


$ra- | Pdx+ 0 ef Pdx + 0 -f Pa- | P dx 
C С C3 С -03 


- fe & (x)) dx [е &; (х)) a+ 
Esto es, 


$e ds | РРА) f A (4) 


a a 


Comparando (2) y (4) obtenemos la igualdad (1): 


$ ra- ale PP ay 


Paso 2. Des de tipo П u horizontalmente simple. 
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D= { (с, y) hM) Sx hy), с<у<4 y 
donde hı у Л» son continuas. 


Para este caso probaremos que 


fow- ff 00 da (5) 
C Ox 
D 


Por un lado, recurriendo al teorema fundamental del cálculo, tenemos que: 


ПЕ dA= f ds 99 s y ) dxdy = f ots 0)3- 06 0.0e 


-fo O(m (y) y)dy n a (6) 


Por otro lado, la frontera С está conformada рог la unión de las curvas С, 
C5, Сз y С, indicados en la figura. Por tanto, 


$o«- [ os f | oa f Q dy (7) 
C C Ca C3 C4 


Las integrales sobre las curvas C; y Са son nulas, ya que en estas curvas, y 
es constante y, por tanto, dy =0. 


Рага С, y —C; tenemos las siguientes parametrizaciones: 


=C1:x= hi), у=у, Cc<y<d. Сз: х= (у), у=у, C<Y Ed. 
Luego, regresando a (7): 


$ ow- | Q dy +0 ‚| Qdy +0 a] oo «[ Q dy 
C Ci C3 ес Сз 
а а 
--| O(h (у), y) dy ‚| O(h (y), y) dy (8) 
Comparando (6) y (8) obtenemos la igualdad (5): 


C Ox 
D 


Paso 3. D es simple. Esto es, D es, a la vez, de tipo I y de tipo II. 
Por ser D del tipo I y tipo II se cumple que: 


pr] Eu > pos ER 


Sumando estas m igualdades, se tiene 
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_ OQ ӘР 
a IR - Ja 
D 


EJEMPLO 1. | Usando el teorema de Green, evaluar 


ф (3xy -1) dx +(3х° +e”) dy, 
c 


donde C es la frontera de la región encerrada por la parábola 
у=? у1атесїа у = 2x. 


Solución 
Tenemos que: Р= 3ху-1 y О = 3х? +e”. Luego, 
o = 3х, 20 = бх 
ду дх 
Aplicando el teorema de Green obtenemos: 


È о»- 1) dx+(3x? +е? )%= || (a 
[кене 


TEOREMA DE GREEN PARA UNA REGION QUE ES UNION DE 
REGIONES SIMPLES 


Veamos que el teorema de Green es válido para una región D 
que se puede descomponer como unión de regiones simples Di, 
D», . . . Dy, que no se sobreponen. Ilustraremos este resultado 
tomando el caso D = Dı U D», ilustrado en la figura. 


C 


La región D no es simple. Sin embargo, mediante el segmento 
horizontal indicado en la gráfica, dividimos а D en dos regiones 
simples, D; y D». Este mismo segmento divide a С, la frontera 
D, en las curvas С, y С. 


La frontera de D; es C, UC; y la frontera de D;es C; U(—C;) T 
2 


El teorema de Green en la región simple D; dice: 
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ф ш 7 л > 

QU сз 

ф Р ах+о 5+ф P dx * Q dy -ff E: а dA (1) 
а с б дх ду 


El teorema de Green en la región simple D; dice: 


$ P dx* Q dy = [|| (2 z) dA = 
с (a) D» 8 


Oy 
$ O Passoa = || ES E (2) 
с C3 be Ox ду 
Sumando (1) y (2): 


$ Passoa d el |2. ja "| E 
С C Ox 
De donde, 

ф Р ах+о dy = || E: z) dA 


EJEMPLO 2. | Trabajo usando el teorema de Green 


Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerza 
F(x, у) = ( senhx у? )і + (y^ *x^)j 


al mover una partícula sobre la curva C que encierra la región 
semialular: 


D-| (x. »)/ 2< y x. y? <4 | 


Solución 


мефа 

= ф (еа -y )dx+ (y + Jay 

- ff ЕКОЕ senh v) 
- || [зае 3|| [x +y? | aà 
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Cambiamos a coordenadas polares la región D: 


=((r,0)/2<r<4, 0<0<x7 ) 
Ahora, 


л 4 
W= Jj x ру Јаз | Je Jrardo= f | rdrdO 
0 2 
л 47% c 
->f [Н ao- 3f 60 d0 = 1807 
0 4 2 0 


EJEMPLO 3. | Evaluar la integral ф (3x7 y — cos x) dx + 5 t 4x) dy, donde C 
C 


es la circunferencia de centro en el origen y radio r: х2 + y^ = г 


Solución 


Aplicando el teorema de Green: 


È (epe (он) - [| (2 - an 
[Fist (х? +4x) Pl 3x? y- ess] as 
|| [ (54° +4)-( 3) | ал ү. 


Рего, [|| dA = A(D), el área de la región D. 


D 


Sabemos que el área de un círculo de radio res A(D) = n7”. Luego, 


$ (3 y -cos х)ах+( +4х)ау = affa =4A(D) = 4nr? 
C 
D 


En la sección anterior, en la demostración del teorema 5.10, se indicó que una 
parte de esta demostración se haría usando el teorema de Green. Bien, ahora ya 
estamos en condiciones para cumplir con parte de esa deuda. Lo hacemos en el 
siguiente ejemplo. 
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EJEMPLO 4.| Paguemos una deuda. 


Probar la siguiente parte del teorema 5.10. 


Sea F = Pi + Qj de clase C en una región D abierta y 
simplemente conexa. 
.0P д : 
i — = E en D, entonces F es conservativo. 
х 


ду 
Solución 


Bastará probar que ф P dx О dy = 0, para toda curva cerrada contenida en D; 
С 
уа que si esto es cierto, el teorema 5.9 nos asegura que el сатро Е = Рі + Ој es 
conservativo. 


Bien, sea C una curva en D que es cerrada, simple y que encierra a la región R. 
De acuerdo al teorema de Green, tenemos 


| |2 Plu- [Joyas -o 


51 C es cerrada, pero по simple y se intersecta еп más de un punto, la podemos ver 
como unión de dos o más curvas simples para las cuales la integral se anula y, por 
tanto, la suma de estas integrales también es nula. En consecuencia, 


ф P dx+0 dy = 0, para toda curva cerrada contenida еп D 
fe 


EL AREA USANDO EL TEOREMA DE GREEN 


En el ejemplo 3 usamos el área del círculo para hallar una integral de línea. El 
siguiente teorema nos señala el camino inverso. Hallar el área de una región usando 
una integral de línea. Nos da tres opciones. 


TEOREMA 5. 12; Si D es una región del plano acotada por una curva C simple, 


cerrada , suave a trozos y orientada positivamente, entonces el 
área de la región D es dada por 


aD- 1$ -y dx ‚®--ф y dx --ф хау 
2 Jc C C 


Aplicando el teorema de Green: 


$ PRIED 3i EC a ja 


Demostración 
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- [| Qu ffa = A(D) 


D 


Hemos obtenido la primera igualdad. Veamos la segunda: 
д д 
- ydx = -y dx * 0 dy = ( 0) ( -у) [44= dA = A(D) 
C C Ox ду 
р р 


En forma similar se obtiene la tercera igualdad. 


EJEMPLO 5. | Usando el teorema Green, probar que el área de la región D 
2 2 
encerrada por la elipse A es 
ap? 
A(D) = abr 
Solución 


Usaremos la primera igualdad. 
Sabemos que una parametrización positiva para la elipse es 
x=acost, y-bsent, 0<1< 2л 


Ahora, 
2л 


A(D) = i$ -y dx+x dy = | (—b sen г) (а sen t dt) + (а cos t)(b cos t dt) 
с 0 


pp ab. e ab zt 
E | ab | sen?t + cos? 1) dt = — dt — 2, | = abr 
2 2 


EJEMPLO 6. | Hallar el área de la región D acotada por el eje X y el primer ciclo 
de la cicloide 


x-a(t-sent), у= a(1- cost), 0 <t<2x 


Solución 
Sen С, la parte del eje X: х=, y=0, 0<1<27. Y C 
Sea C, el primer ciclo de la cicloide: 
x-a(t-sent), у= a(1- cost), 0 «&tx2z т " vy 
Tenemos que: 0D =C U C; 


Para hallar el área de D usamos la segunda igualdad del teorema 5.12. 
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4n--$ ›&--ф ›ж--ф ydx — ф y dx 
9D сйс» a C2 


1 2л 
=-| oar- | а(1- cost)a (1—cos t) dt 
0 


0 


=0+ zl ER dt — zl M t) dt 
0 


2л 2л 
1 1 
| (1-2cos1+3(1+c0521)Jar=a? f [5- 2st cost Ja 
0 2 2 2 


0 
27 


= a? A sen 2t = Зла? 
2 4 0 


TEOREMA DE GREEN PARA REGIONES MULTIPLEMENTE CONEXAS 


Extendemos el teorema de Green a regiones multiplemente conexas o sea regiones 
que tienen hoyos. 


En la figura tenemos una región D con un hoyo. Su borde es la curva C, orientada 
positivamente y conformada por dos curvas cerradas y simples С, y С». Esto es, 


др = С=С UC. 


La curva C}, para que al recorrerla, la región D quede a la 
izquierda, С, debe seguir la dirección antihoraria. En cambio, C 
la curva С», para que al recorrerla, la región D quede а la 
izquierda, С» debe seguir la dirección horaria. 


En la región D hacemos dos cortes, como indica la segunda 
figura. D queda dividido en dos regiones, sin hoyos, Dı y D». 
Aplicamos el teorema de Green en Dj y Р». 


[(2- 2] - mo [ft - ja 


-ф Р&+ов+ф Pdx+0 dy 
8D 2 


0D» 


-ф Рах+О dy + ф P dx * Q dy 
a с) 


-ф Рах+Оау 
C 


C; 
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La penúltima igualdad se obtiene al separar las integrales sobre las fronteras OD; y 


OD», la suma de las integrales sobre las curvas de corte se anulan, porque aparecen 
dos veces y con signos opuestos. 


Este resultado se extiende fácilmente para regiones de 2 o más huecos. 


EJEMPLO 7.| Sea C una curva en R? que es cerrada, simple, suave por partes, 
que no pasa por el origen y es el borde de una región D. Probar 
que: 

-y dx+x dy _ 0, si (0,0) 2 D 
c E 2л, si (0,0) e D 
Solución 
Sean P = D y Q- D ==, 
x +y x +y 


Las funciones Р y O son de clase СО) en R?, excepto en el origen (0, 0), ya que 


estas funciones no están definidas en (0, 0) y, por tanto, no son continuas en este 
punto. Además, se cumple que: 


OP у?-х” 0 


, para todo par (x, y) = (0, 0) (1) 
ду 2..2} 6x 
(x +y?) 


Y 


Si (0, 0) no está en D, entonces P y O son de clase CÜ en 
D. Por tanto, podemos aplicar el teorema de Green: 


C x +y дх ду 
р р 


Supongamos ahora que el origen está еп D. Como С no pasa por (0, 0), existe 
r > 0, suficientemente pequeño para que la circunferencia 


Cy; lty =r 


esté contenida en el interior de D. Sea D, la región cuyo borde es la unión de C 
con Ci. Esto es, дру = C UC. 


Р 1 d 
Las funciones P y Q son de clase СО) en un abierto 
que contiene а Dı. Sabemos, por la discusión anterior, 


que el teorema de Green se cumple en esta región 
mültiplemente conexa. Luego 


Dj x ty Ox ду 
Di Di 


Pero, 
| zane. d E ф -y dx+x dy 
др] x yl c ж№+у? [e] x +у° 
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Luego, 


ф zaneo ф —y dx+x dy -ф —y dx+x dy 
С х? +у? Ci х? +у? =C + y? 


Una parametrización para С; es 
=C 1: x=r cost, y=rsent, Oxtx2m, 


Luego, 


| -y dx+xdy | 
-C1 


f 27 (rsen t)(-rsent dt)+(rcos t)(rcost dt) 


х? + y? 0 (r cost}? + (rent) 


En consecuencia, ф AE = 2л 
c S y 
FORMAS VECTORIALES DEL TEOREMA DE GREEN 


En esta última parte de esta sección presentamos dos formulaciones del teorema de 
Green usando vectores. Estas versiones nos permitirán ver con facilidad que dos 
teoremas importantes, el teorema de Stokes y el teorema de Gauss, son 


generalizaciones del teorema de Green. 
PRIMERA FORMA VECTORIAL DEL TEOREMA DE GREEN 


Recordemos que si tenemos el campo Е = Pi + Qj = Pi + Oj + Ok, entonces 


i j k 
rot F=V x F= Pa es ISE EE k (1) 
Ox ду 02 Ox ду 
Р О 0 
Luego, 


я (20 Py, . 
P r-a- G Paroa ME Las ffe) k dA 
D D 


De donde obtenemos: 
La primera forma vectorial del teorema de Green 


$ Foar [enr dA 
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La extensión de esta forma a superficies en el espacio tridimensional da lugar al 
teorema de Stokes. 


A continuación presentamos la otra forma vectorial del teorema de Green. Para 
esto, a la parametrización de С la expresamos en términos de la longitud de arco. 
. А à ; f ОР д 
Recordar que la divergencia del campo Е = Pi + Oj es div F = ar t с - 
xX у 


Segunda forma vectorial del teorema de Green 


$ F-*nds [|е аА 
C 
D 


donde n es EL vector normal unitario exterior de C. 


Veamos la deducción de esta fórmula. 
Sea C definida por r(s) = x(s)i + y(s)j, a€ sx b. 
El vector tangente unitario es 

T= (s) (5) 


El gráfico nos dice que el vector normal unitario 
exterior de C es 


n=Txk= (x'(s)i+y'(s)j)xk 
=x'(s)ixk+y'(s)j x k= y'(s)i-x'(s)j X C 


Luego, aplicando el teorema de Green, 


фе» «nds = ф no ) e (y (s)i-x"(s)j)ds= $ -oars ro 


- [| E n 2 an= (Гава 
Ox Oy 
D D 


FLUJO A TRAVES DE UNA CURVA PLANA CERRADA 


La segunda forma vectorial del teorema de Green tiene una interpretación física. 
Esta interpretación nos conduce a la motivación del origen del término divergencia. 


Supongamos que tenemos en el piso una placa D de un líquido (fluido) como agua, 
aceite, etc, limitada por una curva C. El fluido cruza la curva С con una velocidad 
dada por un campo de velocidades F. La cantidad total de fluido que pasa a través C 
por unidad de tiempo, es el flujo de F a través de C. En términos más precisos: 
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DEFINICION. | Sea C una curva suave y cerrada en el dominio de un campo 
vectorial Е = Pi + Qj, donde P y О tienen derivadas parciales 
continuas. Sea n la normal exterior de C. El flujo de F a través de 
C es la integral: 


Flujo de F a través de С = $ F*nds 
C 


De acuerdo a la segunda forma vectorial del teorema Green, tenemos: 


Flujo de Е a través de C = [|| divF 4А 
D 


Ahora, consideremos un punto (xo, Yo) interior de D y un pequeña bola B, de 
radio r y centro en (Xo, Yo) contenida en D. Como Е tiene derivadas parciales 
continuas, usando el teorema 4.5 podemos afirmar: 


Flujo de F a través de c= [ее dA = divF(x,, y, ) (zr?) 
D 


Esto significa que div F (xo » Yo ) mide la razón y el sentido en que el fluido diverge 
desde el punto (x, yo). Si div F(x,, y, ) 0, en el punto (хе, yo) hay un manantial de 
fluido, y si div F(x,, y, ) « 0, en (xo, yo) hay un sumidero. 


EJEMPLO 8. | Hallar el flujo del campo F(x, y) =3xi + 2yj a través de la elipse 


©: a 
C: + - =1 
b 
Solución 
Flujo de F a través de С = ф F ends fair dA= ПСЕ asl dA 
T D D D 
= 5A(D) = Sabzr 


¿SABIAS ОСЕ... 


GEORGE GREEN (1793-1841) Nació en el pequeño 
poblado Knottingham, Inglaterra. Su padre, llamado 
también George, poseía una panadería. Sus estudios 
formales fueron muy limitados. Asistió a la escuela 
cuando tenía 8 años y la abandonó a los 9 años de edad, 
para ayudar a su padre en la panadería. Entre 1823 y 
1828 se dedicó estudiar fisica y matemática por su 
cuenta. En 1828 publicó, con sus propios recursos, su 
famoso trabajo *Un ensayo acerca de la aplicación del v 
análisis matemático en las teorías de la electricidad y el 
magnetismo". En esta publicación apareció el teorema 
que ahora lleva su nombre. George Green 
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En 1829 falleció su padre y la panadería fue vendida. Parte del dinero de la 
venta, Green lo usó pata estudiar. Entró a la Universidad de Cambridge a la edad 
de 40 años y obtuvo su licenciatura cinco años más tarde. 


PROBLEMAS RESUELTOS 5. 4 


PROBLEMA 1.| Calcular $ P dx О dy , donde 
C 


2 
P=xm0?+1)-20-2), Q- +E- 
y + 


y C esla circunferencia x? * y? ^ a". 
Solución 


Tenemos que: 
ОР _ 2xy _ 2 00 _ 2xy а, ТЫЛ Ле 
ду у? +1 Ox y? +1 Ox ду 


Aplicando el teorema de Green: 


È Paroa- JG 7 ja fene 
ffe Jrrao= f [лев 
la Ку: 


PROBLEMA 2. | Hallar el área de la región encerrada por el lazo del folium (hoja) 
de Descartes: 


xX +y = Заху, a>0 (за/2, 30/2) 


Solución 
Sea D la región encerrada por el lazo del folium. 


Hallemos una parametrización de la curva. 


Sea > = z. Luego, y-xt. 
х 


Reemplazando este valor de у еп la ecuación del 
folium: 
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х y! = Заху > х + (xt = 3ax(xt) 


3 
> (Р +1) = Зах >%-= ш 
х t +l 
3at 3at? 
=? з= jo dT › 1+ —1 
Г +1 +l 


51 f<-—1, entonces x > 0, y < 0 y el punto (x, y) está en el cuarto cuadrante. 
Luego, estos valores de £ trazan C}, la parte del folium del cuarto cuadrante. 


Si -1« t < 0, entonces x < 0, y > 0. En este caso, el punto (x, y) está en el 
segundo cuadrante. Luego, estos valores de £ trazan С», la parte del folium del 
segundo cuadrante. 


Si 0 <7 < œ, entonces x > 0, у> 0 y el punto (x, y) está en el primer 
cuadrante. Luego, estos valores de t trazan C5, el lazo del folium. 


En resumen, una parametrización del lazo es 


2 
Cu 20 МЕС 28 E 
Р+1 Р+1 
De donde, 
3a(1-21) за (2-0) 
dx= ——— —— у ау= ——— — dt 
3 2 3 E 
( + 1) ( + 1) 
Ahora hallamos el área de la región D. De acuerdo al teorema 5.12: 
A(D) - -y dx * x dy 
2 Jo 


Zi за? за(1-2°) 3at sar(2-0) 
RII o Уу, 


за? [ aa sd. 1 7° sae 
E zr ns 72 
2. d u (2 + 1) Rod MT 


¿SABIAS QUE ... 


RENÉ DESCARTES introdujo la hoja descartes, el айо 1638, para desafiar a 
Fermat, quien debería encontrar la recta tangente en cualquiera de los puntos de la 
curva. Para esta época, las ideas del Cálculo estaban en sus inicios. Newton y 
Leibniz todavía no habían nacido; pero Fermat ya había encontrado unas técnicas 
para hallar rectas tangentes. El problema lo resolvió fácilmente. 
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PROBLEMA 3. | Hallar el flujo del campo F(x, у) = (4x + 2ye" Ji + Qy – ye )j a 
través del lazo derecho de la lemniscata 


С: т^ = а? cos 20 


Solución 


Flujo de F a través de С = ф Е •р 25 
C 


= [|+ dA 
D 
ШС 


- ffe» dA zl dA = 6A(D) 


Sea D, la parte de la región D que está sobre el eje 
polar. Usando la fórmula para el área de una región en 
coordenadas polares, dado en el teorema 7.4 de nuestro 
texto de Cálculo Integral, tenemos que: 

л/4 
1 
A(D)=2 А(Р,) = | a? cos 20 d0 
0 


7/4 1 mA 2 
= а? cos20 d0 = а? ES 20 = — 
5 2 2 


Por lo tanto, 


2 
a 


Flujo de F a través del lazo derecho de la lemniscata = 64(D) = 6 с За? 


PROBLEMAS PROPUESTOS 5.4 


En los problemas del 1 al 8, hallar la integral de línea indicada usando el 
teorema de Green. 


1. ф 3x? y dx+ 5 t х) dy , donde С es la frontera de la región encerrada por la 
C 


2 2 


elipse Te 4 EN =1 y la circunferencia x? + y^ = 1 Rpta. 8л 
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2. ф (2у-х) dx+(5x- y) dy , donde C es la frontera de la región encerrada por 
с 


la recta y=x y la parábola у= х? – х Rpta. 4 


3. ф In (x? + y? ) dx +(3х -2 tan” (х/х) ау , donde С es la circunferencia 
C 
x +y -4y +3 = 0 Rpta. 3л 


4. $ xy dx (2x? t y)dy , donde C es la parte de la gráfica de r = a sen @ (rosa 
© 


* | 1 
de 4 hojas) que está en el primer cuadrante. Rpta. еа 


5. ф (e - 2x! y) dx + (e +2xy? ) dy, donde C es la circunferencia x? +y = 9 
C 


Rpta. 81л 


A 


ф (e my Jas (e +x*) dy, donde C es la frontera de la región del 
ё 
semiplano superior encerrada por el eje X y las circunferencias х + у = 4, 
x y = 1 
Rpta. 28/3 
7. ф (2х+ езеп y) йх+(х+е* соз y)dy, donde C es el trapecio de vértices 
C 


(0, -2), (4, -1) (72, 3) y (4, 3). Rpta. 24 


8. $ (2xy - y? Jac «(2 +2x)dy, donde C es el rectángulo de vértices (—2, —1), 
e 


(1, -1), (1, 1) y (0, 2). Rpta. 6 


9. Sea C una curva de R? que es cerrada, simple, suave por partes, que no pasa por 
el origen y es el borde de una región D. Siguiendo los lineamientos del ejemplo 7, 


Probar que: 
$ Y dx—xy dy -{ 0, si(0,0)2 D 
E IGNES UE E : 
& (12 + y?) л, si(0,0)eD 


En los problemas del 10 al 12, utilizar el teorema de Green para hallar el 
trabajo realizado por la fuerza F sobre una partícula que se mueve en sentido 
contrario a las manecillas del reloj por la curva cerrada C. 
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10. Е(х, у) 33 yi + 4xój, С: El eje X de (2, 0) а (2,0) y luego la 


. / 128 
semicircunferencia у = 4-х?. Rpta. P 


П. Fœ y) 2x (1 y)i+ xy, 
C : el triángulo con vértices (0, 0), (1, 0), (1, 2). 


12. F(x, у) = (sen x - y )i+ (ye *x)j C:El eje X 
de (-2, 0) a (71,0), la semicircunferencia y 


-41-xl,eleje X de (1, 0) a (2,0) y la 


semicircunferencia p=N dex. 


Rpta. 28/3 


En los problemas del 13 al 19, hallar el área de la región D indicada, usando 
las integrales de línea dadas en el teorema 5.12. 


. 1 
13. D es región encerrada por los gráficos y =x?, у= хў Rpta. B 
14. D es región encerrada por los gráficos y 2x? - 2, у= 6 x? 
64 
Rpta. — 
CSS 
15. D es la región encerrada por los gráficos de 
“+у eus у+х=а, 
2 
en el primer cuadrante. a Rpta. P (л = 2) 
16. D es la región encerrada por Іа astroide ў 
3 
x =a cos t 3 
C: „o 0<t<27 Rpta. а?л 
у= asen t 8 
17. D es la región encerrada por la cardiode 
x = 2а cost—a cos 2t 3 
ў ‚ 0 << 2m Rpta. 6a^z 
y = 2а sen t-a sen 2t 
18 D es la región encerrada por la epicicloide 
x=5c08 f — cos 5t 
; ,O<t<27x Rpta. 307 
y —5sení — sen 5f 


584 Cap.5 Análisis Vectorial Integral 


19. D es la región encerrada por la curva 


х = а sen 21 4, 
С: ,O<t<x Rpía. —a 
у= asen t 3 


20. a. Sea С el segmento de recta que une el punto (xi, у) con el punto (х2, y2). 
Probar que: 
Xx X 


—ydx + xdy = хуу — ху = 
ё Л Уз 


Sugerencia: Су.х=ху+1(уу—ху), у=хо+Ц(у;— хә), 0<1<1 


b. Sean (ху, yi); (х, y2)., ..., (Хһ-1, Y n-1), (Xn, Yn) los vértices de un polígono., 
ordenados en sentido antihorario. Probar que el área encerrada por este 
polígono es 


1 
A = (2 -ху)+(хуз —%у)+.. d bas ХУ )+(х„» хуп ) 


21. Hallar el área de la región encerrada por el pentágono de vértices (0, 0), (3, 0), 


(4, 3), (2, 4), 2, 1). dois 2 


22. Hallar el área de la región encerrada por el hexágono de vértices (1, 0), (2, —1), 


G, 3), (1, 5), C1, 4), (—2, 1). Rbla = 


23. Sea D una región plana cuyo borde es una curva simple y cerrada С. Utilizando 
el teorema de Green probar que las coordenadas del centroide E y) están 


dadas por: 


donde А es el área de D. 


24. Utilizando los resultados del ejercicio 23, hallar el 
centroide de la región D del plano encerrada por el eje X 
y la parábola: 


2 
у=а-х, а>0 


Cap.5 Análisis vectorial Integral 585 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


Utilizando los resultados del ejercicio 23, hallar 
el centroide de la región D del plano encerrada 
por lo gráficos de 


Ух, у= 


Hallar el centroide de la región D encerrada 
por el eje X y el semicirculo: 


Hallar el centroide de la región D encerrada por 
el triángulo con vértices (0, 0), (0, a), (a, b) 
(0, 0) 


Se tiene una lámina plana encerrada por una curva C cerrada, simple y regular 
por partes y de densidad constante p. Utilizando el teorema de Green probar que 
los momentos de inercia alrededor de los ejes están dados por 


І, = EO ydx, L= e$ dy 
3 ^ 3 
C C 


Se tiene una lámina circular de radio a con centro en el origen y de densidad 
constante p . Utilizando los resultados del ejercicio 28, probar que: 


14 
а. Г. = —za р =1 
ДЯ 


b. h= 2 ма? ‚ donde / es el momento de inercia alrededor del origen у М es 


la masa de la lámina. Recodar que /o— £,+1,. 


Determinar el flujo del campo F(x, y) = (х + y)i + (x+ y))j a través del 
triángulo de vértices (0, 0), (0, 2), (2, 2) Rpta. 8 


Determinar el flujo del campo F(x, y) = 5xyi + y^j a través de la curva cerrada С 


; 2 
determinada por los gráficos de y = x^, y =x. Rpta. 3 
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SECCION 5.5 


INTEGRALES DE SUPERFICIE 


En esta sección extendemos el concepto de integral de línea a integral de 
superficie. En una integral de línea se consideró una función real de dos variables 
con dominio contenido en el plano y la integramos a lo largo de una curva. Ahora 
consideramos una función real de tres variables con dominio contenido en el espacio 
tridimensional y lo integramos sobre una superficie. Utilizaremos los resultados 
obtenidos en la sección 2.7 y 4.6, donde se trataron superficies paramétricas y área 
de una superficie, respectivamente. Se recomienda que, cuando haya duda sobre 
estos temas, recurrir a estas secciones. 

Trabajemos sólo con superficies suaves o suaves por partes, que se definen a 
continuación. 


DEFINICION. | Sea S una superficie parametrizada por 


r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k con dominio D. 


La superficie 5 es suave o regular si las derivadas г,, г, son 
continuas y г, х r,2 0 para todo (и, v) en el interior de D. 


La superficie es suave por partes si S es la unión finitas de 
superficies suaves que se intersectan, a lo más, en sus bordes. 


La superficie esférica es una superficie suave. La superficie formada por las seis 
caras de un cubo es una superficie suave por partes. 


Consideremos una función real f: S — К. Buscamos definir la integral de f 
sobre la superficie S. Para esto, tomamos una partición de la región D en 


rectángulos Rj, R»,R3, . ., Ry... R, donde cada uno tiene dimensiones Au y Av. 
Las imágenes de estos rectángulos, 
r(R,)7 S, k=1,2,... ,n 


constituyen una partición de la superficie S. Tomemos el rectángulo R, y su imagen 
Si =r (R,) я 
У 


“ХЕЛ 
EA 
eire 

M 
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Sea (u,, v, ) el vértice del rectángulo R, que está más cercano al origen. Sean Au 
y Av las longitudes de los lados del rectángulo R;. Si AS; es el área de Si, al inicio 
de la sección 4.6 se mostró que: 
AS, | r, (и. v.) Xr, (и, y | Ли Av 


Ahora, construimos la siguiente suma de Riemann: 
n n 
Y f (r (ux, v, )) AS; x Y f (r (u, v,)) | г, (ик, v) X r (uy, v, ) Ли Лу 
k=l k=1 


Este resultado nos sugiere establecer la siguiente definición. 


DEFINICIÓN. | Integral sobre una superficie parametrizada. 


Sea S es una superficie suave parametrizada рог г: D > R’, 
r(u, v) = x(u, у)і + y(u, v)j + z(u, v)k. 


Si f: S R es continua en S, definimos la integral де f sobre S como: 


[f eas- tim, Ere | 


г, (и, v¿)X v, (uj, v, ) Au Av 


- f f f (rus) ra xr, [аа 


Comparar esta fórmula con la de la integral sobre una curva: 


f 155,2) ds = f FEON r'(t) | dt 


OBSERVACION. | | | dS = f f 1 dS = f | т„ xr, | 24 = Area(S) 
S S D 


EJEMPLO 1. | Evaluar [| (+ + y? ) dS , donde S es la esfera de radio a: 
5 


S: xL +y + =a 
Solución 
En el ejemplo 2 de la sección 2.7 vimos que una parametrización para esfera es: 


r(0, d) = а sen ócos 0і + а sen ф sen 0j +a cos ф k, 0<0<2л,0<ф<х 
Además, en el ejemplo 1 de la sección 4.6 se probó que: 
| ry X Yo | = а? ѕепф 


Ahora, 
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[|| (+? + y?)as = [| [С sen ø соз 0)? +(а sen ф sen ө) || Ух] dø d0 
| = ji a ѕеп2ф (c0s*0+sen*0)' [азап 9] dø d0 

= Ue ód$d0-a |. Vb: sen^ó 4446 

20 de ж 34 D 


27 1 2 л 
= а" Е ф sen? d — cos ] d0 
3 3 0 


0 


27 27 4 27 
= “| Н» qa? a ше ү. 
NE 3 Ja 3 EE 


Para el caso en el que la superficie S es el gráfico de una de las funciones: 


2=8(Хх,у), y=8(%,2) о x-86,2). 


tenemos el siguiente resultado: 


TEOREMA 5. 13 | Integral sobre una superficie que es gráfico de una función. 


a. Sea S el gráfico de la función de clase С) z = g(x, y), Si f es 
continua sobre S y si D es la proyección de S sobre el plano XY, 
entonces 


ПЕЕ ff О i (2) (2) da 


b. Sea S el gráfico de la función de clase CU y = g(x, 2), Si f es 
continua sobre S y si D es la proyección de S sobre el plano XZ, 
entonces 


[joe [рее = 


с. Sed S el gráfico de la función de clase CÜ х = g(y, 2), Si f es 
continua sobre S y si D es la proyección de S sobre el plano YZ, 
entonces 


[ле y,z)dS = ff reo z), 12 1+ (2) (2) dA 
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Demostración 
a. S1 S esel gráfico de z — g(x, y), entonces una parametrización para S es: 


r(x,y) xi +уј + а(х, yk, (х,у) 


En este caso, tenemos que: 


r,- li +05 + к, Ие ЕУ 
дх ду 

ij k 

Oz Oz Oz Oz ; oz Y 

rxr,o- 1 0 = 1 j + 1k, [roo | = 1+|= (E) 

7 Ox Ox ду ү ду дх 
а 
ду 


Luego, 


ПЕЕ = [foo 
сое "»N 1+ а) (à) dd 


b. y c. Similar a la parte a. 


гу XT, | dA 


EJEMPLO 2. | Evaluar [| (x+y+z)d5, 
5 


donde $ es Іа parte del plano 
2х+2у +2= 6 
que está en el primer octante 
Solución 


2x+2y+z=6>z=6-2x-2y. 
Luego, S es el gráfico de la función 
z=6-2x- 2у, 
con dominio D, la proyección de S sobre el plano XY. 


Si hacemos z = 0 en la ecuación z = 6 — 2x — 2y, 
obtenemos: 
6-2x-2y=0> y=3-x 


Luego, D es la región encerrada por los ejes X y Y, y la 
recta у=3—х. 
Aplicando la parte (a.) del teorema anterior tenemos que: 
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ПІК ffe rm HG) (ё) as 


S 


3 в 3-х 3 23-х 
f (6-1-3) з] lee dx 


Si la superficie es suave a trozos у 5 = 5117,55 Ш... U Sh entonces 


[stas [Lr nas + леа 


EJEMPLO 3. | Evaluar f f 4x +у2 +2245, 
5 


donde S = 50.5, 


Bp x+y? <2 


S2 la parte del plano z = 2 que 
conforma el techo de la superficie 
cónica. 


Solución 
IE ay? ZIP х? +y +2°4$ «IN х? +y +2°4$ 
$ $| $2 


Evaluamos estas dos integrales separadamente. 


a. Integral sobre 51: 


S; es la gráfica de z= 4 x? + y? con dominio D: x + y! « 4 
Tenemos que: 


2 2 
2 2 21.2 
(E) [2 = | 14 is T > = [14 TOY =4/2 
Ox ду х? + y? х2 + у? х^ +у 
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оо - [| re (ла) a 
||.) aa [Fe dA 


2л 2 
= of | "(ғ dr d0) (Coord. polares) 
0 0 
2л 2 2л Pe 2 16 2л 
-2f | dr «o 2 B ав-°[ dO 
0 0 0 3 0 30% 
32 
== 
3 


b. Integral sobre S5: 
S; es la gráfica de z = 2 con dominio D: x? + y? < 4 
Tenemos que: 


|" (2) (2) = 1+0?2+0? =1 


дх ду 


Luego, 


Ih x? + y? +2245 = К х? +y +2? (1) dA 
$5 D 
2л 2 
= | f Jr +4 (^4"а0) (Coord. polares) 
o Jo 
27 2 
- | | (^ E (2rdr) d0 
20% 0 


Por último, sumando los resultados anteriores, tenemos: 


К x+y +z dS = a (2/2 1)r= (N21) 
$ 
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MASA Y CENTRO DE MASA DE UNA LAMINA. MOMENTOS DE INERCIA 


Una lámina delgada tiene la forma de la superficie 5 y su densidad en el punto 
(x, y, 2) es (x, у, 2). La masa М de la lámina es 


m = [tss 


El centro de masa (x, y, z J está dada por 


x= x I [eas : у= x ose aes. zx [ [56 2s 
5 $ S 


Los momentos de inercia de los ejes X, Y y Z dela lámina están dados por 


n= [foo enjeecsas. He ПЕ 67 
L= [leas 005 


EJEMPLO 4. | Hallar la masa y el centro de masa de una lámina de densidad 
S(x, y, 2).= 


y que tiene la forma del paraboloide 


1 
y 1+4z 
z-x +y, 0<2<4 
Solución 


Aplicaremos la parte a. del teorema 5.13. 
Sea z= g(x, y) = х? + y”, con dominio D : x? +y” «4 
Tenemos que: 


g£,72x, g,7-2y у 1+ в +82 = 41+ 4x? +4y? 
Luego, 


A ее 
|i [agano 
A 2 


Ahora calculamos el centro de masa (х, y, z) 


Como la superficie S y la función de densidad son simétricos respecto al eje Z, 
el centro de masa ( x,y,z ) está en el eje Z y, por tanto, x - 0 y y=0. Hallemos 2. 
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nl к ТЕ | mu 


Је D emi m 


1+4(22 + y 2) 


D 
2z| 4 27 
= sf. [| r^rdrd6 = >Í а p | paa аьа 
M "NEA м), M 4r 


Luego, el centro de masa es (x y y, z) = (0, 0, 2) 


SUPERFICIES ORIENTABLES 


Para definir la integral de un campo vectorial sobre una superficie precisamos 
introducir el concepto de superficie orientable. 

En general, una superficie es orientable si tiene dos caras, las cuales pueden 
pintarse de dos colores diferentes. Un ejemplo es la superficie esférica, que tiene una 
cara exterior y una cara interior. 


Existen superficies no orientables. Una de estas 
superficies es la famosa cinta o banda de Möbius, 
llamada así en honor al matemático alemán Augusto 
Möbius (1.790—1.868). Esta cinta se construye 
cortando una tira larga de papel. A un extremo de la 
tira se le da un medio giro y se pega con el otro 
extremo. Esta cinta tiene una sola cara. Si se empieza a 
pintarla empezando por un punto fijo, se pintará toda la 
cinta y se regresará al punto de partida. 

En términos más precisos, una superficie suave S es 
una superficie orientable si existe un campo vectorial n 
normal unitario continuo n = n(x, y, z) definido en cada 
punto (x, y, z) de S. Si existe tal campo, también existe el 
campo opuesto —n = —n(x, y, z). Esto significa que a una S 
superficie orientable la podemos orientar de dos maneras, 
escogiendo n o bien, escogiendo a —n. Una vez que se 
escoja uno de 105 dos, digamos n = n(x, y, 2), entonces 5 -n { 
se convierte en una superficie orientada, siendo 
п = п(х, у, 2), la orientación. 


(e, y, 2) 


Apliquemos este criterio a la banda de Móbius. 
Si tomamos un vector normal unitario n en un 
punto P de la banda y lo movemos dando una 
vuelta completa alrededor de la banda, termina en 
el punto P, pero apuntando en dirección opuesta. 
Esto es termina como —n. Esto nos indica que no 
existe un campo vectorial normal unitario que sea 
continuo sobre la banda. 
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Sea S una superficie orientable y descrita por una parametrización 
r(u, v) = x(u, у)і + y(u, v)j + z(u, v)k. 
Esta parametrización proporciona una orientación a la superficie. Está orientación, 
a la que llamaremos orientación inducida por la parametrización, está dada por 
r, xr 
п= и 14 
|n хт, | 


Si S es el gráfico de una función z = g(x, у) con dominio D de una función de clase 
С, entonces S es parametrizada por 


r(x, у= +yj+g(x,y)k, (х,у) єр 


En este caso tenemos que 


д д 
r,=1i +0} +k, r,=0i+1j к y гухг, О ү 

дх ў ду ду дх 
Luego, la orientación natural de S está dada рог Р 

n 
r, х r, m. - gj + Ik 
PETIN 2 IMSS 

O88 dre (s +e) TOM 

Como la componente 1k es positiva la orientación d Y 


natural de S es hacia arriba de la superficie. . 


X 
Una superficie S es cerrada si es la frontera de un sólido acotado E. La superficie 
esférica es una superficie cerrada y suave. Las caras de un cubo constituyen una 
superficie cerrada y suave por partes. Por convención, la orientación positiva de 
una superficie cerrada es aquella cuyos vectores normales apuntan hacia afuera del 
sólido Е. 


EJEMPLO 5. | Hallar la orientación de la superficie esférica x^ + у + г? = а? 
determinada por la parametrización 
r(d, Ө) = a sen фсоѕ Oi + а зеп ф sen 0j + a cos øk, 
0<0< 2л, 0<ф zm 
Demostrar que esta orientación es la orientación positiva. 


Solución 

En ejemplo 1 de la sección 4.6 se halló que: 

r,X Yg— а?ѕеп?ф cos Oi + a?sen? 9 sen Oj + а?ѕеп $ cos pk y | ry X Yo | = а?вепф 
Luego, la orientación inducida por la parametrización dada es 


гух Yo | | 
n= .— — ——.- senó cos 01 + seng sen Oj + соѕф К Zt: 
|n v | 


1 
Por otro lado, vemos que n =—r(¢, 0). Esto indica 
a 


que n apunta hacia fuera de la esfera; o sea, esta es la 
orientación positiva de la superficie esférica. 
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¿SABIAS QUE. . . 


AUGUST MÓBIUS (1790-1868) nació еп Schulpforta, 
Zaxony, Alemania. Desciende, por su madre, de Martín Lutero 
(1483-1546), líder religioso que tuvo un papel importante en la 
formación del Protestantismo. En 1809 entró a la Universidad 
de Leipzig, donde estudió matemáticas, astronomía y fisica. En 
1813 entró a la Universidad de Göttingen, a estudiar 
astronomía bajo la dirección de Gauss. Tres años más tarde, 
entró a formar parte del cuerpo docente de la U. de Leipzig. En 
1858 descubrió y estudió las propiedades de la cinta que ahora 
lleva su nombre. El mismo año y en forma autónoma, otro 
matemático alemán Johann Benedict Listing, también descubrió 
y estudió esta cinta. 


FLUJO DE UN CAMPO VECTORIAL A TRAVES DE UNA SUPERFICIE 


El término fluido se usa para describir un líquido o un gas. Los líquidos, a 
diferencia de los gases, son incompresibles. Esto es, cuando el líquido está sometido 
a una fuerza comprensible, este mantiene su densidad. En nuestra discusión sólo 
consideraremos fluidos incomprensibles. Además, supondremos que el fluído está 
fluyendo con una velocidad que en cada punto es constante respecto al tiempo. Se 
dice que los flujos de un fluido con esta propiedad están en estado estacionario. 


Ahora, supongamos que tenemos una superficie 5 orientada y con vector normal 
unitario n. A través de S fluye un fluido incomprensible en estado estacionario, con 
un campo de velocidad Е continuo. Nos planteamos el problema de hallar el 
volumen total del fluido que pasa por S por unidad de tiempo. A este volumen lo 
llamaremos flujo de Е a través de 5. 


Para resolver el problema, tomamos una partición de S: 

51, $5,..., Sn cuyas áreas son Д5], AS,,..., AS, 

Tomemos $, una de las porciones superficies. Al campo 
F lo expresamos mediante dos componentes ortogonales: 
Una componente, (F . n)n, que es perpendicular a la 
superficie y la otra componente paralela a la superficie. Esta 
ültima componente no contribuye al flujo, por lo que la 


apartamos de nuestros cálculos. El flujo (volumen por 
unidad de tiempo) a través de S;: 


AV; ~ (altura)(área de la base) = (Е • n) AS;, 


donde Е • п es evaluado en un punto de Sj. Tomando la suma de Riemann: 


Y V, =Ý - m AS, 


izl i-l 
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Tomando el límite de esta suma de Riemann obtenemos una integral de Fe. n 
sobre la superficie S. Este resultado nos induce a establecer la siguiente definición, 
para cualquier campo F, aún cuando este no sea un campo de velocidades. 


DEFINICION. | Sea F un campo de clase C sobre la superficie S orientada por 
un vector normal unitario n. La integral de flujo de F a través de 
S está dada por 


Fijo [fF -nas 
S 


TEOREMA 5. 14 | Evaluación de Integrales de flujo 


Sea S una superficie suave descrita por la ecuación paramétrica 
r(u, v) = x(u, у)і + y(u, v)j + z(u, v)k con dominio D. Si las 
funciones componentes de Е son continuas en 5 y n es la 
orientación de S inducida por la parametrización, entonces 


Flujo al «nds -ffr e (r, x r,)dA 
$ р 
Demostración 


r, xr r, xr 
Fijo - [fr nas - ffr- Sous ffe gln у, |44 
DELE S on] 


S 


ео 


EJEMPLO 6. | Sea 5 la porción del cilindro y? + z? = 1 comprendido entre los 
planos x = 0, х = 3 y orientada por un campo unitario normal 
dirigido hacia fuera. Sea el campo 


FQ, y, 2) = уд] + zk 
Hallar 
Flujo = If • п 45 
S 


Parametrizamos esta superficie usando coordenadas cilíndricas 


Solución 


г(0 x) = xi + cos 0j + sen ӨК, con dominio D: 0€ 0 <27, 0 €x «x3 


Tenemos que: 


гө= 0i + (—sen 0)j + (cos 0)k, r,— 11 + 0j * Ok, 
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i j k 
ryxr,=|0 -sen Ө cos 0 | =со5 Oj + sen Ok 
1 0 0 


Se verifica sin dificultad que los vectores apuntan hacia afuera del cilindro. 


Ahora, de acuerdo al teorema anterior, 


Flujo - ffr -nas- ffr- (r, x r,)dA 
S D 


- | f ((cos Ө)(веп 0) j+ (sen 0) k) > ((cos 0)j+ (sen Ө)к) ал 
-ffi cos? 0 ѕеп20 + sen*0)dA = js 0 (cos? 0 + ѕеп?0) dA 


2л 3 

- fon? 0 dA -f T sen? 9 dxd0 -Í H ѕеп20 d0 
0 0 

D 


2л 27 ja 
= f ѕеп20 d0 = 1) 101-сов20) 40= 3 L sen ч ET 
0 g 2 2 , 


FLUJO A TRAVES DEL GRAFICO DE UNA FUNCION 

Sea S la superficie que es la gráfica de una función 

z— g(x, y), con dominio D en el plano XY. 
La superficie S es parametrizada por la función vectorial, 

r(x, y) =xi + yj + g(x, y)k con dominio D. 
Si definimos la función 
G(x, y, z) =z — g(x, y), 
entonces 5 es la superficie de nivel 


G(x, y, 2) = 0 
Tenemos que: 


VG--gji-g,j *Ik-r,xr, (1) 


Similarmente, si S es la gráfica de y = g(x, z) o de x = g(y, z), sus correspondientes 
parametrizaciones son: 


r(x, z) = xi + g(x, z)j + zk con dominio D, en el plano XZ 


г(у, 2) = g(, zi +yj+zk соп dominio D, en el plano YZ 
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Si hacemos G(x, y, 2) = у – g(x,z) o G(x, y, z) = х – g(v,z), entonces 
VG=-g,i+ lj-g,k =г,хг, ó VG=li-g,j рКа r,xr, (2) 


Los resultados (1) y (2) y el teorema anterior, implican el siguiente teorema: 


TEOREMA 5. 15 | Flujo sobre una superficie que es gráfico de una función 


Sea S una superficie suave que es la gráfica de 
2=8(%,y), y=8(%,2) о x=8(»,2) 
51 las componentes del campo Е son continuas en 5. 


Si S: G(x, y, 2) = 0, donde С se obtiene pasando g al lado 
izquierda de la ecuación. 


Sin es la orientación inducida por la parametrización. 


51 D es el dominio de la parametrización correspondiente. 


Flujo -(|® nds SIL * VG dA 
5 р 


EJEMPLO 7. | Hallar Flujo - ffr • n 25 , donde 
5 


Entonces 


FQ, y, 2) =хї+ yj- zk 

S es la frontera del sólido encerrado por el paraboloide 

2=9-x-y у elplano z=0, 
orientada positivamente. 


Solución Z 
Tenemos que 5 = SU 5, donde 9 
S; es el gráfico de z = 9 — х? — y”, con dominio el círculo 

D:xi«*y! < 32. Зі 
S; es el disco del plano XY: x? +y? x 3", 2=0. Bs 


Tenemos que 
3 
Fijo ffr -nas = [fr nas + ffe -nas 2 X 
S $1 $5 ds 


Calculemos estas integrales separadamente. 


Flujo a través de $}: 
Sea G(x, y, z) =z-9+x+y. Entonces VG=2xi + 2yj + 1k. 


Cap.5 Análisis vectorial Integral 599 


Como la componente de k es positiva, estos vectores apuntan hacia fuera. 


Aplicando el teorema anterior, 


Fujo- [к-п ечеи 


D 


jja e (24 + 2yj + 1k) 4А 
ES 2y? -(o- x? -x°)) dA = sff -3) dA 


27 3 
f | (а - 3) таға (coord. polares) 
0 0 


2л[ 4 27? 
=3 r 3r аө= 9l, 
AU 2 2 
0 


Flujo a través de $}: 


A S, lo podemos ver como la gráfica de la función z= 0, con dominio: 
D:x+y<3? 


El vector unitario normal hacia fuera de S, es n = —k. Luego, 


fft -nas = ffies – (0)к) • (x) a = [ошо 


En conclusión, 


Fujo | Jr «nas = 81. +0= 81, 
2 2 
S 
FLUJO TERMICO 


Tenemos un región E de R? en la cual la temperatura está dada por una función 
de clase C, u= и (x, у, 2). Se llama flujo térmico al campo vectorial 


Е =-KVu, 
donde К es una constante positiva que representa la conductividad térmica del 
cuerpo. 


S1 S es una superficie orientada dentro de la región, entonces la rapidez o razón 
neta de flujo térmico a través de la superficie S es: 


ПЕСИ 


S 
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Si S es una superficie cerrada, a S la orientamos positivamente, es decir hacia 
afuera de la región Е. 


EJEMPLO 8. | Se tiene una bola de metal con centro en el origen y conductividad 
K=2.5. La temperatura de la bola es 
1 
маш 
кы dry +” 
Hallar la rapidez del flujo térmico que atraviesa la superficie 
esférica 5&:х+у +2 =g. 
Solución 


Tenemos que: 


Vu- —2х ig -2y xix -2z -k 
(x+y? +2?) (x? «y +?) (x+y «z) 
= z > (xi +yj+2k) 
ES + y? +2?) 
Luego, 
Е =-KV = -(2.5) 2 7 (xi + yjezk)- 2 (tyi +zk) 
ls + y? +2?) а 


T . Lu 
Por otro lado, el vector normal unitario exteriores n= — (xi +yj+ zk) 
a 
Luego, 
F*n- 


2 (і+уј ex) Li yj +zk)= a 
a a a 


o _ 5р, зү. 20% 
ПЕ ПЕ ds zl ds [tra e 
S S S 


PROBLEMAS RESUELTOS 5.5 


PROBLEMA 1.| Hallar [|| х? yz dS , donde S es la superficie conformada por 
S 


las seis caras del cubo [-1, 1]x[-1, 1]x[-1, 1] 
Solución 


Sea Sj la cara de arriba. Esto es, Sı es la gráfica de la función constante z = 1, con 
dominio D:-1<x<1, -1<y<l 
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Tenemos que 


|" (2) (2) -41«0 40 -1 


Ox Oy 


Sea S la cara de abajo. Esto es, 5, es la gráfica de z = —1, con dominio: 


D:-=1<x<1, -1<y<l 
Tenemos que 


jo (zz = 1+0 +02 =1 y 


ду 


2 2 
4 
[|= lv (Ay | 1+ (2) (2 ахау = ПЕ = S 
D D 


En forma similar, si 53 es la cara del frente, S4 es la de atrás, Ss es la cara de la 
derecha y S; es la cara de la izquierda, se obtiene que: 


[|а [|а ПЕ = ПБ = s 


$3 54 S5 S6 


En consecuencia, [| x? у22? dS = 6 B = à 


S 


PROBLEMA 2.| Evaluar [|| (у +22) 45 , donde S es la frontera del sólido 
$ 


encerrado por el cilindro х? + у= 4 y los 
planos z=4—y,z=0. 


M 
de 
КА 
ОО 


Solución 


2 


5 está conformada por la unión de tres superficies Sj, $5 y 5з. 


Sı es la parte del cilindro x^ + y” = 4 comprendida 
entre los planos 2= 0 y z-4- у. 


Sx’ +y<4,2=0, 
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$5 es la parte del plano z= 4 — y que está sobre 5), 


(es ias Masias 


Evaluamos estas tres integrales separadamente. 
a. Integral sobre Sı: 


Una parametrización para Sı: 


r(6, 2) = (2cos 0 )i + (2sen 0 )j + ск, 0€ 0 < 27, D: 0 <2<4-у= 4 – 2sen 0 


Luego, 
го = (2 sen 0 )i+ (2 cos 0)j + Ok, r, = 01 + 0j +1k, 
i j k 
r9gxr,=|-2sen Ө 2cos 0 0 |=2 cos 01+ 2 sen Oj 
0 0 1 


[r х», | = d (2 cos 0) +(2 sen Ө) =2 
[[o«2225 -ffe sen @+2>)||\ x r, | da -ffe sen 0+2z)(2) dzd0 
ul D D 


27 4 —2sen 0 
of f (2 sen 0+2z)dz аб 
0 0 


2л 2 4 2 sen Ө 
= of [2 ѕеп 0)2+2 IA аб 


= of “Te sen 0)(4—sen 0) - (4 — sen ө) Jao 


o - 


2л _ 2л Е 
= of 16-sen°ð |4Ө= of Ls 
т 0 
2л Г 2л 
-2f 3L, eos20 d0- 2 Irae sena =62л 
uo NEA j 


b. Integral sobre $5: x^ - y! € 4, 2= 0. 
A esta superficie la vemos como la gráfica de z = 0 con dominio D: x? + у? < 4. 


Luego, aplicando la parte a. del teorema 5.13 y cambiando a coordenadas polares, 
tenemos que: 
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2 2 
Oz Oz 2 2 
+2z)dS = +0), 1+ + dA = 14 0^ -0* dA 

fos- ffo (25 489] a ffo 
52 D D 

27 2 27 2 

- [а= f r sen Ø rdrdð= | f r?sen 0 ағаб 
0 0 o Jo 
2 


р 


2л КЕ 8 27 8 27 
= f [Н ѕепӨ d0 = Н) senOd0 = je 1 =0 
ell 3) о 3 0 


с. Integral sobre 53: 
S; es la gráfica de z -4 — y con dominio D: x? + y? < 4, 2= 0. 


Aplicando la parte а del teorema 5.13 tenemos que: 


ооа [fura (9) 402 а ffe 1+0 +1244 


| - [в-а = affa- a es nos 


Por último, sumando los resultados anteriores, tenemos: 


[[о +294 = 627 + 0 + 324/27 = 2(31« 16/2) л 
S 


PROBLEMA 3. | Hallar la masa de una lámina de densidad 


86,y,2 = | e +)? 


y tiene la forma del helicoide 


S: r(u, =u cosĝi + u senĝj + Өк 


D: 0<u<2, 0<0<67 
Solución 


Tenemos que: х 
г, =cos0i + senOj +0k, го = – иѕепбі + и соѕ0ј +1k 
і j k 
r,X ro = cos O send 0 |-senOi-cos 0j +u k 


-usenÓ ucosÓ 1 
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| rx |= | (sen 9) + (cos 9)” xu) = ү 1+и? 
Sx, у, z) = y х2 + у> = al (и cos Ө)” +(ивеп Ө)” =u 
Ahora, 


ЖШ = езе ыта 
1. Sal diey | аө= [| (+ | uo 


- HMM 


0 


PROBLEMA d4.| Sea S la porción del paraboloide que está en el primer octante: 


$:z- e «y^, x20, y 2 0, 55253 
Una lámina соп densidad б(х, у, 2) = xy 
tiene la forma de la superficie 5. 
a. Hallar la masa de la lámina. 
b. Hallar el momento de inercia respecto al eje Z, 


Solución 


A 1 
Si z=g(x, y)= (e + y? ) , entonces Ses gráfico de 


z = g(x, y), con dominio D: x? £y? €3,x20, y 20. 


Tenemos que: 


1+2 +82 = y 1+ 124 y? 


a. M= ПЕЕ = ПЕ 45 = ffo 1+ 1? +y dA 
5 5 р 


л/2 e 43 
= | f (rcos8)(r sen Ө) У 1+r? rdr аб (Coord. polares) 
0 0 
7/2 43 
= f f rx 1+r? rdr |sen 0 cos 0 d0 (1) 
0 0 
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En la integral interna, si hacemos el cambio de variable и = ү 1+ г? , tenemos: 


= 12-1, rdr=udu, r=0>u=1,r 43 >u=2 y 


feme | е шде [ (ё-е)а-® 


0 1 


Regresando a la igualdad (1): 


2 л/2 
М = "B S sen Ө cos 040-7 кысы zT 
15 2 Й 15 


ae + y?)5(x, y, z) seu y) ds 


2M d ?J(reose)(r sen Ө) y 1+r? rdr d0 
= f D rl 1+r? rdr Е 0 cos 0 dO (2) 
0 0 


А Я 1 2 
Nuevamente, haciendo el cambio de variable u= y 14 r^, obtenemos 


ҮЗ 2 
f rl 1+2 С] 
0 


1 


Г 2 
(u? -1) u (udu)= IN (u -2u* +u? )du = E 


Regresando a la igualdad (2): 


л/2 2 Ж 2 
І. = ЕЗ sen 0 cos 0 10 = ее =з 
105 1055 2 |, 


PROBLEMA 5. | Hallar el centroide (5 y y, 2) de la superficie 


8:32 y e zw, x20, y>20, 220, 
conformada por la porción de la superficie esférica 


x! * y! +2 = а? que está en el primer octante. 
Solución 


La superficie S es simétrica respecto a la recta diagonal del primer octante: L: x = 


y = 2. El centroide (x. » y. z) tiene que estar en esta recta y, por tanto, 
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Hallemos z : 
Una parametrización para S es 
r(¢, Ө) = а зеп фсоѕ @1 + a sen ф sen 0j + a cos pk, 


bee. dede 
2 2 


Por el ejemplo 1 de la sección 4.6 sabemos que: 
| ry х To | = а?ѕеп ф 
Por otro lado, el área de 5 es igual а la octava parte del área de la superficie 


esférica. Luego, 
2 
ла 


А= (ата?) TUS 


Ahora, 
z= HIE 45 = ffe cos ф)(а?зеп 6) dó d0 
$ р 
Pe 3 p 7/2 7/2 
= [oes do dO= zf f ѕепф соѕф 4$ |40 
А AJo б 
р 
а "| sen ф di a rp am аёл а 
=—— d0 = — d0 = = = 
AJ, 2 2А) 4А 4(а?л/2) 2 


En consecuencia, el centroide es 


E у, 2) = (4/2, a/2, a/2) 


PROBLEMA 6. | Hallar Flujo = If • n dS , donde 
5 


FG, у, 2) =xi+yj+zk y 


5 es la frontera de sólido encerrado por el 
paraboloide y=x*+z? y el plano у = 4, 
orientada positivamente (hacia afuera). 


Solución 
Sea S; la porción del paraboloide 


y= +7, 0<y<4 
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Sea S, el disco x^*z! x4, у=4 


Tenemos que S = 5 US, y, por tanto, 


выю = [к-п = ПЕ + ПЕ 
5 Si 52 


Calculemos estas integrales separadamente. 
Flujo a través de S;: 
Aplicamos el teorema anterior. 
S es gráfica de la función y =? + z? con dominio el circulo de radio 2. 
D; +: «4. 
Sea G(x, y,z) = y -x! - y tenemos que VG =-2xi + 1j —2zk. 


Como la componente 1j de VG es positiva, el vector VG apunta hacia dentro y 


-VG = -(-2xi + 1j -2zk) = 24 — 1j + 2zk apunta hacia fuera. 
Luego, 


[|= «nds СЕ . (2xi+-1j+2zk) dA 
S1 D 
= fe -у+2г°) аА = fe -(2 +22)+22?) dA 
D D 
27 2 
= Ife +2?) dA -Í f г? rdrd (Coord. polares) 
0 0 
р 


2z[| 4 2 27 
-Í [Н ao - «| 10 =87 
0 4 0 0 


Flujo a través de $›: 
La proyección de S) sobre el plano XZ es el círculo D: х +2? < 4. 


El vector unitario normal hacia fuera a S es n=j. Luego, 


[[к-»в- [feira - (5) as = [a ЫЕ EE 


= 4 Area(D) = 4(4z) = 16z 
En conclusión, 


Flujo - ffr ends =8ёл+ 16л = 247 
5 
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PROBLEMA 7. | Hallar el flujo de un campo cuadrático inverso 


q г — qr 
Ir Ind ger 


a través de la esfera 


FG y, 2) = =xi+ у} + zk 


Sx y += а?, 
orientada positivamente. 
Solución 


Por el ejemplo 5 sabemos que la siguiente 
parametrización de la esfera la orienta positivamente. 


r(¢, Ө) = a sen фсоѕ Oi + а sen ф sen 0j + a cos ФК, 


Р:0<0<2л,0<ф<л. 


Se cumple: 
r, x го = a'sen'ócos 0i + a^sen?ó sen 0j + asen фсоѕ pk 
y X тө= a sen $ cos 0і+а sen ф sen Oj + a'sen cos 


Por otro lado, 


¡+ yjtzk 
renge O о зува) 


Ir f a и 


Luego, 
Е(г(0, 0)) -4. (asen $cos 01+ asen ф sen Oj+acos pk) y 
a 


Е(г(0, 0)) * (тух ro) = La sen ¿cos 01 + a sen ф sen 0j +a cos pk) * 
a 
(агѕеп2ф cos Oi + a?sen*¿ sen Oj + a?sen фсоѕ pk) 


3 
a 

= E (sen! 9 cos^ 0 + ѕеп?фѕеп?0 + sen фсоѕ?ф) 
a 


3 
- £ (зеп*ф + sen Hcos”p) =q sen ó 
a 


Ahora, 


agli nas = [fv r, xr, )аА= f f q sen ó dọ dO 


D 


27 
Zu qme] ao -x[ 10 =4q7. 
0 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5. 5 


En los problemas del 1 al 14, evaluar la integral [|| f (x. y, z)d$ 
5 


1. x,y,z) =x+y+z. S esla parte del plano x + y +2 = 1 en el primer octante. 


Rpta: \З / 2 
2. flx,y,z)=xyz. S esla parte del plano x + y +2 = 1 en el primer octante. 
Rpta: 4 3/20 


3. f(x, y, z) = xy. S es la parte del plano x + y + z = 2 en el primer octante. 
Rpta: 19/3/24 


4. fx, y,z)=xz. S es la parte del cilindro х + y?=a?, z=0, z=1, en el primer 


octante. Rpta: a? л] 2 


5. fx, у, 2) = y. S eselcono y =x +7, 1<у<2 
Rpta: 154 2 1/2 
6. fo, у, 2) = х * y +. S: Х+у= а, y>0, 0<2<а. 
Rpta: 4a* z [5 
7. Дх, у, 2) exi ey. S: xy +22 = а? 
Rpta: Barf 
8. fx, у, с) ==. S esla frontera del sólido encerrado por el cilindro x^ + y? = 4 y los 
planosz=4+x, z=0. Rpta: 4(9+4/2)7 


9. fx, y, =x +y. S: xy +z =a en el primer octante. 
Rpta: а?л{8 


10. x,y,z) =Ņ 1 + 4x) «Ax? . S: Esla parte del paraboloide z = 4 —x^ —y? que 
esta en el primer octante y fuera del cilindro x^ - y?=1 Ера: 33л/4 


11. f(x, y, 2) = хул. S es la frontera del cubo [0, a] x [0, a] x [0, a] 
Rpta: За? / 4 


12. f(x, y, z) ^x ^y *z. S esla frontera del cubo [-a, a] x [-a, a] x [-a, a] 
Rpta: 0 


13. f(x, y, z) = x. S es el tetraedro formado por los planos coordenados y el plano 
3x+2y+2=6 Rpta: 2(3+У 14) 
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14. fü; y,z) - 1+2 + y? . S esla helicoide: 


r(u, 0) = и соѕ0і + иѕепбі + ӨК, 
Р: 0<иха, 0<0<27 Rpta: 2а(а? +3) л |з 


15. Sea S la parte del plano 2х + 2у + 2 = 4 que está en el primer octante. Una 
lámina con densidad 3(x, у, z) = x? + y” tiene la forma de la superficie 5. 


Hallar su masa. Rpta: 8/5 B 


16. Hallar la masa de la lámina que tiene la forma de la superficie esférica 


S: xxy +22 = а? 
y cuya densidad еп cada punto de 5 es la distancia del punto a plano ХҮ. 


Sugerencia: S(x, y, z) = |z | Rpta: 2а?т 


17. Hallar la masa de la lámina que tiene la forma del paraboloide 


S: z=1 +x +y, 1<2<2 


y cuya densidad es б(х, y, 2) = z Rpta: (254/5 - 3) л [20 
18. Hallar la masa y centro de masa de la lámina que tiene la forma del cono 
Sp 3(x? « y^), 1«2«3 


y cuya densidad es (x, y, z) = 2 Rpta: Az4 З, (0,0,9/4) 


19. Sea S elcono z-| ES +у?) ‚ 0< 2< 3. Hallar el centroide de S. 


Rpta: a. (0, 0, 2) 


20. Sea S la semiesfera z-4 a? — x? — y? . Hallar: 


a. El centroide de S. — b. El momento de inercia respecto al eje Z. 


Rpta: a. (0, 0, a/2) b. 4a? z/3 


21. Sea S la porción de la superficie esférica х? + y^ + 22 = а? que 
р р y q 
se encuentra dentro del cono z = 4/ х? + y 


Hallar el centroide de S. 


Rpta: x=0, (o 0, nu +2)) 


Cap.5 Análisis vectorial Integral 611 


En los problemas del 22 al 28, hallar Flujo = ПЕ «nds 


$ 


para el campo vectorial Y dado y la superficie orientada S indicada. Si S es 
cerrada, tomar la orientación positiva (hacia fuera). 


22. 


23. 
24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


F(x, y, 2) = 2zi— 4] + yk. S ез la parte del plano 3x + бу +2z=6 en el primer 
octante, orientada hacia arriba. Rpta: 25/3 

Fæ, y, 2) = 326. S: à ey! 2а), Rpta: Апа? 

F(x, y, z) =xi+yj+zk. 5: 2=а – х? – у, а > 0. Orientada hacia arriba. 


Rpta: 3ma?/2 


Fx, у, z) -éitxjtzk S: т=1—-у, x=0,x=3, z=0. Orientada hacia 
y J y 


arriba. Rpta: 4 


Е(х, у, 2) =xi+yj+zk S: +у+т=а°. Rpta: Ana? 


F(x,y,z) 2xityj*zk. Ses el helicoide orientada hacia arriba. 

S: r(u, Ө) = и cos 01+ usenucos 01+ Ok, 0 <и<1, 0x 0<6л. 
Rpta: 36т? 

F(x, у, 2) = усі + xzj + (х? + y))k. S orientada hacia arriba. 

S: r(u, 0) = есоѕ 61+ e'sen0j + Ok, 0 <и<1, 0x 0€ Az. 


Кра: ёл 


Determine el flujo del campo vectorial F(x, у, z) = уі - xj – zk hacia afuera de 
la superficie S, que es el borde de la región E encerrada por el cono 


ze + y? y elplanoz=3. Rpta: —9л 


Determine el flujo del campo vectorial F(x, y, z) = xi + yj + гк hacia afuera de 
la superficie 5 que es el borde de la región E encerrada por el cilindro 


х2 +у2= а? y los planos 2=0,2= 1. Вріа: 3r a? 
Determine el flujo del campo vectorial F(x, y, z) = xyi + ул] + xzk hacia afuera 
de la superficie S formada por las caras del paralelepípedo 
b 
Е = [0, a]x [0, b]x [0, c], a>0,b>0,c>0 Rpta: la +b+c) 
La temperatura de una sustancia con conductividad К está dada рог и = х? + y?. 


Hallar la rapidez del flujo térmico que atraviesa hacia adentro de la superficie 
cilíndrica S: x?+y?=4?,a>0, 0<2<4. Rpta: l6aKz 
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SECCION 5.6 


TEOREMA DE STOKES 


En la sección 5.4 vimos la primera forma vectorial del teorema de Green: 


фк. 35 dA, 


en donde D es una región del plano XY bordeada por la curva C. 


El teorema de Stokes es una generalización de esta forma del teorema de Green, 
reemplazando a la región D del plano por una superficie orientada S del espacio 
tridimensional, la cual tiene por borde o frontera la curva cerrada C. 


Si n es el vector normal unitario que da la 
orientación de S, a la curva C la orientamos en sentido 
contrario a las manecillas del reloj con respecto a n. A 
esta orientación la llamaremos orientación positiva 
de la curva frontera C. La orientación positiva 
tambien se determina por la regla de la mano derecha: 
Si el dedo pulgar de la mano derecha coincide con la- 
dirección de n, los demás dedos seguirán la dirección 
positiva. 


A continuación presentamos el teorema de Stokes. La demostración de este 
teorema es tema de cálculo avanzado. Sin embargo, en el problema resuelto 5 damos 
una demostración para el caso en el que 5 es la gráfica de una función z = g(x, y). 


TEOREMA 5.16| Teorema de Stokes 


Sea S una superficie suave a trozos y orientada con vector 
normal unitario n y acotada por una curva C cerrada simple, 
suave a trozos y orientada positivamente. Si F es un campo 
cuyas componentes tienen derivadas continuas en una región 
abierta que contiene a S y a C, entonces 


$ ветаф rens Гов) ваз 


Ver el problema resuelto 5. 


Demostración 
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COROLARIO. | Sean Sı у S, dos superficies suaves a trozos orientadas por los 
vectores unitarios y normales n, y nz, respectivamente. 
Si Si y S, tienen un borde común que es una curva C que es 
cerrada simple y suave a trozos, sobre cual inducen la misma 
orientación. Entonces 


ffe F )-naS = ф в-а ffe Е). па 


EJEMPLO 1. | Verificar el teorema de Stokes 


ф в-а [ferien as 


para el campo vectorial 


F(x, y, z) = zi + 3xj + 2у к 


y para la superficie S, que es la parte del 
paraboloide z = 6 — х? — у? que está sobre el 
plano 2 = 2, orientada hacia arriba. C es la 
curva frontera en el plano z = 2, orientada 
positivamente, o sea, en sentido antihorario. 


Solución 


1. Calculemos [| (тої Е ) en d$ 
S 


i j k 

Tenemos que rot F = AA E 4уі + 1j +3k 
Ox ду дб 
z Зх 2y? 


La superficie S es la gráfica dez = g(x, y) -6 - x? у", 2xz «6. 


La curva C es la intersección del paraboloide z = 6 — x^ — y? con el plano z = 2. 
Luego, 
226-xi-y >x +y = 4, 


que una circunferencia de radio 2 en el plano z = 2. 


En consecuencia, S es la gráfica de z = g(x, y) = 6 – х? — y? con dominio D, el 


círculo x? + y? < 4 en el plano XY. Al domonio D lo podemos expresar así: 


р- | (x.»)/ 4 x yxd 4-52, -2<х<2 | 
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Si G, y, z) =z- 6 +x + y”, entonces VG = 2xi + 2yj + 1k es un vector 


x VG А 
normal а S. Como la componente de К es positiva, n = .————. orienta а S 


[ve | 
hacia arriba. Ahora, aplicando el teorema 5.15, 


[fes ie ás = [fo F) -vaas 
= ffoi e (2xi +2yj +1k) d4 
[ferrara TO 


2 y 4-х 2 
= f Lr +3y | dx = | y 4- x! dx 
4 4-2 -2 


-2 4-х 


1. Calculemos ф Е • dr 
С 


La curva C es la circunferencia x^ y? = 4 en el plano z = 2. 
Una parametrización positiva para C es: 
r(f) -2costi*2sentj-t2k, 0<t<27 
Luego, 
r'(t)=-2 sen ti + 2 cos tj + Ok 
F (r (t)) + r'(£)= (21+ 3Q соз 0j + 2(2 sen tk) - (2 sen ti + 2 cos tj + Ok) 
1+ cos 2) 


=—4 sen 1+ 12 cos?t =— 4 sen t + 1 


—4sent + 6cos2t + 6 


f, eo) er (1)dt= NZ sen і + 6cos 2t - 6) dt 


$ в.а 
E 


27 
ЕЕЕ | =127 
0 
En conclusión, hemos hallado que tanto la integral sobre la superficie, como la 
integral sobre la curva, tienen a 127 como valor común. Observar que, en este 
problema, la integral sobre la curva es más sencilla para su evaluación. 
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EJEMPLO 2. | Usando el teorema de Stokes hallar 7. 


ф F» Т ds, donde Got a 
fe 


FG, yz) = (y - zit Qz-x)j + (3х‹—у)К y 


C es la elipse que se obtiene intersecando el 

de cilindro х? + y? = а? con el plano x ^ z = a, 

а> 0, C está orientada en sentido antihorario ух а 
vista desde arriba. 


Solución 


El teorema de Stokes nos dice que $ F*Tds- [| (rot Е ) * n 45. 
c 


S 


Luego, en lugar de evaluar directamente a ф F * T ds , evaluamos 


[fes ies d$. 


Aün más, la curva C es borde de tres superficies: La parte del cilindro que está 
bajo la curva C, la parte del cilindro que está sobre C y la parte del plano x + z = a 
que encierra C (la región sombreada). El corolario nos permite escoger cualquiera de 
las tres superficies. Sin duda que esta última superficie es la que nos ayuda a 
simplificar los cálculos. 


Sea S la región del plano x + 2 = a encerrada por la elipse C. Esta superficie es el 
gráfico de la función z = g(x, y) = a — x. Para que la orientación de C sea la 
antihoraria, a S le debemos dar la orientación hacia arriba, que esta dada por la 
normal unitaria: 

-gid-g,j*k li -0j + 1k 
| 20-8 8] _ 1—0] _ 1 (i n k) 


{1+ (Pleg VENA У 2 


Por otro lado, tenemos que: 


i j 
rot F = d 2 9 = —31— 4j - 2k 
Ox ду д2 


y-z 2z-x 3x-y 


Ahora, aplicando el teorema de Stokes, 


$ r-ra- [fen ne as- [f 3i - 4j ж). [T5 e) jas 
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5 5 
= 45 = Атеа (5) 
5 
Pero, los semiejes de la elipse que encierra а S son a y у 2 a. Luego, 


Агеа(5) = ra(y 2 )= z4 2 a? y ф F*Tds = NEN 2 a? = —5na? 
c 42 
Estos ültimos resultados también podemos obtenerlos usando el teorema 5.15. En 
efecto: S es el gráfico de la función z = g(x, y) = a — x. con dominio el círculo 
ГР: х? + y <a en el plano XY. 


Luego, si G(x, y, Z) =2— g(x, y) "z- a + x, entonces 


F-ra -ff nas = [fos Е). VGdA 


[е Е). (g,1+8,j+k)d4 - È (31-45-21 1i +05 +x Jaa 
= ff 5)dA = JE = —5Агеа ч =-Sna?. 


EJEMPLO 3. | Usando el teorema de Stokes hallar 


ffe F)*n dS, donde 
$ 


F(x, y, 2) =y In(e+ zi * 2х]+е“К 
y S esla parte de la esfera 


xy t(z-2y-8 
sobre el plano 2 = 0, orientada hacia fuera. 


X 


Solución 


La frontera C de $ la obtenemos intersecando la esfera х? + y? + (z — 2)? = 8 con 
el plano 2 = 0. Esto es 


С: xi + y + (0 — 2) = 8 => Ces la circunferencia x^ + y? = 4 orientada en 
sentido antihorario. 


El teorema de Stokes nos dice que 


[fes ie в-ф Fede 


Calculemos esta integral de línea. 


Una parametrización para C es 
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г(0) = 2 cos0i *2sen0j + 0k, 0x 0 <27 
Tenemos que: 


r'(9)=-2 senQi * 2 соѕ0ј + Ok 


F(r (0)) = Q sen) In(e + 0)i + 2(2 соѕ0)ј + e € 59 y 
= 25еп0і + 4 соѕ0ј + 1k 
Luego, 


ffo F) + ndS = G r-a- | Feo) «r'(0)d0 


2л 
-Í (2sen 0 i * 4cos0 ј + Ik) • (-2sen 8i + 2 cos Oj + Ok )4Ө 


-Í yg Ө + 8cos? 0 jao- | a + 12cos? 0 Jae 
0 


WE 1+ cos 20 D 
-Í ЕЕ) | (2+6c0820) 40 


0 
27 

= LS | =47 
0 


EJEMPLO 4.| Paguemos una deuda 


Probar la siguiente parte del teorema 5.10 
Sea F = Pi + Qj + ЁК de clase C еп una región D abierta y 


simplemente conexa de R? 


Si rotF = 0, entonces F es conservativo. 
Solución 


Basta probar que $ Е «dr=0 para toda curva cerrada contenida en D, ya que 
C 
el teorema 5.9 nos asegura que si esta propiedad se cumple, entonces F es 
conservativo. 
Bien, sea C una curva cerrada y simple que es frontera de una superficie S 
orientada por un vector normal unitario n que induce una orientación en C. De 
acuerdo al teorema de Stokes tenemos que: 


фа [о в) =nas= ffo-nas =o 
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PROBLEMAS RESUELTOS 5. 6 


PROBLEMA 1. | Sea la superficie S = S1 U S5, donde S; es la parte del cilindro 
x! + 22 = а? que está en el primer octante y dentro del cilindro 
x +y =a. S, es la parte del cilindro x? + у = а? que está en 
el primer octante y dentro del cilindro x^ ^ z = а?. 


Sea C el borde de S, orientado en el sentido que indica la 
segunda figura adjunta. 


7, 2 2 2 


Sea F(x, y, Z) = yzi — xj + (x? + z))k 


En el problema resuelto 7 de la 
sección 5.2 se obtuvo que 


Comprobar este resultado aplicando 
el teorema de Stokes. 


Solución 


Nos piden probar que tambien se cumple que: 


ffo aas E (8a +37) 


i j k X 
ô 0 @ Я : 

Tenemos que rot F — =01+(—2х+у)ј *(C1-2k y 
Ox ду Oz 


ffe *nd$- |с} И + ffo endS 


Calculamos las dos últimas integrales separadamente. 


1. Sı es la gráfica de z ^A a? —x? con dominio D¡.0<y < a? -x? ‚0<х<а 


Si G(x, у, 2) =2-4 а? – x? , entonces VG = PA +0j + 1k. Como 
аг -x 


el término 1k es positivo, VG orienta а 5; hacia arriba y esta orientación 
induce la orientación dada a la curva C. 


rot Fe VG=-1- z=-1-y a? -x? 
Luego, 
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үне ¡palo а? ZI 


a pem ER 


2 a а2- 2 2 
go uma x К a -x l dx = EE -Í LEES Ја 
4 0 0 4 0 
E ла? 2 É ла? 24 
———|а°х 
4 3 A 4 3 


2. S,es la gráfica de y ^N dtc con dominio D2: 0€ z <4 а? cx „0< х <a. 
Si G(x, y, z) =y -vV a? — x? , entonces VG = "uem + 1j + 0k. Como 
a -x 


el término lj es positivo, VG orienta a $5 hacia afuera y esta orientación 
induce la orientación dada a la curva C. 


rot Fe VG--2x + y= а? =? -2x 


Luego, 
нё ОО аА = | а? -х? -2х) 4А 


pe sess 


-| n Paca ү. x de de 
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Conclusión, 


2 3 2 
[| (о) «nas= ж се. (8««32) = ф Е.а 
4 3 12 2 
S 


PROBLEMA 2.| Aplicando el teorema de Stokes hallar $ F + dr, donde 
C 


Е = (x - y)i + yj + (2x7 + 2y)k 


y Ces la frontera de la porción del paraboloide 


z22-x- y 
en el primer octante. C tiene la orientación antihoraria, vista 
desde arriba. 
Solución 
Tenemos que: 
i j 
rot F = 2 2 2 = 4уі + Axj + 1k 
Ox ду Oz 


х-у y 225? +2y? 


La superficie 5 es la gráfica dez = 2 — x^ — y? con dominio 
D- | (х, y,0)/ 1? +y <2, x20, у>0} 


Si G(x, y,z) -z -2* x! + y”, entones VG=2xi+2yj+1k 


Ahora, según el teorema de Stokes: 


фк. = [| (е) «nas - | tor) -vea 


р 


ffe 4xj + Ik) * (2xi * 2yj + lk) dA 
D 


= ffos +1)4А = «Г ахау + ПЕ 
р р р 


712 6 у? 
= tef f (r соз 9) (r sen 0) rdrd0 + Area(D) 
0 0 


л/2| e 42 2 
= tef [ Par абок dO + Z (47) | 
0 


0 
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тїз rí v2 л 
= tef — sen Ó cos 40 + — 
0 б 2 


4 
12 
sen? 4 


та 
2 


2 


л/2 л 
= tef sen O cos 40 + — = 16 
0 2 2 


0 


PROBLEMA 3. | Sea 5 una esfera у Е un campo que satisface las hipótesis del 
teorema de Stokes. Probar que 


[fes + nas =0 


Consideramos S como la unión de los dos hemisferios 
Si y S, cuyos bordes С, y С, coinciden con el 
ecuador. Orientamos a S positivamente (hacia fuera). El 
vector unitario normal n, a Sı induce la orientación 
antihorario (vista de arriba) en С, у el vector unitario 
normal n; a S; induce la orientación horaria (vista de 
arriba) de C». En resumen, tenemos: 


Solución 


$ = 51 US) y С›=— С, 
Ahora, aplicando el teorema de Stokes: 


ffo endS= ffo en; d$ + ffo en, dS 
S $1 $5 
-ф ваф ваф F-a- È F.edr=0 
a C2 a a 


OBSERVACION. Este resultado se cumple no sólo para la superficie esférica, sino 
para cualquier superficie cerrada. 


PROBLEMA 4. | Si la superficie 5 y la curva C satisfacen las hipótesis del 
teorema de Stokes y f es una función escalar de clase С", 
probar que 


ф гта {хуу 
C 
5 


Sea a cualquier vector de R3. Teniendo en cuenta las propiedades del producto 
vectorial y del triple producto escalar (teorema 1.10 del Cap. 1), obtenemos: 


Solución 
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а, ф $ га-ф а. (f па-ф (fa). ræ- е a) • n d$ (Stokes) 
C C C 
$ 
он) a] • п 15 (Teorema. 5.3 parte 2) 
5 
Д a | | [(Vf)x a] «nds 
5 


реч | ends = |! (У/)х n |45 
кеке Е 


Hasta aquí hemos probado que: а • ф fTds= a» [|| n x Vf d$, Vae ЕЗ 
© 


ф гта Пача 
C 
5 


En consecuencia, 


PROBLEMA 5.| Demostrar el siguiente caso particular del teorema de Stokes. 


Sea S una superficie suave que es gráfica de una función 
z = g(x, y) con derivadas parciales continuas y orientada con 
vector normal unitario n que apunta hacia arriba. S es acotada 
por una curva C cerrada simple, suave y orientada positivamente. 
Si F es un campo cuyas componentes tienen derivadas continuas 
en una región abierta que contiene a S y a C, entonces 


СЕ 


S es la gráfica de una función de dos variables, 2 = g(x, y) 
con dominio D en el plano XY. Su vector normal unitario п 
apunta hacia arriba. Las curvas С y С, son las fronteras de 
S y de D, respectivamente, orientadas positivamente en 
relación con n. 


Demostración 


X 


Sea F = Pi + Qj + Rk y С: т(ї) = х(0)і + y(0)j +z(0k, a<t<b e 
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Ox Ot дуд 


b 
-f EI 7 dd a (regla de la cadena) 
mas gr E Y dt 

Ox J дї Oy ) Ot 


_ | E (o: R z) д DE z) dA (teorema de Green) 
x 


D 
2 
00 ¿900 OR 02 OROz0z 02 
Ox д> Ox Ох ду Oz Ox Oy дхду 
р 


+ + + + 
Oy 02 ду Oy Ox Oz Oy Ox дудх 


2, 0Q Oz | ОК д> OP OPOz OR Oz (1) 
Ns ах Ox ду ду Oz Oy Oy Ox 


E aP ôz Rô Reta 0% || 


Por otro M tenemos que: 
dp OR 00 А E EJ " 00 ФР k 
Oy Oz Oz Ox Ox ду 
Si G(x, y, z) =2 — g(x, y), entonces УС = Ej tk у 


[tenia [жиза ds 


S 
EE кт 
Oy Oz Ox Loz ox ду \дх ду 
2- 00 Oz ¿OR Oz OP GOPOz OR 02 Q) 
s gt Ox Oy ду 02 Oy Oy Ox 


De (1) y (2) obtenemos 


феа [fe Е) • nds 


S 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.6 


En los problemas del 1 al 4, usar el teorema de Stokes para evaluar 


ПСЕ 


1. Е= 3уі - 3xj oz k. S:x +y +22 = 4, z>0. Orientada hacia arriba. 


Rpta. -12 
2. F=y2i+xyj+xzk. 5:2=9 – х2 – y^, z> 0). Orientada hacia arriba. 
Rpta. 0 
1 х , j 
3.F = Зуі – xzj + yz k. $:2=2(х +y), z= z Orientada hacia abajo. 
Ера. 17/8 


4. F=xyi—2xj+ y tan xk. $1229 — x^ — y^, z > 0. Orientada hacia arriba. 
Rpta. -187 


En los problemas del 5 al 9, usar el teorema de Stokes para evaluar $ Е • аг 
C 


z-9-x)- y? 
2= 5 
vista desde arriba del eje 7. Rpta. 87 


5. Е= -2уі – х2} zk C: | . Orientada en sentido antihorario 


6. Е=21+ у) + xk. Ces Іа curva formada por los lados del triángulo de vértices 


(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, O, 1); orientada en sentido antihorario vista desde arriba del 


eje Z. Rpta. 0 
3 3 3 X+ y +2=6 ^ { ; E Д 
7 F=yi-xj+zk C4, , ЖЫ: orientada en sentido antihorario vista 
x +y =a 
desde arriba del eje Z. Rpta. ina 


2.34: 
dE x +y +z = А А i iE ce 
8. F-—5yi-zj*xk. C: | 7 : orientada en sentido antihorario vista 


x+y+z=0 


desde el semieje positivo de las X. Rpta. “Зла? 
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2 PAE) 2 
+y +2? = 
9. F=(2-3y)i+(y+z)j+(x+y)k. С: Ü id Е "| Orientada en sentido 
x +y =ах 


antihorario vista desde arriba del eje Z. Rpta. 5да? 


En los problemas de 10 al 12, usar el corolario del teorema de Stokes para 


evaluar 
ffe Е). ndS 
$ 


10. F -2yi – х2) + ге. S: 4x*+9y*+ 362° = 36, z> 0. Orientada hacia arriba. 
Sugerencia: Considerar la superficie S, : 4х? + 9? + 3622 < 36, z=0 
Rpta. -12z 
2 
11. Е = (sen x - 2)і + (cos у)ј + Qx * e^ )k. $:х + 25у + 42° = 100, x > 0. 
Orientada hacia fuera de 5. 


Sugerencia: Considerar la superficie S, : 25y? + 42? < 100, x=0. 
Rpta. -307 


12. Е = хуі - 2x?j + хук. S: Las caras laterales e inferior del cubo (excepto la cara 
superior) [0, 1]x [0, 1]x [0, 1], orientada por n exterior al cubo. 


Sugerencia: Considerar la superficie S; : La cara superior del cubo. 
Rpta. 2 
En los problemas 13 y 14, verifique el teorema de Stokes para el campo vectorial 
F y la superficie S. 


13. F(x, y, z) = (à -3yji — ул} — уг. S es la semiesfera x? +y +2 = а, 


orientada hacia arriba. 
Ера. ф F «dec sar = || (ro Е). nds 
C 
S 


14. F(x, y, 2) = 2zi + xj + Зук. S es la parte del plano x = z contenida en el cilindro 
х? + y? = а?, orientada hacia arriba. 


Rpta. $ F «deo an = [Tro Е )*ndS 
e 
S 


15. Cateu [v F ) * n dS, donde F(x, y, z) » xj y Six?" +у 4 22? =а? 
5 


220 


en el primer octante, orientada hacia arriba. Rpta. Зла? / 32 
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16. Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas 
F(x, у, z) = (~x + zi * zk 


al mover una partícula a lo largo de la curva C que es la intersección de la 
4 xs 2 2 А 

semiesfera x^ + у + 22 = а”, z> 0 соп el cilindro x? + у? = ay, recorrida en 

sentido antihorario vista desde arriba del eje 7. Recordar que esta curva C es el 


borde de la bóveda de Viviani. —Rpta. io 


17. Sean S una superficie y C una curva que cumplen las hipótesis del teorema de 
Stokes. Sean f y g funciones escalares de clase С) Probar que. 


a. ф ovo ‚ат = (КЕЛЕ b. фо) «dr =0 


c. $ (fVe+2gVf) edr =0 d. $ (Vf • T)ds =0 
C C 


SECCION 5.7 


TEOREMA DE LA DIVERGENCIA 


Recordemos la segunda forma vectorial del teorema de Green de la sección 5.4 


È rns ева 
C 
D 


donde C es una curva cerrada que es borde de una región D de R?. 

Elevando una dimensión más a cada uno se los elementos de esta igualdad; es 
decir, cambiando a C por una superficie cerrada que es borde de una región sólida E 
de R?, obtenemos la igualdad: 


J| ese |н 


Este resultado es el teorema de la divergencia o teorema de 
Gauss-Ostrogradsky. 


A continuación presentamos este teorema en forma precisa. El lector debe recordar 
los conceptos de región x-simple, y-simple, y z—simple, descritos cuando se trató 
integrales triples. 
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“Y ANM 3 А . . r . 
Una región sólida E de Е” es simple si es, simultáneamente, x—simple, 
y-simple, y z-simple. Diremos que una región sólida Е es regular, si es una unión 
finita de regiones simples no solapadas (se intersectan a lo más en sus fronteras). 


TEOREMA 5.17 | Teorema de la Divergencia o de Gauss-Ostrogradsky. 


Sea E una región sólida regular, cuya frontera 5 = OE es una 
superficie cerrada y orientada por un vector normal unitario n 
que apunta hacia el exterior de E. Si Е = Рі + Qj + Rk es un 
campo vectorial cuyas componentes tienen derivadas continuas 
sobre una región abierta que contiene a Е. Entonces 


[sas уве 


En otros términos, el flujo de Е a través de la frontera de una 
región sólida regular es igual a la integral triple de su 
divergencia sobre esa región. 

Demostración 


Caso 1. Е es una región sólida simple. Tenemos que: 


[[к-»&-{ (Pi+ Qj + ЕК) « n ds 
| РЕЯ ааа [monas 
[fro fff mo 

| ji zo (ff Rar fff to 


Es suficiente probar las tres igualdades siguientes уа que, sumándolas 
obtenemos la igualdad del teorema de la divergencia. 


TEES 
3. [la E ay 


Probaremos la igualdad (3). Las otras dos igualdades se prueban en forma 
similar. 


La región Е es z-simple. Esto es, 
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S2 : z = m(x, y) 


E= {(х,у,)/ (х,у) ED, и(ху)<2 < my) z 
donde z = u(x, y) у 2 = u(x, y) son funciones 
continuas y la proyección del Е sobre el plano XY es 
una región plana D. 

Teniendo en cuenta el teorema fundamental del 


cálculo, se tiene: 


и, (х,у) 
T R pee [| | | Б dA 
Oz ü (x у) Oz 
E D pem X 


-ff [ R(x, y,u (x, y))-R(x, vt (x, y)) |44 


со (x, y)) da — [feto (x. y)) da а) 


Por otro lado, la frontera de E, ОЕ = 5, está formada por la unión de tres 
superficies: La base S4, el tope 55 y la pared lateral S3. Luego, 


[eas - [ена + [ена а-на (5) 
5 


51 52 53 


Sı : z= u(x, y) 


Sobre la pared lateral, por ser vertical, su vector normal n y el vector k son 
ortogonales. Luego, К• п =0 y, por tanto, 


ПЕЕ 
53 


$5 es la grafica de 2 = u(x, у). Si G(x, y, Z) =z — u(x, y), entonces 


vos 296 pa Rk* VG =R у, de acuerdo al teorema 5.15, 
Ox ду 
ПЕСИ ИСЕ dA 
$5 D D 


El forma similar, por ser S, la grafica de z = u(x, y), tenemos que 


[| «nds = fm. (x, у)) dA 
ul D 


donde el signo negativo se produce porque У С apunta hacia arriba y n = -k 
apunta hacia abajo. 
Reemplazando estos tres resultados еп (5) obtenemos: 
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[е «nds = [ее у, ш (x, у)) dA — ПЕ y, us (x, у)) dA 
5 р р 


Compando esta igualdad con la (4) obtenemos Іа igualdad (3). 


Caso 2. Е es una región sólida regular. Esto es, E es unión de regiones simples. 


Se procede como en la prueba del teorema de Green para una región que 
es unión de regiones simples. 


EJEMPLO 1. | La superficie esférica S : x^ + y? + 2° = а? es el borde de la bola 


cerrada Е:х+у + 22 <а?. 
Verificar el teorema de la divergencia para 
F (х^ H y | z)6i | yj | zk). 


Solución. 
olución х | / 


El vector normal unitario exteriora S es 


= Мк: 
а 


Luego, en S 
Fon = (x + y? +27) бї +] + zk)+ 1 (xi+yj+zk) 
a 


= (д +y +22) (a аз r 


ПЕ -ndS = ПВ 45 = aff dS = a (Area(S)) = a (Ana?) = 4ra’ 
S S S 


Por otro lado, 


divF = EIE + y? +22)x] + G + y? +22)y| + (+ + y? +22): | 
= 5(x? +y? ez) 


Luego, 


|же е; 


27 л а 
Е sf f f ( р? ) р? seno dpdød0 (Соога. esféricas) 
0 о о 


2л п а 
= sf f f р^ sen 9 d pd od0 
0 0d 0 
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2л л 574 27 л 
= sf f Z seno dodO = af f sen p dodO 
0 „|5 |, 0 0 


2л л 27 
= eT Е | 40 = | 40 = Апа) 
0 0 0 


Vemos que se cumple: If e n dS =4та*= [|| div F dV 
5 Е 


EJEMPLO 2. | Mediante el teorema de la divergencia calcular el flujo del campo 


F=xzi -yzj +xyk 


a través de la superficie cerrada S 
que es el borde del sólido E limitado 


por el cono 
2= + х? + y? 


у la esfera х? + у> + 2=8. 
Solución 


Tenemos que 5 =E= S, U S, 
Hallemos el valor de z para el cual el cono y la esfera Х 
se intersectan. 
a Du И. 
= zZz =x + 
н. d > Zge«g2-82zZ2-4 >2=2 
x? & y? +22 = 8 x +у +2 =8 

La proyección del sólido Е sobre el plano XY es el círculo D : x? + y^ « 4. 
Por otro lado, divF=z+z +0 = 22 


Ahora, 


Flujo - ена рева [ff 22 фе 


$ Е Е 
y 8 -х?-у? y 8 -х?-у2 
= [|| f 2zdz | dydx = [| | 2) dydx 
Mi МОЙ жс 


2л 2, 
| all Ñ d 3 | gue >] f (4 -r° Jrdrae (Coord. polares) 
ожо 
р 


Cap.5 Análisis vectorial Integral 631 


2 


2л ya 2л 
-2| БЕ 2-2] 4 dü -16z 
0 4 0 0 


EJEMPLO 3. Mediante el teorema de la divergencia calcular 
el flujo del campo 


F= xi + yj – 3zk 


SE 


"ЩТ 
5% 
h 

NA 

Ш 


VA 
^j 
) 


SS 
SS 


a través de la superficie cerrada S que es 
el borde del sólido E limitado por el 
cilindro х? + у= 4 y los planos 

z=0, z=4-y 


7, 
| 


Solución 


Tenemos que 


E= l (x, y, z)/x + y? <4, 0<2<4-у | o, en coordenadas cilíndricas, 


к=! (r,9,z)/0< r<2, 050515, 042«4- ren 0 | 

divF = 3(х2 +y - 1) 

Si S = дЕ, entonces 

Flujo - [Гена Пева з [G? +›?)-1]4/ 
5 Е Е 


2л 2 4 – ғѕепбӨ 
= 3 f f e -1) rdzdrd 8 (Coord. cilíndricas) 
0 0s 0 
2л 2 


6 -r)z] i ud drdQ 


(r° -r)(4- rsen? )arae 


i 
| 


- f f [un -r)-(r* -r° )sen0 Jardo 
| 


2л й p p y? 2 
4 senO | 40 
0 4 2 5 3 А 


2л 
= f [ — H eng d0 -487 
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EJEMPLO 4. | Probar la Ley de Gauss 


Sea E una región sólida regular de R? tal que (0, 0, 0) e OE. Entonces 


4 i (0,0,0)€ E 

[= •р 45 = e T зе , donde г= хі + yj + zk 
| c ^ 0, si (0,0,0) € E 

дЕ 


Solución 
Se verifica fácilmente que div | r ;-0 parare (0, 0, 0). 
r 
Si (0, 0, 0) ё E, entonces Е = pre derivadas continuas еп Е y podemos 
r 


aplicar el teorema de la divergencia: 


IIS 


Si (0, 0, 0) e E, no ponemos aplicar directamente el teorema de la divergencia 
" r А i 
debido a que el campo F EEE no es continuo en el origen. Resolvemos esta 
r 
dificultad aislando este punto. Para esto, tomamos una esfera 
8:02 +у + Zep 
contenida en el interior de Е. 


Sea E, la región sólida de R*que se 
encuentra entre Sı = OE y la esfera S». 


Tenemos que: 


OE, = дЕ [бу = Si US» 


Sean n, y п, las normales unitarias 
exteriores (hacia afuera) de 5 y S, 
respectivamente. 


Si n es el vector normal unitario de OE, entonces 
n = п sobre $; y n=-—n, sobre 5). 


Ahora, сото (0, 0, 0) € Е, podemos aplicar el teorema de la divergencia, 


i || o T i | Tr 
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[== ; *1 dS * f= 3’ (7n) dS 
\т | Ir] 
$1 $5 
r r 
Tops dps 
дЕ 52 
De donde, 


r r 
тт sells. ED 
дЕ S2 


2 


= p’, tenemos: 
r Dorem |а 


r 
: пе n carl a 
Ir ГЇ ep Ind qep ЇЇ |р p 


Pero, en la esfera 5 :х +у + z 


MR 
2 
LH 


Luego, regresando a. (1): 


r r 1 1 
Jas vids jos Giras -ffs [fas 
дЕ 52 $5 S 


2 


= L (Area(S,)) = a np?) =4л 
р р 


La superficie que interviene en el teorema de la divergencia es una superficie 
cerrada que es borde de un sólido E. En el siguiente ejemplo mostramos como 
utilizar el teorema de la divergencia para calcular una integral sobre una superficie 
no cerrada. La táctica consiste en agregar a esta superficie otra superficie adecuada, 
en tal forma que la unión de ambas sea cerrada y sea el borde de un sólido Е. 


EJEMPLO 5. | Cálculo de una integral sobre una superficie no cerrada. 


Usando el teorema de la divergencia calcular el flujo de 


Е =3x2% + (y? + e") + (3x/z + 2y”)k 


hacia arriba a través de la superficie S que es la semiesfera: 


Зе pete. Z 
Esto es, calcular Ij «nds 


$ 
Solución 


Observar que calcular directamente la integral 


sería engorroso. Para evitar esta dificultad 
recurrimos al método indirecto mencionado. 
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Tomamos el círculo del plano XY, S: х? + y <l, z=0 


Sea E el sólido encerrado por la semiesfera 5 y el círculo Sı. 


Tenemos que дЕ =S US, у, de acuerdo al teorema de la divergencia, 


ПЕК fen [кв 


д SUS Sj 
Luego, 


ПЕ = ПІК ау – ПЕ (1) 
5 Е Si 


Calculemos las dos integrales de la derecha de (1). 


divF = 32° + 3y + 3x =3(х +y +2) 
[five ar il (+ y? +22) dV 
E E 
27 7/2 1 
= f f f ( р?) р? seno dpdqodO (Соога. esféricas) 
0 0 0 
2л в л/2[ 571 2л  л/2 
p 3 
= f f El seno dod0 = jJ f sen y dodO 
0 0 5 | 53 o 0 
2л л/2. 2л 
= :f EZ 40 = :f d0 = $5 
5Ј, 0 5J o 5 


Por otro lado, para S, se tiene que n = – k =( 0, 0,-1 ) y 2= 0. Luego, 


ПЕ = Тоо? see 3x^(0) + 2)? ) + (0, 0,-1) d$ 
$1 S1 


27 1 
= [|| -2y° dS =- of f (rsen ay rdrdO (Соога. polares) 
o Jo 


2л E 1 1 2л 
E | BM ser 0.40==5| sen? 0 d0 
0 2 0 2 0 


se 2x 27 
f 1-cos 20 aga 3 ei cos 20 10 
28 2 4J 0 4Ј o 


Finalmente, regresando a. (1): 
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¿SABIAS ОСЕ... 


CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855), fue un notable 
matemático, físico y astrónomo alemán. Hizo contribuciones 
fundamentales en casi todas las ramas de la matemática. Gauss, 
Arquímides y Newton son considerados como los tres matemáticos 
más sobresalientes de la historia. Gauss descubrió el Teorema de 
la divergencia en 1813. Probó tres casos particulares importantes 
de este Teorema. 


MIKHAIL VASILEVICH OSTROGRADSKI (1801-1862) nació 
en Pashennaya, Ucrania. En 1816 entró a la Universidad de 
Kharkov para estudiar Física y Matemática. En 1820 aprobó su 
examen de grado. Sin embardo, por razones religiosas, este grado 
no le fue otorgado. Dejó Rusia y se fue a París, donde asistió a 
las clases de los famosos profesores: Laplace, Fourier, Legendre, 
Cauchy, etc. En 1826 presentó a la Academia de Ciencias de 
París la prueba del Teorema de la Divergencia en su forma más 
general. 


PROBLEMAS RESUELTOS 5.7 


donde Е = (3x - ei + (x -y)j + (v + z)k 
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E. F. Gauss 


C 


M. V. Ostrodraski 


PROBLEMA 1.| Aplicando el teorema de la divergencia, evaluar If *nd$, 


y S es la superficie del sólido E limitado por el cilindro 
parabólico z = 1 — x°, el paraboloide y = 3 – х? – 2°, plano z=0 y 


el plano у = 0. 
Solución 


Tenemos que divF=3-1+1=3 y 


о p pese prar 


El sólido E es una región del espacio 
y-simple limitado por la izquierda por el 
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plano y = 0 y por la derecha por el paraboloide y = 3 — x? 2”. 


La proyección de £ sobre el plano XZ es el conjunto 
D= { (х, 0, z)/ 0<z<l-x°, -1<x<1 } 
Luego, 


1 1-х2 3x2 -z2 
If •р 45 = || dV = f f f dydzdx 
-1 0 0 
S 


2 2 


-f f n А ез| f (3-2 –22) аах 


: x! | 72 
= f (8-93? +x%) ax = |8х—3х? + = 
1 7 е 7 


РКОВІЕМА 2. Mediante el teorema de la divergencia 
calcular el flujo del campo 


F= xi + у] – 5zk 


a través de la superficie cerrada S que es el 

borde del sólido E limitado por el cilindro 

x *y^-4 y los planos z=0, z=3. 
Solución 


Tenemos que divF =3x? + 3y?-— 5 


Si S- OE, entonces 


СЕТ 
f. 
UM 
|. 


d 3r? -5) rdzdrd0 (Coord. cilíndricas) 


Br -5r 7], аға = jj. fi 3r? -5r)drd0 


v 5r = 
| a а 40 = f 240 = 3(2)(2л) = 12лт 
0 
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PROBLEMA 3.| Seael sólido E: x? +y? >а?, x2+y? +22 < 4a?. Esto es, 


E es la intersección de la parte exterior del cilindro 


+= а? 
con la parte interior de la esfera 


xy + = 44?. 


Sea Е = (x + yz)i + (y — xz)j + (z — sen ху)К. 
Hallar el flujo de F hacia el exterior de Е a través de: 
а. S=0E. 
b. Sı, la parte cilíndrica de OE. 


с. 5, la parte esférica de OE. 
Solución 


a. Tenemos que divF = 1 + 1 + 1 = 3. Luego, 


Ше рер 


Ja -r2 2л 2а 
= Zu T f rdzdrd 0 = f f H rdrd 0 
-N 402,2 0 a -y да? 2 


2, 


2л 2a 27 2 3/2 24 
1 f 24 4a? -r° наға = f E p) | do 
0 a 0 a 


of "Joey? Juo- 2 (34 3а? ) (27) = 124 Зла? 


b. Hallemos la altura del cilindro: 


@ E 2 
X^ +у +2“ = 4а 
| T > а?+:2=4а? 
2 2 2 
x +y =a 
= la 
> z—-t43a 
La altura del cilindro es 


h-43a -(-43a)-2243a 


Por otro lado, sabemos que el vector normal unitario exterior a la superficie 


cilíndrica S, es —(x, y, 0). Luego, el vector normal unitario interior a 5; es 
a 
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1 1 
= — 0 = {у — 0 
п 206. ) "n y, 0) 


a 


EE 


= -a[Area de Sı] = -а[0ла)0)] = -al(2a) (2N3 a)] 
= — 4A Зла? 


Ir «nds = ffe Y —XZ, Z—SEN xy) • Ala, - y, 0) dS 
5j 


с. Como S = дЕ = S, U S5, tenemos que 


fft -nas-ffr-nas- ffr -nas = 124 3za? — (^44 32a? )= 164 3za? 
$5 S $1 


PROBLEMA 4. Segundo teorema de la divergencia o primera fórmula de Green 


Si la región sólida E de R?y la superficie cerrada $ = OE 
satisfacen las hipótesis del teorema de la divergencia, la función 
escalar f tiene derivadas parciales continuas y la función escalar g 
tiene derivadas parciales de segundo orden continuas, entonces 


Juve «nds Е + Vf * Ув) ау 


De acuerdo a la parte 2 del teorema 5.2 tenemos que: 
div(fVg)=Vf -Vg + fV(Vg)= Vf - Vg + fV'g- fV'geVf -Vg 


Ahora, aplicando el teorema de la divergencia, 


Ifovo п а = ПІК TU evr vear 


Solución 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.7 


En los problemas del 1 al 5, verificar el teorema de la divergencia para el campo 
F y la superficie S. 


1. F = 6zi – 232} + 2yzk, S es el borde del cubo E = [0,1]x [0,1]x [0,1]- 


Rpta. ПЕ ends = 2 - fff avr dV 
5 Е 


2. F=xi+yj+zk, S esla esfera x? +y +2 =g. 


Rpta. ПЕ ала ават 
5 Е 


3. Е = 2х2і – 2yzj +2°К, $ ез е1 borde de sólido x? + y! xz, 0<z<1. 


Rpta. ПЕ EIE dV 
5 Е 


4. F= | r [(xi+yj+zk ), donde r=xi+)j+zk, S esla esfera х + y^ + = а? 


Rpta. ПЕ таё ават 
5 Е 


5. F=2x3i-yj+xz'k, S esel borde de sólido x* +у<а?, 0<z<3. 


Rpta. Гена ~oz- fff vr ar 
S E 


En los problemas del 6 al 17, aplicando el teorema de la divergencia, calcular la 


integral If • р 25. Esto es, calcular el flujo de Е a través de 5. 
$ 


6. F=x%+yj+2k, E=[0, 1]x [0, 1]x [0, 1], S=0E. 


Rpta. 3 
7. F=(+senz)i+ (у +e )j+(32)k, Ex! «y «9,0xzx2, S=0E. 
Rpta. 1897 
8. F=2xyi+ 2yzj + xk, E es el sólido limitado por los planos x = 0, y = 0, y=3, 
2=0,х+22=4. 5 = дЕ. Rpta. 68 

2 y 2 
9. F= (x-z)i + (2y+z)j + (5z – x)k, S es el elipsoide POR E 

a c 


Rpta. 2 zabc 


10. Е = (2x + е?)і + (4y + sen z)j + хук, S es el tetraedro formado por los planos 


1 
coordenados y el planox+y+z=1. Rpta. ES 
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11. F=x%+3x"yj+x"yk, S=0E, E es el sólido limitado por el cilindro parabólico 
z -4— x), los planos у= 0, 2=0, y+z=4. Rpta. 512/3 


12. F = xi + yj + zk, S = OE, E es el sólido limitado por el cono z = у x^? + y? y el 


paraboloide z — 6 — x^ – y”. Rpta.32 77 


13. Е = (x + sen z)i + 2yj + (x + 3Z)k, $ = дЕ, E ез el sólido limitado por el cono 


2=4 х? +? y el plano y = 3. Кріа.54л 
14. Е = ху + 2у2ј + x'zk, 5 = ОЕ, Е ез el sólido limitado por los cilindros 
x +y =1, x! + у? = 4 у10ѕ planos 2=1, 2= 3. Rpta.39 77 
i+ yj+zk : ; 
15. F= = +y. M 2 35 S=0E, Eeselsólido comprendido entre las esferas 
x^ +y +z 


2 2 2 4 


ty +2 Rpía.Az 


j^ zk кын 
16. F= ip 35 S es el elipsoide 4x? + 95? + 6z? = 36. 
PED ENS. 
(х +у +2 ) 
Sugerencia. Aplicar la ley de Gauss( ejemplo 4). Rpta.Az 


17. F=x%i+ y + 226, 5: la esfera (x - ap + (у - b) + (z- c = 9 
Rpta.727 


En los problemas del 18 al 21, cerrando convenientemente la superficie no 
cerrada dada y aplicando el teorema de la divergencia, calcular la integral 


ПЕ • п dS ‚ donde Іа п es la normal unitaria exterior. 
S 


18. F2 (5-x)i +(—у)}+ 226, S: z= Nx? +22, 0xz«3 
Rpta. -367 


19. F= zl +xj+ 3у2 к, $:z-4-x! - y, 0xz«4 
Rpta. 127 


20. F=3xzi + (=yz)j + zk, 5: еѕ la parte superior de la esfera x^ +у +2 = 9, 
cortada por el plano z= 1 Rpta. 727 


21. F 2 x'i* (senz + y”)j + (x ^ 3)k, S es la parte superior de la esfera 
х? +y+ (z= ay = 44", 
que está sobre el plano XY. Rpta.9ra? 
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En los problemas del 22 al 27, demostrar la identidad dada, suponiendo que la 
región sólida E, la superficie S = QE satisfacen las condiciones del teorema de la 
divergencia y que las derivadas parciales de diferentes órdenes que aparecen de 


; ; : д 
las funciones escalares f у g son continuas. Las expresiones Dy f, 2. se definen 
n 


of 


como Dyf= od 
n 


-Vf*n 


22. [| а • п dS = 0, donde а es un vector constante. 


5 
23. ПЕЕ 
5 
24. Volumen de E= УЕ) = + (Гепа, Е = xi + yj + 2к 
5 
Дена = [[[ ves ar 
5 Е 


‚281 V?f=0, ПЕ ds - ff |vr fav 
On 
S E 


27. Segunda fórmula de Green. 


(ШОЛ «ndS= (ОУ 


N 
Un 


кә 
© 
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EL TEOREMA DE GREEN Y SU GENERALIZACION A TRES 
DIMENSIONES 


Primera fórmula vectorial del Segunda fórmula vectorial del 
teorema de Green teorema de Green 


P rama $ в-ва = [oras 
| | 


Teorema de Stokes Teorema de la divergencia 


ф в-а [ferens [[ronas= Пева 


RELACIONES ENTRE LAS DISTINTAS INTEGRALES 


Integral de una variable 


b 
| f (x ) dx See 
Generalización Generalización Generalización 
Ire» dxdy [ie y, z)ds ІАЕ y, z) dxdydz 
D C E 


Integral doble Integral de línea Integral triple 
Generalización Conexión: Conexión: 
Teorema de Stokes Teorema de la divergencia 


| 
[frena "d 


Integral de superficie 


TABLAS 
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DERIVADAS 


Tablas 


1. Dx [f69 в@) ] = fe) Dx 269 + 869 Dx Дх) 


3 s, [£8 _ EOD, Ро) — ҒӘР, б) 


з. Руи") = nu"! Dyu 


g(x) 


4. Dx e" = ен Dxu 


1 
6. Dy Inu = — Dyu 
u 


8. Dx senu = cos и Руи 


10. 
12. 


14. 


16. 


18. 


20. 


22. 


24. 


26. 


28. 


30. 


Dx tan u = secu Dxu 


Dx sec u —sec u tan и Dxu 


= 1 
Dy sen ly = Dxu 
1-и? 
Ру ап u = E ; xt 
-1 1 
Dx sec и = —= Dyu 
uy u° —1 
D, senh и = cosh u D, u 


D, tanh и = sech? и D, u 


D, sech u = – sech u tanh и D_u 


D. senh 1и = D.u 
1+u? 
D. tanh 1и = z Du 
-u 
e 1 
D, sech ly =- 
иу 1-1? 


EOF 


ó bien 


D, ((в6)") = п(е09)" Deg) 


5. Dx а“ = a Ina Dyu 


1 
7. Dx(log,u) = Dxu 
x( Sa ) una * 
9. Dx cosu = —sen и Dyu 
11. Dx cotu = — соѕес2и Руи 


13. Dx соѕес и — — соѕес и cot u Dyu 


= 1 

15. Dx cos ly = – Руи 
1-и 

= MM 

17. Ру соё u = — z Dxu 
1+и 
| 1 

19. Dx cosec u = – Руи 


21. Рр, соѕћ и = ѕепһи Р, и 


UN и?—1 


23. р. coth u = – cosech? н D.u 


27. D, cosh 1и = 
и? -1 


29. р. соћ 'u = 


1- i£ 


31. D. cosech 1и =- 


D.u 


25. D. cosech и = — cosech и coth u Du 


— jju 
и | V 1a i 


1. 


5. 


9. 


Tablas 645 
INTEGRALES DE FUNCIONES BASICAS. 
[7^ vq" © пФ-1 2. [11+ 
и 
3. fe “du = e"+C 4. fera- Apie 
ша 

Гена =- cosu +c SLIDE 

7. [== du-tanu +С 8. [x du--—cotu +С 
sec u tan и du-secu +С 10. feos и cot u du = – соѕЅеси +С 


п. tan au = Іа | ѕеси| +С 
13. f eot u au = Ір | senu | +C 


INTEGRALES DE LAS 


12. [secu au =In|secu+tanu| +C 


м. cose и йи = 1р | cosec и — cot u | +С 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


INVERSAS 
is son du = usen и +y 1-и? +С 
cos !u du = и cos іи —\/ 1-и? +С 


1 
17. Гати du = u tanu -jn(! tu? ) +С 


18. 


20. 


19. Г du = и sec !u — In 


cosec !u du = и cosec !u + In 


1 
cot !u du = и сои +5In(1 + u?) +C 


ика {+С 
u+ Vid 1 ec 
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21. [изеп їн du 


23. 


| eiat 
2 2 
22. [^ cos !u du = 2и -1 cos ipe uv l-u e 
4 4 
IL tan !u du = tan !u — u, C 

2 2 
INTEGRALES DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 


24. [ns du =cosh u +С 25. [n = senh u + С 
26. seca du = tanh u + C 27. [s du =-—cotanh u +С 


28. sc tanh u du = – sech u +С 


29. [s и cotanh и du = —cosech и +С 


30. [ums du = In cosh u + C 31. foomu du = In | senh u | +C 


32. [= и du = tan” (senh u) + € = 2{ап!е“ +С 


cosh u — 1 


+C= In| tanh 7 +C 


1 
33. | cosech и du = — In 
2 coshu + 1 


INTEGRALES DE POTENCIAS DE FUNCIONES 


TRIGONOMETRICAS 
1 2 а 1 
34- f u du = zogen 20+ C з. [cos каша кеге 
36- ES udu=tanu —u +С 37- [eou du=-cotu -u +C 


39. 


38. [« и du = Žsec u tanu + g In [sec и + tan u | +С 
1 
соѕес?и du = _у°озес ucotu + jm | соѕес и — cot u | + C 
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40 pan 


1 _ Е 
sen"u du = – — sen" ^!x cosx + ѕеп" 2и du, n0 
п 


п 


1 n-1 


1 
41. [^ du = — cos"^!u senx cos" ^! x + 
n 
f 1 


42. | tan"u du = tan" !y — [от du, п*1 
n-— 
1 
а. cor du = — iet n m [cs du, n1 
n-— 
п n- n-2 n-2 
44. | sec u du = tan u sec и + sec ийи, п=1 
n-1 n-1 
1 —2 
45. [s du =- 7 cotu cose" 2и +2 [е ди, п +1 
n= n-— 
FORMULA DE WALLIS 
mi2 z/2 
1.3.5....(2n-1 
46. sen?" y du = cos?" u du = (2n-1) я 
0 0 2.4.6....n 2 
7/2 rn 2.4.6 2 
47. sen?"* !j йи = cos?"* !y du = ке арен MUS E 
o е 1.3.5... . (2n* 1) 2 


INTEGRALES DE POTENCIAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 


-1 
48. [vs du = —coshusenh" "lu — [шт ~? udu, п + 0 
п 


-1 
49. [s du = — senh ucosh" "lu + IE ~? udu, n0 
n 


tanh" lu + fanne =u au, nl 


si cam du =- 


51 


1 
coth"u du = – сот" сш + [ons du, n1 
nz 


n-1 n-— 


—2 
= eon du,n #1 
n-1 


—2 
52. Га du = tanh и sech"7?%4 + 2 i [os du, п +1 
53. ] 


1 
cosech"u du = – xn coth и cosech" ^ 2и — 
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INTEGRALES DE PRODUCTOS DE FUNCIONES 
TRIGONOMETRICAS 


54. | son micsen nir duce -S0 OTO sen m e 
2(т + п) 2(m – п) 


РЕ A аа ДРО 
2(m +n) 2(т-п) 


55 


2(т+п) 2(т-п) 


m-1 n+1 
sen" сов” u m-—1 Е 
sen" и cos"u du = – - sen" 7 ?y cos"u du 
m+n m+n 


56. [5m Со == OR) n - ens mH ы 


sen”*lcos"” y n-1 


= - - sen" и cos" ^ 2и du 
т+п m+n 


INTEGRALES DE FORMAS TRIGONOMETRICAS, 
EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS 


58. IL sen bu du — IDE = cosu+C 

59, IL cos bu du — =. 605 bu E sen bu + C 

60. [o bu du = — PELLE п punte bu du 

61. [em bu du = T sen bu — п prts bu du 

е. [esen bu u= ; z (asen bu — b cos bu) +С 
a -b 

63. [tma = > z (bsen bu + acosbu) + C 
a + b 

64. fa u)"du = u (nu)" — mf (m и)" ^! du 


1 
65. ] и" (In u)” du =— 
п 


tina ——— "(њи "dun + —1 
+1 ш) n+1 ( ) 
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1 
66. ІС = : и"е?" — ае = 1 ¿ht du 


1 
67. | i" a" du = ura — — и" ~'a” du 
bina bina 


INTEGRALES QUE CONTIENEN а? + и> EN EL 


DENOMINADOR 
68. ] qe 2 n i +С 
а+и? а а 
a E ы Б EA ES „Ке К A 
a-u 2а |u-a ua 2a uta 
71. [ac Pin(a? +u?) + tan!” +C 
a? + и? 2 а а 
INTEGRALES QUE CONTIENEN Va’ +u’, a>0 
2 
n. [Ne и? du "an u? + In u+ а? + и? |+С 
4 
73. [^ а? + и? du = ¿(e +21?) а + и? – FEL u+ya +u |+С 


2 2 2 2 
n. [H e am a*va +u | o 
u u 
Ta 2 Pa 2 
+ 
ss. | 2 3 H du = би +Inlu+Val+u (+С 
и и 
d 
76. |——=—=юш|и+у/а?+ и? |+С 
үа? + и? 
2 2 
77. ш йи =. arm -mn u+y a +u +C 
2 2 2 2 
a+ u 
du 1 a+y а? + и? 
78. = In +C 
uv а? + и? н 
[ 2 2 
79 a“ +u a 


f du P 
` 2 3 2 
иу а? + и? аи 
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INTEGRALES QUE CONTIENEN y a-u ,а>д 
2 
ZEE - и? du =— уа - и? + Dosen =. +C 
a 
a? u 
81. [^ Ja? - и? йи = sr -а?) a? a? d sen ^, +С 
2 2 
a E sam arva- ut 
u u 


2 и 
84 йй E +С 
y a? - и? 


24 í x 
С" Е ato sen ^! , +C 


du 1 а+у а? – и? 
86. Қ =— — In +C 
uy a? — и? i Н 
du a? - a? 
87. == +C 
[= а? – и? а?и 


INTEGRALES QUE CONTIENEN y и? -a° ,а> 0 


88. ia du= —x u ка ы Ыш 


u 2 2 
2 


u+yuó- а |*C 


ja 
» [^ 244 - а? du = =(2и° e) EL 


/ а 
o0. EE а еа -acos | +C 
u 
Nu -a уи а? 
91. 5 аи г 
и 


и+у и? - а? 


+C 


u+y и? -a? 


+ In +C 
d 
92. м = |n u+ и? – а? |+с 
u-a 
2 2 
93. ийй zd и? а? + In и+\ и? – а? +C 
u-a 
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94 ] ы = 
| и? 4 а + и? au 


INTEGRALES QUE CONTIENEN (u? + à) ^, (a - 12)", a>0 


95. 16 + ay” du — (2u? +5a? ) V и? + а? + M u+ uw + а? 


4 


96. [o E iy^ аа - (ne а?) а-и? + 9 ата +C 


du u 
». | 2 a7 afa xU 
(a =) а а-и 


INTEGRALES QUE CONTIENEN а + bu 


». | udu 1 (aebu-aW|ashu| ) +С 
а + bu p? 


2 
i. Í i m (a+ bu) —4a (a * bu) - 2a" In | a + bu | +C 


101. ш i Че O, 
и(а + bu) a a t bu 
102. | du mbi abu | | c. 
u' (a + bu) au а и 
ws. [ иа [аы || +С 
(a + buy — b^ | b? (abu) 
ш. [ t udu _ - 1. а __1 +C 
(a + bu) b 2(a+bu) a+bu 
105. P" — € 0€ EUM rbd 
u(a + vm a(a+bu) a u 
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2 2 
1 
106. J- asm- Es In| a+ bu | | +С 
: a 4 bu 


INTEGRALES QUE CONTIENEN y a+ bu 


2. (Зри – 2а )(a+bu)” +C 


107. 


uy a+ Би 


(155% 4? -12abu+84? )(a- bu)" +С 


и. Гааз »a diced - 
105b 


109. IL y a+ bu йи = iu ^ (a buy ^ -an | и"! Las bu “| 


b(2n+3) i 


u du 
110. —— bu—2a JJ a+ Би +C 
Va+ bu ЗЬ? T ) 


111. 3b?u? —4abu + 8а? | d a+ bu +C 
[== һи z^ ) 
112 u" du Е 2u" 4 a+ bu | 2an uu" du 
`J /а+и — b(2n*1) © b(2n+1)) Jas bu 
us. [ du _ 1 „| Маи Уа +C,a>0 
ud a+ bu Ма Ма+ђи +3 а 


y a+ bu b(2n-3) du 


| bu a(n-1)u™' 2a (n-1) Ju" J a+ bu 
115. i 2 abu + | 
и 


[a bu a _уа+би | 
2 
и 


114. 


du +C 
uy a+ bu 


116. 


(а, bu 
3/2 
i1: pe bu du- (а + bu) А b(2n—-5) y a+ bu bu, 


a(n-1)u" ' 2а(п-1) u"- at 


INTEGRALES QUE CONTIENEN y 2au- i? 


—1 2 а-и 
us. [ 2au - и? du- Ey 2au-u? + “с С 


Tablas 


mii duda? 3 а-и 
us. fa 2au —u? duc EH заци? + E cos? a *C 


[4 _ 2 а-и 
п. [322 ТЫ рр EDS а ]«c 
u 
y 2au -u° 2 2au—u? а-и 
[3 ы du = NAO H ul +С 
и 


121. 
" a 


а-и 
122. [zm 5 m 
y 2au—u? 


d а-и 
123. O ы, жы а ]«c 
\/ 2au—u? 


2 2 a—u 
юл PO AO y 2a-0u? + 30_ cos ! =” E 
y 2аи-и? 2 2 


y 2au — и? 


ЗОРЕ 


du 
125. f — = 
uv 2au—u? ай 


INTEGRALES QUE CONTIENEN (2zu-4) ° 


du u—a 
126. ] 24372 = т - +C 
(2au-u ) a^N 2au—u 
u du u 
127. ¡5 ЈН +С 
3/2 
(2an—u?) av 2au—u? 


ALGEBRA 


OPERACIONES 
1. a(b+c)=ab+ac 2. арс ad + bc 
b d bd 
B 
ае E 4, b 4 
b b b bc 
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654 


и. =s 
b 


14. V ab = La 


16. (a + by = 


18. (a – by = 


19. (а + Б)" =а"+ na" lp + 


Tablas 


EXPONENTES Y RADICALES 
6. (аЬ)*= a* b* 7. a a? - art? 
X X] == A 1 
9. (а*)? =а*” 10. а * = — 
а 
ш a si 
12. а" = Ya 13 а" = Na" = (Ҹа) 
Ya 
Yh 15. 4 £ = 
b Yp 
TEOREMA DEL BINOMIO 
a? t 2ab + b? 17. (a- by = а®+3а?Ь + 3ab? + P? 


a?—3a?b + Зађ2 — b? 


n(n —1) 


а". | ” anch b! uei + nal lp b" 
2 k 


-1 
20.(a — Б)" a" na" b - e a" p? +...+ ИНЕ: +: 


п-1 пуп п 
-na b+(-1) b ,donde k = 


п(п—1)(п-2)...(п—-К+1) 
k! 


PROGRESION GEOMETRICA 


n n 
2 3 Š 1-r 

21. а =a, аз =ar, аз — ar ,d4 7 ar ,..., an= ar" | Sn = у a,—a 1 
-r 


22. a? — b? =(a+bYa- b) 


k=1 


FACTORIZACION 
23. a? + 2ab+ b? =(а + by 


24. a+ b?=(a+b)(a?°—ab+ b?) 25. a^ — b? = (a - b(a) ab * b?) 


DESIGUALDADES Y VALOR ABSOLUTO 


26. a<b>a+c<b+e 27. a<byc>0> ac<be 


28. a<byc<0> ac» bc 29. |х| =a © х=а ó х=-а 


30. |x| <a <= -а<х<а 31. |x| >a < -a«x б x»a 


Tablas 


GEOMETRIA 


h = altura, A= Area, AL = Area Lateral, V = Volumen 
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Triángulo 


h= аѕеп Ө 


Triángulo Equilátero 


h = — 
a 

xs EN LN 

| DN Я L| PE E E 
А = —bsen Ө ы 

2 

Trapecio a Sector Circular 
h =r0 
2 1 2 И) 
Ь А= a 0 r 


Cono Circular Recto 


АГ = лмг? «n 


Tronco de Cono 


у= (r ++ 2) AE 


1 
у= зл" AL — ns( r ^ R) 
Cilindro Esfera 
V= mh 
AL = 2 11h 
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TRIGONOMETRIA 


Identidades Fundamentales 


1 

1. $есх= 2. cosec x = 

cos x sen x 
3. tan x = эе 4. СОЕ 0386 

cos x sen x 
5. sen?x + соѕ2х = 1 6. 1 + tan?x = sec x 
7. 1 + cot?x = cosec?x 8. sen( x) = – sen х 
9. cos ( x) = cos х 10. tan (-x) = —tan х 

Identidades de Cofunción y de Reducción 

11. sen E ox = с05 x 12. соѕ = = sen х 

2 2 
13. {ап (2- x) = cot x 14. cot |2- s) ={апх 
15. sec (-х) = cosec x 16. со$ес (2-=) = sec х 
17. ѕеп E + хех 18. соѕ (z + x]=-senx 
19. tan E + x J=- ets 20. cos (x + m) = – cos х 
21. sen(x * л) = - senx 22. tan (x - z) - tanx 


Identidades de Suma y Diferencia 


23. sen (x + у) = sen x cos y + cosx sen у 


24. cos (x + у) = cos x cosy + senxseny 


+ = 

25. tan (rey) = e TR 26. cot (ra y) = 805 00 F1 
y iu y 

+ tanx tan y coty + cotx 


Identidades del Angulos Dobles y triples 
27. sen 2х = 2 sen x cos x 


28. cos 2x = cos?x — sen?x = 1 – 2sen?x = 2cos?x - 1 
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29. 


31 


33. 


36. 


38. 


39. 


40. 


41. 


43. 


45. 


46. 


47. 


48. 


sen 3x = 3 sen х — 4sen?x 30. cos3x = 4cos?x —3cosx 
2t 2х 
ќар 2х = Ксы. = 32 cot2x= о 
1-tan x 2cot x 
Identidades de Reducción de Potencias 
1- 2. 1+ 2. 1- 2. 
2 2 1 + соѕ 2х 


Identidades del Angulo Mitad 


| 1- | 1 
sen *- + Tosa 37. cos X> + ORUM 
2 2 2 2 


Transformación de productos en sumas 


1 
sen x cos y — y [sen (e+y ) + sen (х —p) ] 


1 
COS X COS y = z 1905 @ +» + cos (х—у) | 
1 
sen x sen y = z 1908 679) + eos œ +y) | 
Transformación de sumas en productos 
+ - + - 
sen x + sen y = 2 sen Č Fog E 42. sen x — sen y = 2cos + "sen 777 
x+y x-y x+y x-y 
cos x + cos y = 2 cos 3 UE EE ul im D = 


Ley de los senos 


Ley de los cosenos 
а? = b! + с? – 2с cos A 
Б? = а? + с? – 2ас cos В å 


с? = а? + b? —2ab cos С A 
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FUNCIONES TRIG. DE ANGULOS NOTABLES 


Grados | Radian | sen 0 cos 0 tan 0 cot 0 sec O cosec Ө 
0° 0 0 1 0 Fo 1 Fo 
, т 1 43 | 43 243 
шл Ин seme e ois e cd e 
EE XE LEE 
UNE LE RES | t (x2 | 
жуз. [Г 45 "E 
el lla la | $3 jx 
2 3 3 
л 
90° 2 1 0 +00 0 + оо 1 
mE J3 |1 43 243 
p ose eom A oos һай е 
ш ОШ CE EE 
135 4 TS 3 -1 -1 —/2 JD, 
"gis L 43 | 43 M3 
Бе | 6 AS «fe таар 
180? T 0 -1 0 Fo -1 + оо 
E а qs ETE 
e e ER E: EE 43 0 
MEN Eo 
225 4 Pe eu 1 1 A а 
‚|4 v3 Wis 43 243 
A MA uc Ж. 
Зл 
270° p =1 0 To 0 Fo zi 
ps | |1 "E "E 
A peni: бк | Ж ute 
| | 42 |42 
315 4 TA > -1 -1 Jo 2 
EL MM UEP JN "E 
A dre | AA 
360° 2л 0 1 0 io 1 то 
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EXPONENCIALES Y LOGARITMOS 


I 1 a 
1. log,x = ВЕЕ 2. log,e = — 3ug sgh 
In a Ina 


IDENTADADES HIPERBOLICAS 


1 1 
1. senhx= B -e*) 2. coshx= xe te) 
2 2 
3. tanhx= pente 4. tanh x= коше 
cosh x senh x 
1 
5. sech x = 6. cosech x = 
cosh x senh x 
7. cosh^x — senh?x =1 8. 1- tanh?x = sech?x 
9. 1- coth^x =- cosech?x 10. senh (=x) = —senh x 


11. cosh (=x) = cosh x 

12. senh (x £y) = senh x cosh y + cosh x senh y 
13. senh (2x) = 2 senh x cosh x 

14. cosh (x+ у) = cosh x cosh y + senh x senh y 


15. cosh (2x) = cosh! x + senh^x 


h2x - 1 h2x +1 
Et Д: = 17. cosh?x pi 2 


18. senh 2 =+ |/(соһх — 1)2 19. cosh > = + сох + 1)/2 


16. вепһ^х = 


ALFABETO GRIEGO 


a alfa I 1 iota Р p rho 

p beta K x kappa У с sigma 
y gamma A A lambda T т tau 

S delta M и mu Y v  ipsilon 
= epsilon N v nu Фф fi 

б zeta E. € xi X «X ji 

n eta О о omicron Y у psi 

Ө theta П х рі Q O omega 
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